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内 容 简介 


本 书 旨 在 比较 系统 地 介绍 实 域 理 论 中 的 内 容 、 方 法 和 结论 ， 对 于 进一步 学 习 
实 代数 几何 的 人 来 说 ， 本 书 应 是 一 本 必 读 物 . 

全 书 共 分 9 F. 前 两 章 围绕 著名 的 Artin-Schreier 理论 ， 介 绍 与 实 域 、 序 
域 和 实 闭 域 相关 的 概念 和 结论 .第 三 章 讨论 了 域 的 实 赋值 和 实 位 以 及 它们 与 序 之 
间 的 相 容 性 ， 第 四 章 介绍 E. Artin 对 Hilbert 第 十 七 问题 的 解答 ， 同 时 研究 了 
Hilbert 第 十 七 问题 的 逆 问 题 ， 第 五 章 讨 论 了 实 域 上 的 二 次 型 及 其 密切 相关 的 半 ， 
序 ， 由 此 建立 了 一 些 重要 的 结果 ， 其 中 包括 Hilbert 第 十 七 问题 在 定量 方面 的 结 
论 . 在 第 六 章 中 ,， 几 类 特殊 的 实 域 和 序 域 被 研究 ， 这些 域 包括 SAP 域 、 欧 氏 域 、 
HEE, Pythagoras 域 和 遗传 Pythagoras 域 等 . 第 七 章 介 绍 了 适合 实 闭 域 
的 Tarski-Seidenberg 原理 与 转移 原理 ， 并 应 用 于 实 零点 定理 的 建立 ， 第 八 章 涉 
及 域 的 高 层 序 理论 ， Artin-Schreier 理论 在 此 获得 推广 ， 在 第 九 章 中 ， 一 些 与 实 
域 理 论 有 关 的 构造 性 结论 被 介绍 ， 其 中 包括 柱 形 代 数 分 解 和 半 正 定 多 项 式 的 判定 
等 . 

本 书 可 作为 代数 专业 的 研究 生 教材 ， 也 可 供 专业 研究 人 员 参 考 . 
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《数学 机 械 化 丛书 》 前 言 " 


16,17 世纪 以 来 ， 人 类 历史 上 经 历 了 一 场 史无前例 的 技术 革命 ， 出 现 了 各 种 类 
型 的 机 器 ,取代 各 种 形式 的 体力 劳动 ,使 人 类 进入 一 个 新 时 代 . 几 百 年 后 的 今天 
电子 计算 机 已 开始 有 条 件 地 代替 一 部 分 特定 的 脑力 劳动 ， 因 而 人 类 已 面临 另 一 场 
更 宏伟 的 技术 革命 ,处 在 又 一 个 新 时 代 的 前 夕 . 数学 是 一 种 典型 的 脑力 劳动 ， 它 在 
这 一 场 新 的 技术 革命 中 , 无 疑 将 扮演 一 个 重要 的 角色 . 为 了 了 解数 学 在 当前 这 场 革 
命中 所 扮演 的 角色 ， 就 应 对 机 器 的 作用 ， 以 及 作为 数学 的 脑力 劳动 的 方式 ， 进行 一 
定 的 分 析 


1. 什么 是 数学 的 机 械 化 


不 论 是 机 器 代替 体力 劳动 , 或 是 计算 机 代替 某 种 脑力 劳动 ， 其 所 以 成 为 可 能 
关键 在 于 所 需 代替 的 劳动 已 经 “机 械 化 "， 也 就 是 说 已 实现 了 刻板 化 或 规格 化 . E 
因为 割 麦 、 划 草 、 纺 纱 织 布 的 动作 已 经 是 机 械 化 刻板 化 了 的 ， 因 而 可 据 此 造 出 割 麦 
机 、 RHL, 纺 纱 机 、 织 布 机 来 . 也 正 因为 加 减 乘除 开 方 等 运算 这 一 类 脑力 劳动 , 几 
千年 来 就 已 经 是 机 械 刻 板 地 进行 ， 才 有 可 能 使 得 17 世纪 的 法 国 数学 家 帕斯卡 利用 
齿轮 传动 造 出 了 第 一 台 机 械 计 算 机 加 法 机 ， 并 由 莱 布 尼 欧 改进 成 为 也 能 进行 
乘法 的 机 器 . 数学 问题 的 机 械 化 ， 就 要 求 在 运算 或 证 明 过 程 中 ， 每 前 进一步 之 后 
都 有 一 个 确定 的 、 必 须 选择 的 下 一 步 ， 这 样 沿 着 一 条 有 规律 的 、 刻 板 的 道路 ， 一 直 
达到 结论 

在 中 小 学 数学 的 范围 里 ， 就 有 着 不 少 已 经 机 械 化 了 的 课题 . 除了 四 则 、 开 方 等 
运算 外 ， 解 线性 联 立 方程 组 就 是 一 个 很 好 的 例子 .在 中 学 用 的 数学 课本 中 ， 往 往 
介绍 解 线性 方程 组 的 各 种 “消去 法 "， 其 求解 过 程 是 一 个 按 一 定 程序 进行 的 计算 过 
程 ， 也 就 是 一 种 机 械 的 、 刻 板 的 过 程 . 根据 这 一 过 程 编 成 程序 ， 由 电子 计算 机 付 诸 
实施 , 就 可 以 不 仅 机 器 化 而 且 达 到 自动 化 , 在 几 分 钟 甚至 几 秒 钟 之 内 求 出 一 个 未 知 
数 多 至 上 百 个 的 线性 方程 组 的 解答 来 , 这 在 手工 计算 几乎 是 不 可 能 的 . 如 果 用 手工 
计算 ， 即 使 是 解 只 有 三 、 四 个 未 知 数 的 方程 组 ， 也 将 是 繁琐 而 令 人 厌烦 的 . 现代 化 
的 国防 、 经 济 建 设 中 , 大量 出 现 的 例如 网 络 一 类 的 问题 ,往往 可 归结 为 求解 很 多 未 


O 20 世纪 70,80 年 代 之 交 ， 我 尝试 用 计算 机 证 明 几 何 定理 取得 成 功 ， 并 由 此 提出 了 数学 机 
械 化 的 设想 .先后 在 一 些 通俗 报告 与 写作 中 ， 解 释 数学 机 械 化 的 意义 与 前 景 ， 例 如 1978 年 发 表 
于 《自然 辩证 法 通讯 》 的 《数学 机 械 化 问题 》 以 及 1980 年 发 表 于 《百科 知识 》 的 《数学 的 机 械 
化 》. 两 文 都 重 载 于 1995 年 由 山东 教育 出 版 社 出 版 的 《 吴 文俊 论 数学 机 械 化 》 一 书 ， 经 过 20 
多 年 众多 学 者 的 努力 , 数学 机 械 化 在 各 个 方面 都 取得 了 丰富 多 彩 的 成 就 , 并 已 出 版 了 多 种 专著 ， 
汇集 成 现在 的 数学 机 械 化 丛书 . 现 据 1980 年 的 《百科 知识 》 的 “数学 的 机 械 化 ”一 文 ， 稍 加 修 
改 并 作 增补 ， 以 代 丛 书 前 言 . 
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知 数 的 线性 方程 组 . 这 使 得 已 经 机 械 化 了 的 线性 方程 解法 在 四 个 现代 化 中 起 着 一 
种 重要 作用 . 

即使 是 不 专门 研究 数学 的 人 们 ， 也 大 都 知道 ， 数 学 的 脑力 劳动 有 两 种 主要 形 
式 : 数值 计算 与 定理 证 明 (或 许 还 应 包括 公式 推导 ， 但 这 终究 是 次 要 的 ). 著名 的 数 
理 逻 辑 学 家 美国 洛克 非 勒 大 学 教授 王 浩 先生 在 一 篇 有 名 的 《向 机 械 化 数学 前 进 》 
的 文章 中 , 曾 列 举 了 这 两 种 数学 脑力 劳动 的 若干 不 同 之 点 . 我 们 可 以 简略 而 概括 地 
把 它们 对 比 一 下 : 


计算 证 明 
易 难 
繁 简 

刻板 灵活 

枯燥 美妙 


HA, 如 已 经 提 到 过 的 加 减 乘除 开 方 与 解 线性 方程 组 ， 其 所 以 虽 繁 而 
易 ， 根 本 原因 正在 于 它 已 经 机 械 化 ， 而 证 明 的 巧 而 难 ， 是 大 家 都 深 有 体会 的 ， 其 
根本 原因 也 正在 于 它 并 没有 机 械 化 . 例如 ， 我 们 在 中 学 初等 几何 定理 的 证 明 中 , 就 
经 常 要 依靠 诸如 直观 、 洞察、 经 验 ， 以 及 其 他 一 些 模糊 不 清 的 原则 ， 去 寻找 捷径 . 


2. 从 证 明 的 机 械 化 到 机 器 证 明 


一 个 值得 提出 的 问题 是 : 定理 的 证 明 是 不 是 也 能 像 计 算 那样 机 械 化 ,因而 把 巧 
而 难 的 证 明 ， 化 为 计算 那样 虽 繁 而 易 的 劳动 呢 ? 事实 上 , 这 一 证 明 机 械 化 的 设想 ， 
并 不 始 自 今日 ， 它 早 就 为 17 世纪 时 的 大 哲学 家 、 大 思想 家 和 大 数学 家 笛 卡 儿 和 莱 
布 尼 获 所 具有 ， 只 是 直到 19 世纪 末 ， 希 尔 伯 特 (德国 数学 家 ， 1862~1943) 等 创立 
并 发 展 了 数理 逻辑 ， 这 一 设想 才 有 了 明确 的 数学 形式 ， 又 由 于 20 世纪 40 年 代 电 
子 计算 机 的 出 现 ， 才 使 这 一 设想 的 实现 有 了 现实 可 能 性 . 

从 20 世纪 20 、 30 年 代 以 来 ,数理 逻辑 学 家 们 对 于 定理 证 明 机 械 化 的 可 能 
性 ， 进 行 了 大 量 的 理论 探讨 ， 他 们 的 结果 大 都 是 否定 的 . 例如 哥 德 尔 (G6del) 等 的 
一 条 著名 定理 就 说 ,即使 看 来 最 简单 的 初等 数论 这 一 范围 , 它 的 定理 证 明 的 机 械 化 
也 是 不 可 能 的 . 另 一 方面 ， 1950 年 波兰 数学 家 塔 斯 基 (Tarski) 则 证 明了 初等 几何 
(以 及 初等 代数 ) 这 一 范围 的 定理 证 明 , 却 是 可 以 机 械 化 的 . 只 是 塔 斯 基 的 结果 近 于 
例外 , 在 初等 几何 及 初等 代数 以 外 的 大 量 结果 都 是 反面 的 ， 即 机 械 化 是 不 可 能 的 
1956 年 以 来 美国 开始 了 利用 电子 计算 机 做 证 明定 理 的 尝试 . 1959 年 王 浩 先生 设 
计 了 一 个 机 械 化 方法 ， 用 计算 机 证 明了 罗素 等 著 的 《数学 原理 》 这 一 经 典 著作 中 
的 几 百 条 定理 ， 只 用 了 9 分 钟 ， 在 数学 与 数理 逻辑 学 界 引起 了 奢 动 . 一 时 间 ， 机 器 
证 明 的 前 景 似乎 非常 乐观 . 例如 1958 年 时 就 有 人 曾经 预测 : 在 10 年 之 内 计算 机 将 
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发 现 并 证 明 一 个 重要 的 数学 新 定理 . 还 有 人 认为 ， 如 果 这 样 ， 则 不 仅 许多 著名 哲学 
家 与 数学 家 ， 如 皮 亚 诺 、 怀 特 海 、 罗 素 、 希 尔 伯 特 以 及 图 灵 等 人 的 梦想 得 以 实现 ， 
而 且 计算 将 成 为 科学 的 皇后 ， 人 类 的 主人 ! 

然而 ， 事 情 的 发 展 却 并 不 如 预期 那样 美好 .尽管 在 1976 年 ， 美 国 的 哈 肯 等 
人 ， 在 高 速 计算 机 上 用 了 1200 小 时 的 计算 时 间 ， 解 决 了 数学 家 们 100 多 年 来 所 
未 能 解决 的 一 个 著名 难题 一 一 四 色 问 题 ， 因 此 而 乞 动 一 时 ， 但 是 ， 这 只 能 说 明 
计算 机 作为 定理 证 明 的 辅助 工具 有 着 巨大 潜力 ， 还 不 能 认为 这 样 的 证 明 就 是 一 
种 真正 的 机 器 证 明 . 用 王 浩 先生 的 说 法 ， 险 肯 等 关于 四 色 定理 的 证 明 是 一 种 使 
用 计算 机 的 特例 机 证 ， 它 只 适用 于 四 色 这 一 特殊 的 定理 ， 这 与 所 谓 基础 机 器 证 
明之 能 适用 于 一 类 定理 者 有 别 ， 后 者 才 真正 体现 了 机 械 化 定理 证 明 ， 进 而 实现 
机 器 证 明 的 实质 ， 另 一 面 ， 在 真正 的 机 械 化 证 明 方面 ， 虽 然 塔 斯 基 在 理论 上 早 
已 证 明了 初等 几何 的 定理 证 明 是 能 机 械 化 的 ， 还 提出 了 据 以 造 判定 机 也 即 是 证 
明 机 的 设想 ， 但 实际 上 他 的 机 械 化 方法 非常 繁 ， 繁 到 不 可 收拾 ， 因 而 远 远 不 是 
切实 可 行 的 。 1976 年 ， 美 国 做 了 许多 在 计算 机 上 证 明定 理 的 实验 ， 在 塔 斯 基 的 
初等 几何 范围 内 ， 用 计算 机 所 能 证 明 的 只 是 一 些 近 于 同 义 反 复 的 “儿戏 式 ” 的 
“CH”. 因此， 有些 专家 曾经 发 出 过 这 样 翡 观 的 论调 : 如果 专 依靠 机 器 ， 则 再 
过 100 年 也 未 必 能 证 明 出 多 少 有 意义 的 新 定理 来 . 


3. 一 条 切实 可 行 的 道路 


1976 年 冬 ,我 们 开始 了 定理 证 明 机 械 化 的 研究 ， 1977 年 春 取得 了 初步 成 果 
证 明 初 等 几何 主要 一 类 定理 的 证 明 可 以 机 械 化 .在 理论 上 说 来 ， 我 们 的 结果 已 包 
括 在 塔 斯 基 的 定理 之 中 .但 与 塔 斯 基 的 结果 不 同 ， 我 们 的 机 械 化 方法 是 切实 可 行 
的 ， 即 使 用 手 算 ， 依 据 机 械 化 的 方法 逐步 进行 ， 虽 然 繁 复 ,也 可 以 证 明 一 些 艰深 的 
定理 . 

我 们 的 方法 主要 分 两 步 , 第 一 步 是 引进 坐标 , 然后 把 需 证 定理 中 的 假设 与 终结 
部 分 都 用 坐标 间 的 代数 关系 来 表示 .我 们 所 考虑 的 定理 局 限于 这 些 代数 关系 都 是 
多 项 式 等 式 关系 的 范围 ， 例 如 平行 、 垂 直 、 相 交 、 距 离 等 关系 都 是 如 此 . 这 一 步 可 
以 叫做 几何 的 代数 化 ， 第 二 步 是 通过 代表 假设 的 多 项 式 关系 把 终结 多 项 式 中 的 坐 
标 逐 个 消去 ， 如 果 消去 的 结果 为 零 ， 即 表明 定理 正确 ， 否 则 再 作 进一步 检查 . 这 一 
步 完全 是 代数 的 ， 即 用 多 项 式 的 消 元 法 来 验证 

上 述 两 步 都 可 以 机 械 与 刻板 地 进行 . 根据 我 们 的 机 械 化 方法 编 成 程序 ， 以 在 计 
算 机 上 实现 机 器 证 明 ， 并 无 实质 上 的 困难 . 事实 上 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 某 些 
同志 以 及 国外 的 王 浩 先 生 都 曾 在 计算 机 上 试行 过 . 我 们 自己 也 曾 在 国产 的 长 城 203 
合式 机 上 证 明了 像 西 摩 松 线 那 样 不 算 简单 的 定理 . 1978 年 初 我 们 又 证 明了 初等 微 
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分 几何 中 主要 的 一 类 定理 证 明 也 可 以 机 械 化 . 而且 这 种 机 械 化 方法 也 是 切实 可 行 
的 ， 并 据 此 用 手 算 证 明了 不 算 简 单 的 一 些 定理 

从 我 们 的 工作 中 可 以 看 出 ， 定 理 的 机 械 化 证 明 ,往往 极度 繁复 ， 与 通常 既 简 且 
妙 的 证 明 形成 对 照 ,这 种 以 量 的 复杂 来 换取 质 的 困难 ， 正 是 利用 计算 机 所 需要 的 

在 电子 计算 机 如 此 发 展 的 今天 ， 把 我 们 的 机 械 化 方法 在 计算 机 上 实现 不 仅 不 
难 ， 而 且 有 一 台 微型 的 台式 机 也 就 够 了 .就 像 我 们 曾经 使 用 过 的 长 城 203 ， 它 的 存 
数 最 多 只 能 到 234 个 10 进位 的 12 位 数 ， 就 已 能 用 以 证 明 西 摩 松 线 那 样 的 定理 . 随 
着 超大 规模 集成 电路 与 其 他 技术 的 出 现 与 改进 ， 微 型 机 将 愈 来 愈 小 型 化 而 内 存 却 
愈 来 愈 大 ， 功 能 愈 来 愈 多 ， 自 动 化 的 程度 也 愈 来 愈 高 ， 进 入 21 世纪 以 后 ， 这 一 类 
方便 的 小 型 机 器 将 为 广大 群众 普遍 使 用 ， 它 们 不 仅 将 成 为 证 明 一 些 不 很 简单 的 定 
理 的 武器 , 而 且 还 可 用 以 发 现 并 证 明 一 些 艰 深 的 定理 , 而 这 种 定理 的 发 现 与 证 明 
在 数学 研究 手工 业 式 的 过 去 , 将 是 不 可 想象 的 . 这 里 我 们 应 该 着 重 指出 , 我们 并 不 
鼓励 以 后 人 们 将 使 用 计算 机 来 证 明 甚至 发 现 一 些 有 趣 的 几何 定理 . 恰恰 相反 , 我 们 
希望 人 们 不 再 从 事 这 种 虽然 有 趣 却 即 便 是 对 数学 甚至 几何 学 本 身 也 已 意义 不 大 的 
工作 , 而 把 自己 从 这 种 工作 中 解放 出 来 , 把 自己 的 聪明 才智 与 创造 能 力 贯 注 到 更 有 
意义 的 脑力 劳动 上 去 . 

还 应 该 指出 ， 目 前 我 们 所 能 证 明 的 定理 ， 局 限于 已 经 发 现 的 机 械 化 方法 的 范 
围 ， 例 如 初等 几何 与 初等 微分 几何 之 内 .而 如 何 超出 与 扩大 这 些 机 械 化 的 范围 ， 则 
是 今后 需要 长 期 探索 的 理论 性 工作 


4. 历史 的 启示 与 中 国 古 代数 学 


我 们 发 现 几何 定理 证 明 的 机 械 化 方法 是 在 1976 至 1977 年 之 间 . 约 在 两 年 之 
后 ， 我 们 发 现 早 在 1899 年 出 版 的 希 尔 伯 特 的 经 典 名 著 《几何 基础 》 中 ， 就 有 着 
一 条 真正 的 正面 的 机 械 化 定理 : 初等 几何 中 只 涉及 从 属 与 平行 关系 的 定理 证 明 可 
以 机 械 化 ， 当然， 原来 的 令 述 并 不 是 以 机 械 化 的 语言 来 表达 的 ， 也 许 就 连 希 尔 伯 
特 本 人 也 并 没有 对 这 一 定理 的 机 械 化 意义 有 明确 的 认识 ， 自 然 更 不 见得 有 其 他 人 
提 到 过 这 一 定理 的 机 械 化 内 容 . 希 尔 伯 特 是 以 公理 化 的 典范 而 著称 于 世 的 ， 但 我 
认为 ， 该 书 更 重要 之 处 ， 是 在 于 提供 了 一 条 从 公理 化 出 发 ， 通 过 代数 化 以 到 达 机 
械 化 的 道路 ， 自 然 ， 处 于 希 尔 伯 特 以 及 其 后 数学 的 一 张 纸 一 支 笔 的 手工 作业 时 代 
里 ， 公 理化 的 思想 与 方法 得 到 足够 的 重视 与 充分 的 发 展 ， 而 机 械 化 的 方向 与 意义 
受到 数学 家 的 忽视 是 完全 可 以 理解 的 . 但 在 电子 计算 机 已 日 益 普及 ， 因 而 繁琐 而 
重复 的 计算 已 成 为 不 足 道 的 现代 , 机械 化 的 思想 应 比 公理 化 思想 受到 更 大 重视 
似乎 是 合乎 实际 的 . 

其 次 应 该 着 重 指出 , 我 们 在 从 事 机 械 化 定理 证 明 工 作 获得 成 果 之 前 , 对 塔 斯 基 
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的 已 有 工作 并 无 接触 ， 更 没有 想到 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》 会 与 机 械 化 有 任何 关 
系 . 我 们 是 在 中 国 古代 数学 的 启发 之 下 提出 问题 并 想 出 解决 办 法 来 的 . 

说 起 来 道理 也 很 简单 : 中 国 的 古代 数学 基本 上 是 一 种 机 械 化 的 数学 . 四 则 运算 
与 开 方 的 机 械 化 算法 由 来 已 入 . 汉 初 完成 的 《 九 章 算术 》 中 ， 对 开平 方 、 开 立方 与 
解 线 性 联 立方 程 组 的 机 械 化 过 程 ,都 有 详细 说 明 . 宋代 更 发 展 到 高 次 代数 方程 求 数 
值 解 的 机 械 化 算法 . 

总 之 各 个 数学 领域 都 有 定理 证 明 的 问题 ， 并 不 限于 初等 几何 或 微分 几何 . 这 种 
定理 证 明和 肇始 于 古 希腊 的 欧 几 里 得 传统 ， 现 已 成 为 近代 纯粹 数学 或 核心 数学 的 主 
流 . 与 之 相 异 , 中 国 的 古代 学 者 重视 的 是 各 种 问题 特别 是 来 自 实际 要 求 的 具体 问题 
的 解决 . 各 种 问题 的 已 知 数据 与 要 求 的 数据 之 间 ,很 自然 地 往往 以 多 项 式 方程 的 形 
RAR. 因 之 ， 多 项 式 方程 的 求解 问题 ， 也 就 自然 成 为 中 国 古 代数 学 家 研究 的 中 心 
问题 ， 从 秦汉 以 来 ， 所 研究 的 方程 由 简 到 繁 ， 不 断 有 所 前 进 ， 有 所 创新 、 到 宋 元 时 
期 ， 更 出 现 了 一 个 思想 与 方法 的 飞跃 : 天 元 术 的 创立 . 

“天 元 术 ” 到 元 代 朱 世 杰 时 又 发 展 成 四 元 术 , 所 引入 的 天 元 、 地 元 、 人 元 、 物 元 
实际 上 相当 于 近代 的 未 知 元 或 未 知 数 .将 这 些 未 知 元 作为 通常 的 已 知 数 那样 加 减 
乘除 ， 就 可 得 到 与 近代 多 项 式 和 有 理 函 数 相当 的 概念 与 相应 的 表达 形式 和 运算 法 
则 .一 些 几何 性 质 与 关系 很 容易 转化 成 这 种 多 项 式 或 有 理 函 数 的 形式 及 其 关系 . 
这 使 得 过 去 依 题 意 列 方程 这 种 无 法 可 循 需要 高 度 技巧 的 工作 从 此 变 得 轻而易举 . 
朱 世 杰 1303 年 的 《四 元 玉 鉴 》 又 给 出 了 解 任意 多 至 四 个 未 知 元 的 多 项 式 方程 组 的 
方法 . 这 里 限于 4 个 未 知 元 只 是 由 于 所 使 用 的 计算 工具 ( 算 筹 和 算 板 ) 的 限制 . 实 
质 上 他 解 方程 的 思想 路 线 与 方法 完全 可 以 适用 于 任意 多 的 未 知 元 . 

不 问 可 知 ， 在 当时 的 具体 条 件 下 ， 朱 世 杰 的 方法 有 许多 缺陷 . 首先 ， 当 时 还 没 
有 复数 的 概念 ， 因 此 朱 世 杰 往 往 限 于 求 出 ( 正 ) 实 值 . 这 无 可 厚 非 ， 甚 至 在 17 世纪 
Descartes 的 时 代 也 还 往往 如 此 .但 此 外 朱 世 杰 在 方法 上 也 未 至 完善 .尽管 如 此 ， 
朱 世 杰 的 思想 路 线 与 方法 步 又 是 完全 正确 的 ， 我 们 在 上 世纪 70 年 代 之 未 ， 遵 循 朱 
世 杰 的 思想 与 方法 的 基本 实质 ， 采 用 美国 数学 家 J.F.Ritt 在 1935, 1950 年 关于 微 
分 方程 代数 研究 书 中 所 提供 的 某 些 技术 ， 得 出 了 解 任意 复 多 项 式 方程 组 的 一 般 算 
法 , 并 给 出 了 全 部 复数 解 的 具体 表达 形式 . 此 后 又 得 出 了 实 系数 时 求实 解 的 方法 ， 
为 重要 的 优化 问题 提供 了 一 个 具体 的 方法 . 

由 于 多 种 问题 往往 自然 导致 多 项 式 方程 组 的 求解 ， 因 而 我 们 解 方程 的 一 般 方 
法 可 被 应 用 于 形形色色 的 问题 . 这 些 问题 可 以 来 自 数学 自身 ， 也 可 以 来 自 其 他 自 
然 科 学 或 工程 技术 .在 本 丛书 的 第 一 本 吴 文 俊 的 《数学 机 械 化 》 一 书 中 ， 可 以 看 
到 这 些 应 用 的 实例 .工程 技术 方面 的 应 用 ， 在 本 丛书 中 有 高 小 山 的 《几何 自动 作 
图 与 智能 CAD 》 与 陈 发 来 和 冯 玉 瑜 的 《代数 曲面 造型 》 两 本 专著 .上 述 解 多 项 
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式 方程 组 的 一 般 方法 已 推广 至 代 微分 方程 的 情形 . 许多 应 用 以 及 相应 论著 正在 酝 
酿 之 中 . 


5. 未 来 的 技术 革命 与 时 代 的 使 命 


宋 元 时 代 天 元 术 与 四 元 术 的 创造 ， 把 许多 问题 特别 是 几何 问题 转化 成 代数 方 
程 与 方程 组 的 求解 问题 . 这 一 方法 用 于 几何 可 称 为 几何 的 代数 化 。 12 世纪 的 刘 益 
将 新 法 与 “ 古 法 ”比较 ， 称 “省 功 数 倍 "， 这 可 以 说 是 减轻 脑力 劳动 使 数学 走 上 机 
械 化 道路 的 一 项 伟大 的 成 就 

与 天 元 术 的 创造 相伴 ， 宋 元 时 代 的 数学 又 引进 了 相当 于 现代 多 项 式 的 概念 
建立 了 多 项 式 的 运算 法 则 和 消 元 法 的 有 关 代数 工具 ， 使 几何 代数 化 的 方法 得 到 了 
系统 的 发 展 ， 这 些 可 见于 宋 元 时 代 幸 以 保存 至 今 的 杨辉 、 李 冶 、 朱 世 杰 的 许多 著作 
之 中 几何 的 代数 化 是 解析 几何 的 前 身 ， 这 些 创造 使 我 国 古代 数学 达到 了 又 一 个 
高 峰 , 可 以 说 ， 当 时 我 国 已 到 达 了 解析 几何 与 微 积分 的 大 门 ， 具 备 了 创立 这 些 数学 
关键 领域 的 条 件 ， 但 是 各 种 原因 使 我 们 数学 的 雄伟 步伐 就 在 这 些 大 门 之 前 停顿 下 
来 . 几 百 年 的 停顿 ,使 我 们 这 个 古代 的 数学 大 国 在 近代 变 成 了 数学 上 的 纯粹 入 超 国 
家 . 然而 ,我 国 古代 机 械 化 与 代数 化 的 光辉 思想 和 伟大 成 就 是 无 法 磨灭 的 . 本 人 关 
于 数学 机 械 化 的 研究 工作 ， 就 是 在 这 些 思想 与 成 就 启发 之 下 的 产物 ， 它 是 我 国 自 
《 九 章 算术 》 以 馆 宋 元 时 期 数学 的 直接 继承 

恩格斯 曾经 指出 , 枪 炮 的 出 现 消除 了 体力 上 的 差别 , 使 中 世纪 的 骑士 阶级 从 此 
销声匿迹 ,为 欧洲 从 封建 时 代 进入 到 资本 主义 时 代 准 备 了 条 件 . 近年 有 些 计算 机 科 
学 家 指出 , 个 人 用 计算 机 的 出 现 , 其 冲击 作用 可 与 枪 炮 的 出 现 相 比 . 枪 炮 使 人 们 在 
体力 上 难 分 强 弱 ,而 个 人 用 计算 机 将 使 人 们 在 智力 上 难 分 聪明 起 鲁 . 又 有 人 对 数学 
的 未 来 提出 看 法 ， 认 为 计算 机 的 出 现 ,将 使 数学 现在 一 张 纸 一 支 笔 的 方法 ， 在 历史 
的 长 河中 , 无 异 于 石器 时 代 的 手工 方法 . 今天 的 数学 家 们 ， 不 得 不 面 对 计算 机 的 挑 
AK, (LAL, WAS ASE. 大 其 繁复 的 事情 交 给 计算 机 去 做 了 ， 人 脑 将 仍然 从 事 
富有 创造 性 的 劳动 

我 国 在 体力 劳动 的 机 械 化 革命 中 曾经 掉队 ， 以 致 造成 现在 的 落后 状态 . 在 当前 
新 的 一 场 脑力 劳动 的 机 械 化 革命 中 , REM. 数学 是 一 种 典型 的 脑力 劳 
动 , 它 的 机 械 化 有 着 许多 其 他 类 型 脑力 劳动 所 不 及 的 有 利 条 件 . 它 的 发 扬 与 实现 对 
我 国 的 数学 家 是 一 种 时 代 的 使 命 . 我 国 古 代数 学 的 光辉 ， 都 鼓舞 着 我 们 为 实现 数学 
的 机 械 化 ， 在 某 种 意义 上 也 可 以 说 是 真正 的 现代 化 而 勇往直前 
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实 域 理论 的 发 展 应 追溯 到 著名 的 Hilbert 第 十 七 问题 . 根据 第 十 七 问题 的 特有 
ÉR, E. Artin 和 O. Schreier 洞察 到 实数 域 及 其 子 域 的 最 本 质 的 属性 ， 这 些 属 性 
包括 两 个 方面 : 一 是 与 平方 和 相关 的 “ 实 性 ”; 二 是 与 运算 相 适 应 的 元 素 之 间 大 小 关 
系 即 “ 序 " ÉZ. E. Artin 和 O. Schreier 把 这 些 本 质 属性 引进 到 域 范畴 中 ， 由 此 
建立 了 著名 的 Artin-Schreier Hit, 这 一 理论 是 实 域 理 论 的 基石 . 正 是 基于 他 和 O. 
Schreier 所 建立 的 理论 ， Artin 肯定 地 解答 了 Hilbert 第 十 七 问题 ,这 使 得 Artin 进 
入 Hilbert 问题 解答 者 的 光荣 行列 中 . 

由 于 实 域 具 有 相当 的 普遍 性 ， 且 其 理论 和 方法 的 适用 性 也 颇 为 广泛 ， 从 而 自 
Artin 以 来 ,有 关 实 域 的 研究 一 直 深 入 开展 ， 由 此 逐渐 发 展 成 “ 实 域 论 " 这 门 独特 的 
数学 分 支 , 实 域 理论 不 仅 是 一 门 自 成 体系 的 学 科 ,， 同时 也 是 当前 正在 日 益 发 展 的 实 
代数 几何 的 基础 从 数学 机 械 化 的 发 展 趋势 来 看 ,代数 闭 域 上 代数 方程 组 的 求解 以 
及 等 式 型 几何 命题 的 自动 推理 已 获 丰 硕 成 果 ， 而 实 代数 方程 组 的 求解 以 及 不 等 式 
(包括 不 等 式 型 几何 命题 ) 的 研究 正方 兴 未 艾 . 与 前 者 相 比 , 后 者 的 研究 特点 正好 体 
现在 “ 实 性 " 和 “ 序 ” 两 个 方面 . 从 而 ， 实 代数 方程 组 的 求解 以 及 不 等 式 的 研究 必然 
涉及 到 实 域 理论 中 的 有 关 概 念 、 方 法 和 结果 . 因此 ， 对 于 从 事实 代数 几何 和 构造 性 
实 代数 几何 方面 研究 工作 的 人 们 来 说 ， 了 解 实 域 的 有 关 理 论 和 方法 是 必要 的 . 

本 书 力图 较 全 面 地 介绍 实 域 理论 在 各 个 方面 的 发 展 ， 使 读者 在 兴趣 之 余 有 能 
力 进一步 阅读 有 关 文 献 . 为 方便 读者 更 进一步 了 解 实 域 理论 的 有 关内 容 , 书 末 列 出 
TREES MURR. 本 书 要 求 读者 具备 抽象 代数 和 一 般 的 域 论 知识 . 限于 作 
者 的 学 识 水 平 ， 遗 漏 与 峻 误 在 所 难免 ， 敬 请 读者 不 音 指正 . 

作者 是 在 戴 执 中 先生 的 指引 下 , 才 得 以 迈进 实 域 理论 和 实 代 数 几 何 这 一 领域 . 
在 此 ， 谨 向 戴 执 中 先生 致 以 衷心 谢意 .作者 感谢 吴 文 俊 院士 以 及 高 小 山 研究 员 为 首 
席 专 家 的 国家 九 七 三 项 目 数学 机 械 化 与 自动 推理 平台 ”专家 委员 会 ， 正 是 由 于 他 
们 的 关照 和 支持 ， 作 者 才 有 幸 成 为 项 目 组 成 员 ， 且 本 书 被 接纳 于 数学 机 械 化 从 书 之 
中 .还 应 该 感谢 曾 苹 同 志 ， 她 为 书稿 的 打印 付出 了 辛勤 的 劳动 . 
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本 章 主要 介绍 域 的 “ 实 性 ”、“ 序 " 与 “ 亚 序 ”等 基本 概念 ， 同 时 研究 它们 之 间 
的 相互 关系 . 作为 序 与 域 扩张 的 两 者 结合 , 我 们 讨论 序 在 域 扩张 上 可 拓展 的 充 要 条 
件 . 此 外 , 我 们 对 一 个 域 的 全 体 序 组 成 的 集合 赋予 拓扑 结构 ， 使 之 成 为 一 个 拓扑 空 
间 一 一 序 空间 . 


81.1 Sch, FALF 


设 下 是 一 个 域 ,其 中 零 元 和 单位 元 分 别 记 作 0 和 1. 对 此 ， 我 们 可 构造 下 的 
如 下 非 空子 集 : 


sp:= {aman 5 2? 


定义 1.1.1 一 个 域 F 称 作 形式 实 域 (或 简称 实 域 ), H -1 ¢ Sp. 

BR, KORR 是 实 域 ， 且 一 个 实 域 的 所 有 子 域 都 是 实 域 ， 此 外 ， 实 域 的 特 
征 必 为 零 ， 事 实 上 ， 如 若 域 F 的 特征 为 素数 p, WA -1 = 1 十 … 二 12(p 一 1 项) 
E Sp. 因此， 我们 可 认定 ， 有 理 数 域 Q 包含 在 每 个 实 域 之 中 . 

为 表达 上 的 方便 ， 对 于 域 忆 的 任意 子 集 T, 我 们 引入 如 下 记号 ， 


zi € Fi=1l, 中 


-T = {-a |a ET}; 
T+T ={a+b|a, bET}; 
T-T = {ab| a, bET}. 


EN 1.1.2 设 已 是 域 忆 的 一 个 子 集 . 若 下 列 条 件 成 立 : 

(1) PAF; 

(2) F=PU-P; 

(3) P+PCP,HP-PCP, 

则 称 已 是 下 的 一 个 正 锥 . 

注 (1) 当 P 是 域 F HERH, BRA 0, 1 € pP, m-ig P. 此 时 还 有 
PO-P={0}; EW, AF ac PN 一 P. 从 而 对 于 任意 re F, 当 za-!€P Bt, 
z= (za`')a € P-P C P; 4 rate —P h}, z= (za-!l)ae(-P):(-P)CP, 这 
FAFA: F=P. 此 外 易 知 ， 对 于 每 个 re F, r? € P. 

(2) Æ Pi 和 及 RER F HEE, H Pi CP, WP = Pe. 事实 上 ， 如 若 不 
然 , 则 有 a c P, Hag pP. 从 而 ae -pP C -P Fac PN- = {0}, 8 
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a=0€P, FĀ. 

定义 1.1.3 域 下 中 元 素 之 间 的 一 个 二 元 关系 < 称 作 F 的 一 个 序 ， 如 果 下 列 
条 件 成 立 : 

(1) 对 于 任意 ae F,a < a; 

(2)#a<bHb<a,Ma=b; 

(3) #a<bHbK<e, Macc; 

(4) 对 于 任意 a, bE F, a <b RÉ b< a 

(5) Æ a <b, 则 对 于 任意 ce F,a+c<b+c 

(6) #0 <a H 0< b, BI 0 < ab. 

“ 正 锥 ”和 “ 序 ” 这 两 个 概念 在 表述 方面 尽管 过 然 不 同 ， 但 它们 之 间 可 互相 转 
化 . 事实 上 ， 对 于 域 FF 的 一 个 序 <, 集合 Px := {a E FF10 < a} 是 下 的 一 个 正 
E. 反 过 来 ， 对 于 域 F 的 一 个 正 锥 P, 我 们 可 按 如 次 方式 规定 下 上 的 一 个 二 元 关 
系 <p: MF a, be F, a <pb 4AM b-ae P. 容易 验证 ， <p 是 域 下 的 一 个 
序 . 进一步 可 知 ，Px。 =P, B <p<=<. 正 因为 这 一 缘故 ， 有 时 我 们 不 加 区 别 地 把 
“ 正 锥 ”也 称 作 “ 序 ”. 

如 果 <( 或 P) 是 域 F 的 一 个 序 (或 正 锥 )， 那 么 我 们 将 远 称 (F, <) (F, P)) 
是 一 个 序 域 . 对 于 域 下 的 一 个 序 < 以 及 bE F, 车 a <b 但 a 关 b, 则 习惯 地 记 
fea <b. 此 时 ， 域 PAER a 称 作 正 元 素 ， 如 果 0 <a, 这 等 从 于， a 是 P< 
中 的 非 零 元 素 ， 其 中 P< 为 < 的 对 应 正 锥 . 

例 1 设 尺 为 实数 域 ， 且 记 了 2 = {a? | ae 及 }. 容易 验证 ，R? 是 有 的 一 个 正 
HE, ALR? 的 对 应 序 为 实数 之 间 通 常 的 大 小 关系 . 

例 2 设 Q 为 有 理 数 域 ， 且 Q+ 为 所 有 非 负 有 理 数 组 成 的 集合 ， 则 Qt 是 Q 
的 一 个 正 锥 ， 且 Qt 的 对 应 序 为 通常 的 有 理 数 之 间 大 小 关系 . 

例 3 H (F, P) 是 一 个 序 域 ，t 是 域 上 一 个 未 定 元 ,构造 域 F(t) 的 如 下 子 
集 : 


/0 


et { at) 


VO 9 € Pid, LY aO RRM EP 


容易 验证 。 Por 是 F(t) 的 一 个 正 锥 . 
此 外 ， 我 们 还 可 以 构造 域 F(t) 的 如 下 子 集 : 


Ru{ OLO, of € FE 有 1(0o(0 的 首 项 素数 局 于 P). 


同样 可 验证 : Pho 是 F(t) 的 一 个 正 锥 - 


§1.1 实 域 、 序 和 亚 序 3 


自然 会 提出 这 样 一 个 问题 : 怎样 的 域 才 具有 序 GER)? 问题 的 解答 与 “ 实 域 ” 
这 一 概念 紧密 相连 ， 为 使 解答 的 问题 更 具 普 遍 意义 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 ， 

定义 1.1.4 设 T 是 域 下 的 一 个 子 集 ， 若 下 列 条 件 成 立 : 

()T+TCTAT-TCT; 

(2) 对 于 任意 ae F, a? ET; 

(3) -L¢T, 
则 称 了 是 域 下 的 一 个 亚 正 锥 (或 亚 序 ). 此 时 ， 亦 称 (F, T) 是 一 个 亚 序 域 . 

显然 ， 正 锥 必 为 亚 正 锥 . 易 知 ， 对 于 一 个 域 F, SF 是 下 的 一 个 亚 正 锥 ， 当 且 
仅 当 -1¢ Sp, 即 下 是 一 个 实 域 . 若 域 下 有 一 个 亚 序 工 , 则 由 定义 1.1.4 中 条 件 (1) 
和 (2) Hl, Se CT. 从 而 由 条 件 (3) 可 知 ， 一 1 #4 Sp. 这 表明 ， 下 是 一 个 实 域 . 此 
时 ， 显 然 下 的 每 个 亚 正 锥 都 包含 Sr, 从 而 我 们 称 SF 为 实 域 F 的 弱 亚 正 锥 (或 弱 
亚 序 ). 

WT ÈR 下 的 一 个 亚 序 ，teT 且 t 关 0, 则 t7!=(t-1)?t eT.TCT. 这 表 
明 ， 了 中 全 部 非 零 元 素 对 于 下 的 乘法 组 成 一 个 群 . 

引 理 1.1.1 RT ÆR F 的 一 个 亚 正 锥 . Bae KF {H -ag T, WT+Ta:= 
{ti + tza | ti, t2 E T} 为 下 的 一 个 包含 T 的 亚 正 锥 . 

证 明 显然 ，T CT+Ta 且 T+Ta 满足 定义 1.1.4 中 条 件 (1) 和 (2). 假若 
-1 ET +Ta, WI FRAT ti, t2 E€ T, —1 = tı +tea. 由 于 —1 ¢ T, Mili te £0. 由 
上 面 的 讨论 知 ， 要! eT. 由 此 有 ， -a=t3 (1+i)eT- TCT, SHRFE. A 
而 ， -1¢7+Ta. 因此 ，T+ Ta 为 的 一 个 亚 序 . 证 毕 . 

由 引 理 1.1.1 , 容易 证 明 下 面 的 重要 定理 : 

定理 1.1.2 设 了 是 域 下 的 一 个 亚 正 锥 ， 且 记 Xr(T) OR 下 的 所 有 包含 
的 正 锥 组 成 的 集合 ， 则 


T= Nz 
Pexe(T) 


证 明 显然 TC N P. Rac FF 但 a #7T, 则 由 引 理 1.1.1 知 ， 


Pexr(T) 


Ti :=T+T(-a) Æ F HEER. 作 如 下 集合 
E:={S|SH F HWE, 14 T, CS}. 


BR, N EE, 且 三 对 于 集合 包含 关系 C 是 一 个 偏 序 集 . 设 {S]A cA 是 三 中 
任意 链 (全 序 子 集 ), 其 中 A 是 指标 集 . 令 5 = 出 Sy. BAM, SEE, AS 显然 为 
BE {Sa |A €A} 的 一 个 上 界 . 由 Zorn 引 理 ， 三 中 有 一 个 极 大 元 Pi 此 时 ， 我 们 可 
断定 。 只 是 下 的 一 个 正 锥 . 事实 上 ， 只 显然 满足 定义 1.1.2 中 条 件 (3). 此 外 ， 
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由 于 -1 ¢ Pi, 从 而 Py 满足 定义 1.1.2 中 条 件 (1). 现 设 be 下 但 5# Py, 则 由 引 理 
111%, Pr+Pi(-b) 是 包含 的 一 个 亚 正 锥 . BR, P+ Pi(-b) eS HP 
MAE, Pi+Pi(—b)= Pi. 从 而 ，-be P, Bp be-p. Am, FC PU-P. 必 
RF = PiU-P,, Bl Py 满足 定义 1.1.2 中 条 件 (2). At, Pi € XF(T). 

ERS, -a €T, C P, Bae -P. 从 而 a dg P; BM ae P n-p = {0}, 即 
a=0€T7, FA. XH, 我 人 有 a#g N P. 这 表明 : N PCT. 从 而 定 

Pexer(T) Pexr(T) 

理 获 证 . 

推论 若 了 是 域 下 的 一 个 亚 正 锥 ， 则 已 至 少 有 一 个 正 锥 P, 使 得 Tc 已 

(F/T) 是 一 个 亚 序 域 . 域 忆 的 一 个 正 锥 尸 称 作 (FT) 的 一 个 正 锥 , HT C P. 
自然 , 域 下 的 一 个 序 < 称 作 (FT) 的 一 个 序 , 车 < 的 对 应 正 锥 P< 是 (FT) 的 一 
个 正 锥 . 因此 ,定理 1.1.2 表明 ， WFR (F, T) 的 所 有 正 锥 的 交集 恰好 为 亚 正 欠 了. 

现在 ， 我 们 容易 建立 下 面 的 定理 ， 这 一 定理 回答 了 上 面 所 提 到 的 问题 . 

定理 1.1.3 对 于 一 个 域 F, 下 列 叙 述 是 等 价 的 ， 

(1) 书 是 一 个 实 域 ; 

(2) 已 的 特征 不 为 2, H F # Sp; 

(3) F 至 少 有 一 个 序 (TE HE). 

证 明 (1) = (2): 显然 . 

(2) = (3): 显然 ， SF + SF SSF, SF Sp C Sr, 且 对 于 每 个 ae F, 有 
a € Sp. 假设 -1e Sp, 则 -1 = $ a}, RE m HARM, ai cF, isl, o, 


i=1 


2 2 
es) +a (5! a)’ € Sp. 这 导致 出 矛盾 ， F= Sp. 因而 -1¢ Sr, E Sp 
是 Fi). 根据 上 面 推 沦 ， 忆 至少 有 一 个 正 欠 (包含 Sm) 

(3) = (1): 设 WERE P. 由 于 书 也 是 严 的 亚 正 稚 ， 从 而 由 上 面 讨论 
A, FEPER. WEK. 


定理 1.1.4 设 已 是 一 个 特征 不 为 2 的 域 ， 且 记 Xr 为 域 忆 的 所 有 正 锥 组 成 
的 集合 ， 则 


m. 由 于 F 的 特征 不 为 2, 从 而 对 于 每 个 ae F, 有 a = (y - (3) = 


Sr= A P 


Pexe 


证 明 当下 不 是 实 域 时 ， 由 定理 1.1.3 知 ， SF =F. 此 时 ， 由 上 面 讨论 知 ， 
Ap = 少 于 是 SF = pil, P; 


4F Exe “Se 是 下 的 一 个 亚 正 锥 . 注意 到 ，XF(SF) = Ar. 从 而 由 定 


var 


CRE 2 b 


§1.2 FRA eth 


a 


理 1.1.2 知 ， 上 面 结论 中 的 等 式 成 立 . 证 毕 

推论 WP RTT, NP AEF, MAY Sr 是 下 IER. 

证 明 设 P 是 FF 的 惟一 正 锥 ， 则 由 定理 1.1.4 A, SF = P. 反 过 来 ， 设 Sp 
是 下 的 正 锥 ， 且 P 是 FF 的 任意 正 锥 ， 则 必 有 SF C P. 由 定义 1.1.2 后 的 注 (2), 
P = Sr. 证 毕 . 

域 F 中 元 素 a 称 作 全 正 元 , 若 对 于 FF 的 每 个 序 <, 都 有 0 <a 定理 1.1.4 表 
明 : 当下 的 特征 关 2 时 ， 下 中 所 有 全 正 元 恰好 是 SF 中 全 部 非 零 元 . 
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设 (F, P) 是 一 个 序 域 ，< 是 已 的 对 应 序 . 正如 实数 域 一 样 , 我 们 可 以 在 FP 上 
规定 所 谓 的 “区 间 拓 扑 ". 设 a, be F, H a < b, 则 可 规定 下 的 如 下 子 集 : 


Ja,bl:={zEF|la<z<b}. 


显然 ， je +b) EJa,b[. 如 上 非 空子 集 Ja, b| 称 作 左 和 右 端点 分 别 为 a M b 的 开 区 
间 . 容易 验证 ， 诸 如 ja b 的 所 有 开 区 间 组 成 下 的 一 个 开 集 基 . 此 时 ， 由 这 些 开 区 
间 所 诱导 的 拓扑 称 作 域 F 的 由 P (或 <) 所 诱导 的 区 间 拓扑 ， 或 序 域 (F, P) 的 区 
wth. 

同时 ， 对 于 任意 z € F, 可 规定 |zl。 = r, Ha € P, 或 |z|。 = -2, # z E-P. 
此 外 ， 我 们 称 |z|P WICH z 关于 P (或 <) 的 绝对 值 . 容易 验证 ， 所 规定 的 绝对 值 
具有 通常 绝对 值 的 有 关 性 质 ， (1) 对 于 ze 已 ,0 和 lzlp=|-zlp; (2) 对 于 a, y € F, 
lzlp - lylp < |z +ylp < |zlp + lle, E |zyle = |zlplylp. 为 简便 起 见 ， 在 所 给 的 正 
锥 P 明确 而 不 致 混淆 的 情况 下 ， 元 素 z 关于 P 或 <p) 的 绝对 值 可 简 记 作 |z|. 

对 于 a, ô E F, 其 中 5 > 0, 可 规定 的 如 下 子 集 : 


O(a;6)= {x € F | |z — alp < ô}, 
且 称 如 上 子 集 O(a; 5) 为 中 心 为 a, 半径 为 5 的 开 区 间 . 显然 ， 我 们 有 
Ja,b[= otb b-a 


zi 


而 
O(a; ô) =Ja — 6,a + df. 
对 于 序 域 (FP) 的 区 间 拓扑 ，F 上 nn 维 线性 空间 F" 可 看 作 FER ThE 
间 ， 为 叙述 方便 起 见 ， 这 样 的 乘积 拓扑 称 作 由 P (或 <) 诱导 的 乘积 区 间 拓 扑 . 
命题 1.2.1 设 (<) 是 一 个 序 域 ， 则 下 列 映射 是 连续 的 : 
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(1) Fx 下 到 下 的 加 法 映射 十 : (2,y) > ety; 

(2) F 到 F 的 求 负 元 映射 一: z 一 一 

(3) F x F BY F FEB x: (x,y) > zy; 

(4) F* 到 F 的 求 着 元 映射 ()-1: z r, 这 里 下 x 下 被 赋予 由 < 诱导 的 乘 
积 区 间 拓 扑 ，F* 是 下 关于 区 间 拓 扑 的 子 空间 . 

证 明 (1) Rabe F, Ha+be Oded, HHdeeFHe>0. Sa= 
min{d+e«—a—6,-d+e+a+d}, Me €F, & >0 H O(a+b,e1) C O(d,e). HS 
5 = 56. AM, MER (x,y) € O(a, 5) x O(b, 4), 1 +y € O(a +b,e1) C O(d, €). 
这 表明 : 加 法 映射 是 连续 的 . 

(2) ġa € F, H —a € O(d, €), HF d, cE F He>0. KASAM, a € O(—d,c), 
且 对 于 任意 ze O(-d,e), -ze O(d, €). 因此 ， 求 负 元 映射 是 连续 的 . 

(3) it a, b € F, H ab € Ode), EF d,e E FAHe > 0 同样 令 el = 


min{d+e—ab, -d+e+ab}, I] e € F, e1 > 0 H O(ab,€1) C O(d, 6). $ ô = To 

b= ao’ 则 对 于 任意 (x,y) e O(a,61) x O(b, 62), lzy — ab] = |(z — a)b + 
= [ble 

z(y = b)| < bibl + lelb2 < Toop + (lal + 4) Malton a 即 


zy € O(ab,€1) C O(d, €). 这 表明 乘法 映射 是 连续 的 . 
(4) ae F, Ham! € O(de), HH dee F He >0. 由 于 0O(d,e) 是 一 
开 集 ， 从 而 有 正 元 素 ee F, 使 得 Ola, e) C O(d,e). $ ô = min {4 va} 


则 对 于 任意 z € O(a,5), |z| > lal — la — z| > lal- ô > lal - lel = 加 ,进而 有 
ft at = a FE e Ola) € Ode). ee 


lza] 
射 是 连续 的 ， 证 毕 . 

对 于 域 上 的 一 个 拓扑 T, 若 加 法 映射 +, 求 负 元 映射 —, 乘法 映射 x 和 求 逆 
元 映射 ()-! 都 是 连续 的 ， 则 称 FF 是 一 个 关于 T 的 拓扑 域 . 因此， 命题 1.2.1 表 
明 : 一 个 域 对 于 由 序 所 诱导 的 区 间 拓 扑 是 拓扑 域 . 设 f(z1,… an) € Flz1,… tn), 
其 中 F[z1,… ,zn] 是 域 上 含 未 定 元 zl, …， zn 的 元 多 项 式 环 ， 则 我 们 有 从 
F" 到 F 的 一 个 多 项 式 映射 f: (a1,… ,an) > f(a ,an). 注意 到 ， 多 项 式 映射 
可 表示 为 加 法 映射 ， 求 负 元 映射 和 乘法 映射 的 一 个 复合 映射 . 因此 ， 对 于 一 个 关于 
T 的 拓扑 域 F, 任意 一 个 多 项 式 映射 都 是 连续 的 .这样 ， 由 命题 1.2.1 立即 有 如 下 
推论 . 

推论 1 i (F, P) 是 一 个 序 域 , H f(z1,… en) E€ Fler en), MF" BF 
的 多 项 式 映射 f EEN, REP RRA 诱导 的 区 间 拓扑 ， F" 被 赋 子 相应 
的 乘积 拓扑 . 


cy ae 
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推论 2 设 (F<) 是 一 个 序 域 ， 且 f(z1,… ,zn) E€ Flz1,… tn). 若 o 
an E F, 使 得 f(a1,… ,an)> 0, 则 存在 正 元 素 ô E F, 使 得 f(z1,… ,zn) > 0, 只 要 
lzi 一 ai| < 6i=1 +, n. 

证 明 令 e= f(ai,--- ,an). 由 推论 1 可 知 , 有 正 元 素 51,…, On E F, 使 得 对 于 
任意 (Zz1,*… ,Zn) € O(ar,61) x +++ x Olan, bn), 7(zl，zn) € O(f(ar, an),6). 
此 时 有 f (eas stn) = (jz En) 一 Fat，an)) + fla: ,an) > -et 
Flais ,an) = 0. 从 而 6 = min{51,… ,6n} 为 所 求 . 证 毕 . 

引 理 1.2.2 RK 是 实 域 下 的 一 个 扩张 ，a € 天 MMF 上 的 代数 元 WA 
M Sr, 使 得 对 于 K 的 每 个 序 <, A la| <M. 

证 明 i a 在 域 上 的 极 小 多 项 式 为 


2" + an-12"-! +--+ +012 + ao, 


其 中 ao, a, a an1 E F. 

令 M = z(n+l+aĝ+ai+::-+an1) € Sp. 假若 对 于 天 的 某 个 序 <, la| > M, W 
la| > 1, H.0 = |a"+an_1a"-14-+-+a,0+¢9| > |a"|—|an-1a""}|—---—|aya|—|ao| > 
la”| 5 Mal + far] +-+- + lan-a))la"*|. 由 此 有 lal < laol + lail + --- + lani] = 
M- 5 [1+ (1 —laol)? + (1 — lail)? +--+ + (1 — lan-11)?] < M, PUB. 因此 ,对 于 KK 
的 每 个 序 <, lal < M. 证 毕 . 

实际 上 ， 由 上 面 的 证 明 ， 我 们 可 以 建立 如 下 命题 . 

命题 1.2.3 设 忆 是 一 个 实 域 ，f(z) € Flz] 是 一 个 非 零 多 项 式 , 则 有 M e Sr, 
使 得 对 于 F 的 任意 扩张 K 的 每 个 序 <, lal < M, 只 要 aE K, H f(a) = 0. 

根据 上 面 引 理 ， 我 们 容易 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 1.2.4 设 (K,<) 是 一 个 序 域 ，F 为 K 的 一 个 子 域 , 使 得 K 是 BTR 
数 扩张 ， 则 如 下 开 区 间 


Oly, 6), HH y E K, ô E€ Sr, H5 40, 


组 成 (K, <) 的 区 间 拓 扑 的 一 个 基 . 

证 明 由 于 如 上 开 区 间 对 于 (K,<) 的 区 间 拓 扑 是 开 子 集 ， 从 而 只 须 证 明 ， 对 
于 任意 ye O(a,e), 其 中 am ee 天 且 e>0 有 6eSr, 使 得 Ol5)SO(ae. $ 
实 上 ， 由 于 O(a,e) 是 开 子 集 ， 从 而 有 某 个 正 元 素 el € K, 使 得 Oly, e) C Ola, e). 
注意 到 ， q E FERAT. 由 引 理 1.2.2 知 ， 有 M e Sp, 使 得 ler!| < M, 即 
a > gy 5 = gr € Sr, MA Oly, 8) C Oa) © Olose). 证 毕 . 
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$1.3 序 的 扩张 


WK 是 域 下 的 一 个 扩张 . 若 8 是 天 的 一 个 正 锥 ， 易 知 QNF 是 下 的 一 个 
EH. 设 PP 是 域 下 的 一 个 正 锥 ，Q 是 域 K 的 正 锥 . 若 PS 8, UA EER P 
在 K 上 的 一 个 序 拓展 . 此 时 ， 亦 称 (K,@) EFR (F, P) 的 一 个 序 扩张 . 根据 定义 
1.1.2 后 面 的 注 (2), 若 Q EER P EK 上 的 一 个 序 拓展 , 则 必 有 QNF =P. 更 一 
般 地 ， 若 T, SPIA FA K 的 亚 正 锥 ,使 得 TC 5, 则 称 SELF TEK 上 的 
一 个 拓展 ， 或 称 (K, S) EFR (FT) 的 一 个 扩张 .对 于 亚 序 域 (及 了 ), F 的 一 个 
扩张 K 称 作 (FT) 的 一 个 实 扩张 ， 若 亚 序 了 在 K 上 有 一 个 拓展 .根据 定理 1.1.2 
的 推论 可 知 ， K 是 亚 序 域 (F,T) 的 一 个 实 扩张 ， 当 且 仅 当 KK 有 一 个 正 锥 Q, 使 得 
TCQ. 特别 地 ， 称 K ER F 的 一 个 实 扩张 ， 若 K E (F, Sr) 的 一 个 实 扩张 ， 其 
中 SF 是 域 FF 的 弱 亚 正 锥 .显然 ，K 是 域 下 的 一 个 实 扩 张 ， 当 且 仅 当 天 是 一 个 
实 域 . 

设 (F, T) 是 一 个 亚 序 域 ， 天 是 的 一 个 扩张 ， 则 可 构造 K 的 如 下 子 集 ; 


Sk(T) := {Be | Wy ERM th € Tray eK i=l inh. 


容易 证 明 ， TC Sk(T), Sk(T) 对 于 K 的 加 法 和 乘法 是 封闭 的 ， 且 Sk(T) 中 全 部 
非 零 元 素 对 于 K 的 乘法 组 成 一 个 群 . 

定理 1.3.1 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ，K 是 下 的 一 个 扩张 则 下 列 叙述 等 价 : 

OTEK 上 有 一 个 拓展 ， 即 K 是 (F,T) 的 实 扩张 ， 

(2) -1 ¢ Sk(T); 

(3) K 有 一 个 正 锥 Q, 使 得 TS Q. 

证 明 (1) 一 (2): 设 5 是 亚 正 锥 T 了 在 K 上 的 一 个 拓展 , 则 易 知 ，Sk(T) CS. 
HF -1 ¢ 5, 从 而 -1 ¢ Sk(T). 

(2) => (3): 由 于 -1¢ Sk(T), 从 而 易 知 ， Srk(T) 是 天 的 一 个 亚 正 锥 .由 定 
理 1.1.2 的 推论 知 ， 天 有 一 个 正 锥 Q, 使 得 Sk(T) C Q. ARA, TOQ. 

(3) 一 (1): 注意 到 ， 正 锥 总 为 亚 正 锥 .从 而 结论 显然 .证 毕 . 

由 上 面 定理 可 知 , 4 K 是 域 的 纯 超越 扩张 ， 则 对 于 F 的 任意 亚 正 锥 T, K 
是 (FT) 的 实 扩张 此外， 再 结合 定理 1.1.2, 我 们 可 以 建立 下 面 结 果 . 

命题 1.3.2 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ，K 是 下 的 一 个 扩张 , 则 有 


Sx(T)=NQ, 
Q 


这 里 Q Holl K 的 所 有 包含 了 HER. 
证 明 由 定理 1.1.2 知 ， 
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Sx(T)=NQ, 
Q 


其 中 Q POR K 的 所 有 包含 Sk(T) 的 正 锥 .注意 到 ， 对 于 K 的 正 锥 Q,TSQ 当 
且 仅 当 Sk(T) CQ. 因此 ， 上 面 命题 获 证 . 

一 般 说 来 , 亚 序 域 的 代数 扩张 未 必 为 实 扩张 , 例如 对 于 任意 亚 序 域 (FT), F(V=1) 
不 是 它 的 实 扩张 ， 对 于 单 代数 扩张 ， 我 们 可 以 给 出 它 为 实 扩张 的 一 个 如 下 充分 条 
件 . 


命题 1.3.3 (FT) 是 亚 序 域 ，a Æ FERAT, 且 f(z) 是 a 在 F 上 的 
极 小 多 项 式 ， 若 对 于 某 两 个 元 素 a, be F, f(a) f(b) ¢T, W F(a) X (FT) 的 实 扩 
张 . 

证 明 假若 命题 不 成 立 ， 则 由 自然 数 的 良 序 性 ， 我 们 可 选取 玉 上 这 样 的 代数 
元 a, 使 得 (i) 对 于 某 两 个 a,be F, f(a) f(b) ¢ T, 这 里 f(z) 是 a 在 上 的 极 小 多 
HR; (F(a) 不 是 (FT) HRT GK; (iii) 在 保证 条 件 (i) 和 (i) 成 立 的 前 提 下 ，a 
在 上 的 极 小 多 项 式 f(z) 的 次 数 n 最 小 . 此 时 ,由 定理 131M, -1E Sp(o)(T). 
根据 单 代数 扩张 中 的 元 素 形式 知 ， 存 在 域 上 次 数 不 超 过 n 一 1 的 多 项 式 file), 
i=1,…,7, 使 得 


-1= Tafile)’, 
i=l 
Bp 


14 Dafa)? =0, 
i=l 
H ti ET, i=1,---, 7. 
由 此 有 1+ So ti file)? = f(z)g(z), 对 于 Fle] 中 某 个 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 g(z). 


i=l 
此 时 有 
1+ Dtifi(a)? = f(a)gla), 1+ ti fi(b)? = f(b)g(b). 
i=l i=: 


从 而 有 g(a)g(6) #0, E (F(a)f(b))(g(a)g()) E T. 由 条 件 (i) ATH, g(a)g(b) ¢ T. 
因此 ， g(z) 至 少 有 一 个 不 可 约 因 式 h(z), 使 得 h(a)h(b) ¢T. & pi A(x) E F iy 
代数 闭 包 中 的 一 个 根 . 显然 ，h(z) 的 次 数 低 于 n. 由 条 件 (ii) 可 知 ，F(6) 是 (FLT) 


T 


OKT. 然而， 我 们 有 1+ tiA = FBI) = 0, ME -1 € Sro lT), F 
气 
盾 ， 从 而 定理 获 证 . 
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由 命题 1.3.3, 立即 有 如 下 定理 . 

定理 1.3.4 设 (F,<) 是 序 域 ，a 是 下 上 代数 元 , 且 f(r) 是 a 在 F EWR 
小 多 项 式 . 若 对 于 某 两 个 元 素 a, be F, f(a)f(b) <0, W < 可 以 拓展 为 F(a) 上 的 
一 个 序 . 

证 明 设 P 是 与 < 相对 应 的 正 锥 ， 则 f(a)f(b) ¢ P. 由 命题 1.3.3 知 ， F(a) 
E (F, P) 的 实 扩张 . 从 而 F(a) 有 一 个 正 锥 Q, 使 得 PC Q. 4 <e 为 与 @ 相对 应 
的 序 ， 则 <o 为 < 在 F(a) 上 的 一 个 拓展 ， 证 毕 . 

推论 1 设 (F<) 是 一 个 序 域 ，K 是 下 的 一 个 奇数 次 扩张 则 序 < 在 K 上 
有 一 个 拓展 . 

证 明 由 熟知 的 本 原 元 定理 知 ， 天 = Fla). 设 f(z) 是 a 在 下 上 的 极 小 多 项 
R, 则 f(z) 的 次 数 等 于 扩张 次 数 [K : F), 从 而 为 奇数 令 f(a) = 2?) + agna?” + 
-+-+ ao, 其 中 ao, a1,…, ann E F, AS M =n+1+5(ap +a? +--+ +a3,)- BA, 
f(M) > 0, 但 f(—M) < 0. 由 定理 1.3.4 知 ，< 可 以 拓展 为 K 的 一 个 序 . 证 毕 . 

推论 2 (FT) 为 亚 序 域 ， 则 对 于 任意 aeT, F(Va) (FT) 的 一 个 实 扩 
张 ， 这 里 Va 表示 多 项 式 z? -a 在 下 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 . 

证 明 4 vocFht, 结论 显然 成 立 . 当 Vag Fit, Jat F LEREN 
RA r? — a. 此 时 ， f(0)f(a+ 1 = -ala? +041) ET. 根据 命题 1.3.3, 推论 2 成 
X. 

根据 一 个 序 域 在 它 的 真 代数 扩张 上 是 否 能 拓展 序 ， 我 们 可 以 引进 如 下 概念 . 

定义 1.3.1 — PR (F, P) (È (F, <)) 称 作 极 大 序 域 ， 如 果 P (或 <) 不 能 
拓展 到 F 的 任意 一 个 真 代数 扩张 . 

例 (R,<) 是 一 个 极 大 序 域 ， 其 中 < 是 实数 域 R 上 的 通常 大 小 关系 . 

定义 1.3.2 设 (K,Q) EFIR (F, P) 的 一 个 序 扩张 . 如 果 K 是 下 的 一 个 代数 
扩张 ， 且 (K,@) 是 极 大 序 域 ， 那 么 称 (K,Q) KFIR (F, P) 的 一 个 极 大 序 扩张 . 

对 于 序 域 的 极 大 序 扩张 的 存在 性 ， 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 1.3.5 任何 序 域 都 有 极 大 序 扩张 . 

证 明 i (F, P) 是 一 个 序 域 ， 且 令 8 为 FF 的 代数 闭 包 ， 作 如 下 集合 : 

E= {(L, PL) | L Æ F A HER, Pe 是 正 锥 己 在 工 上 的 一 个 拓展 
BR, (FP) eE. 此 外 ， 在 三 上 可 规定 如 下 二 元 关系 <: 


(Li, Pi) < (L2, Pa), SAY Li C L2, H Pi C Po. 


易 知 ， <ER E 的 一 个 偏 序 . 
设 {(Ly, Pa) | € A} 是 偏 序 集 = 中 任意 一 个 链 ， 其 中 4 是 一 个 指标 集 . 令 
To = YUP» AP= UP. BR, Lo 是 下 和 2 的 中 间 域 . 并 且 容 易 验 证 ， 成 


红 .4” 阿 基 米 德 序 和 非 阿 基 米 德 序 u 


是 Lo 的 一 个 正 锥 . 从 而 可 知 ，(Lo, Po) €E, H (Lo, Po) 是 所 给 链 {(La, Pa) |À € A} 
的 一 个 上 界 . 由 Zorn 引 理 知 ， 三 中 有 极 大 元 (K, Q). 根据 定义 1.3.2, 这 个 极 大 元 
(K,Q) BR (F, P) 的 极 大 序 扩张 . 证 毕 . 

在 下 一 章 中 ， 我 们 将 讨论 序 域 的 极 大 序 扩张 的 惟一 性 . 


§1.4 ” 阿 基 米 德 序 和 非 阿 基 米 德 序 


本 节 是 围绕 一 个 序 域 的 区 间 拓 扑 及 其 子 域 的 区 间 拓 扑 的 关系 而 展开 讨论 的 . 
此 外 ， 我 们 还 考虑 序 域 的 子 域 关 于 区 间 拓 扑 的 稠密 性 . 

定义 1.4.1 设 (K,<) 是 一 个 序 域 ，F 是 K 的 一 个 子 域 . 天 中 一 个 非 零 
TER a 称 作 F 上 的 无 限 大 元 素 (或 无 限 小 元 素 ), 若 对 于 F 中 每 个 正 元 素 a 总 有 
la| > a (或 |al < a). 如 果 K 中 没有 已 上 的 无 限 大 元 素 ， 那 么 称 < EF MR F E 
的 阿 基 米 德 序 ,或 称 (K, <) 是 在 子 域 上 的 阿 基 米 德 序 域 . 否则 ， 称 < 是 在 子 
域 上 的 非 阿 基 米 德 序 , 或 称 (K, <) 是 在 子 域 上 的 非 阿 基 米 德 序 域 . 特别 地 ， 
当 < 是 在 有 理 数 子 域 Q 上 的 阿 基 米 德 序 时 ,我们 未 称 < 是 一 个 阿 基 米 德 序 , 或 称 
(K, <) 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 . 

例 1 实数 域 民 的 惟一 序 < 是 阿 基 米 德 序 . 对 于 及 的 任意 子 域 F, < 在 下 上 
的 限制 也 是 PBA Ba 

BY 2 考虑 81.1 中 例 3. 对 于 序 Po+, TR t EPR F LEARNER, t 
是 在 尺 上 的 无 限 大 正 元 素 ， 而 对 于 序 Pro 来 说 ，t 是 在 上 的 无 限 大 正 元 素 ， 
l 是 在 上 的 无 限 小 正 元 素 。 因 此， 序 Por 和 Pro 都 是 在 子 域 FF 上 的 非 阿 基 
KWF. 特别 地 , FP = Q@ 时 ，P 是 QQ 的 惟一 正 锥 . 此 时 ， 所 规定 的 Poy 和 Pho 
都 是 域 Q(t) 的 非 阿 基 米 德 序 . 

根据 定义 1.4.1 可 知 ， 若 (K, <) 是 在 子 域 上 的 阿 基 米 德 序 域 ， 则 对 于 下 和 
K 的 任意 一 个 中 间 域 E, (K, <) 是 在 巨 上 的 阿 基 米 德 序 域 . 由 此 可 知 , 若 (K, <) 是 
一 个 阿 基 米 德 序 域 ， 则 对 于 K 的 任意 子 域 F, (K, <) 是 在 下 上 的 阿 基 米 德 序 域 . 

命题 1.4.1 设 (K,<) 是 一 个 序 域 ，F 是 KK 的 一 个 子 域 , 则 下 列 叙 述 等 价 ; 

(1) < 是 在 上 的 阿 基 米 德 序 ; 

(2) K 中 没有 在 F 上 无 限 小 元 素 ; 

(3) F 对 于 由 序 <r 所 诱导 的 区 间 拓 扑 是 K 对 于 由 < 所 诱导 的 区 间 拓扑 的 子 
空间 ， 这 里 <p 是 序 <E F EARE. 

证 明 (1) 4 (2): AK 中 有 在 下 上 的 无 限 小 元 素 o WHAM, o BFE 
无 限 大 元 素 . RZ, BK 中 有 在 F 上 的 无 限 大 元 素 a, WAR, a Æ F EER 
小 元 素 . KH BABU (1) 和 (2) 的 等 价 性 . 

(2) => (3): 设 Ja, ble EF PRY <p 的 任意 一 个 开 区 间 ， 则 显然 Jo b= 
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Ja, b[KAF, 其 中 Ja, blk 表示 K 中 关于 < 的 具有 端点 a, b 的 开 区 间 . 因而 ， 为 证 明 
BGK (3), 只 须 证 明 : 对 于 K 中 任意 一 个 关于 < 的 开 区 间 Jo, blr, Ja, 6[knNF 对 于 
由 <p 诱导 的 区 间 拓 扑 是 的 一 个 开 子 集 . 事实 上 , Ae EJa,Blk NF, N c-a, 
B-cé kK, (8 c-a>0,HB-c>O0. 由 (2) M, F PHIETHK a fil b, 使 得 
a<c-a, H b<8-c. £5=min{a,b}, W5eEF, Ha<c-6<c+6 < p. iert 
BR, cej- dct d[rCla, BKAFF. XH: Ja B[kOF 是 下 的 开 子 集 ， 因 此， 
叙述 (3) 获 证 . 

(3) => (2): 假若 K 中 有 一 个 在 上 无 限 小 元 素 a. 不 失 一 般 性 ， 可 设 < a. 
由 定义 1.4.1 可 知 ，] 一 a,alknF = {0}, RPA F (AFH <r 诱导 的 区 间 拓 
th) 的 开 子 集 ， 矛盾 于 所 设 (3). 证 毕 . 

定理 1.4.2 设 (F<) 是 一 个 序 域 , 且 < 在 下 的 一 个 子 域 上 是 阿 基 米 德 
序 . 如 果 (K, <x) 是 (F, <) 的 一 个 序 扩张 , H K 是 下 的 代数 扩张 , 则 <k 也 是 在 
已 上 的 阿 基 米 德 序 . 

证 明 对 于 任意 a e K, 由 引 理 1.2.2 知 ， 有 M © Sp, 使 得 lal <x M. 由 
于 和 是 在 妃 上 的 阿 基 米 德 译 ， 从 而 有 EE 中 正 元 素 a, 使 得 M = |M| < a. 此 时 有 
lal <x a. 这 表明 <k 是 在 巨 上 的 阿 基 米 德 序 . 证 毕 . 

对 于 阿 基 米 德 序 ， 我 们 有 如 下 更 进一步 的 结果 . 

命题 1.4.3 ”对 于 一 个 序 域 (F,<), 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

(1) < 是 一 个 阿 基 米 德 序 ; 

(2) 有 理 数 子 域 Q 对 于 由 < 诱导 的 区 间 拓 扑 在 下 中 稠密 ， 即 对 于 F ERR 
区 间 Ja, bf, Jo,b[ NQ #9. 

证 明 (1) 一 (2): 对 于 下 的 任意 开 区 间 ja bl, 总 有 0 < (b-a). 由 于 < 是 
一 个 阿 基 米 德 序 ， 从 而 由 定义 1.4.1 知 ， 有 自然 数 n, E (b-a < n. 从 而 有 
a< ats <b. 同样 , 有 自然 数 mm, 使 得 na) <m. 由 自然 数 的 良 序 性 , 可 设 m 是 满足 
该 不 等 式 的 最 小 自然 数 . HULA m-1 < lnal. 40 < a 时 ，m 一 1 < na < m, 从 而 有 
a< <ati <bh 当 a<0 时 , m-1<-na<m, MNH a< = 
因此 ， 总 有 ]a,b[ NQF o. 

(2) = (1): 对 于 每 个 ae F, 由 (2) Al, jal, la] +1[Q Fd. 从 而 有 ge Q, HE 
得 |a| <q. 这 表明 F 中 没有 在 Q 上 无 限 大 元 素 ， 即 < 是 阿 基 米 德 序 . TEM. 

应 该 指出 ， 对 于 一 个 序 域 (K, <), BK 的 一 个 子 域 EK 中 稠密 ， 则 通过 命 
题 1.4.3 中 蕴含 “(2) 一 (1)” 的 证 明 可 知 ， < 是 在 F 上 的 阿 基 米 德 序 .然而 ,这 
一 事实 的 逆 命 题 未 必 成 立 ， 见 下 例 . 

例 3 设 (F(t), Por) 是 在 §1.1 的 例 3 中 所 规定 的 序 域 ， 则 F(t) 显然 是 子 域 
F(t?) 的 一 个 代数 扩张 . 由 引 理 1.2.2 可 知 ， F(t) 的 序 Pos 是 在 F(t?) 上 的 阿 基 米 
德 序 ， 然 而 易 知 ， lt, 2| F(t?) = 少 


<at+—<b. 
n 
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命题 1.4.4 设 (K,<) 是 一 个 序 域 ，F 是 天 的 一 个 真子 域 ， 则 对 于 由 < 诱 
导 的 区 间 拓 扑 ， 子 集 K\F 在 K 中 稠密 ， 即 对 于 任意 ave K, WF u< v, 总 有 
wek, #@w¢ F, fhu<w<v. i 1 

证 明 Hug PF RvE KF, A) ut 5(v—u) Al w+3 -YW 不 同时 属于 F, 但 都 
在 区 间 ]u,v[ 内 .此 时 ， 命 题 成 立 ， 下 设 u, ve F. 任 取 K 中 一 个 正 元 素 a, 使 得 
ag F, H&S w=u+a(l +a) (v- u). KAM, we 下 ,而 u <w<vw. 证 毕 . 

现在 ， 我 们 来 证 明 这 样 一 个 事实 : 每 个 阿 基 米 德 序 域 实际 上 “等 同 于 ”实数 域 
及 的 一 个 子 域 .为 此 ， 我 们 需要 下 面 的 定义 . 

定义 1.4.2 i$ (Fi, <a) 和 (Fo, <2) 均 为 序 域 . BB Pe 的 一 个 单 同 态 7 被 
称 作 保 序 嵌 入 ， 若 对 于 a, bE F, n(a) <2 a(b), 只 要 a <1b. MR 7 还 是 满 射 ， 那 
么 称 r EFIR (Fi, <i) 到 (Fo, <2) 的 一 个 保 序 同 构 . 

显然 ， 是 序 域 (Fi, <1) 到 (Fz, <2) 的 一 个 保 序 嵌 入 ( 同 构 ), 当 且 仅 当 r 是 
F 到 P 的 一 个 单 同 态 ( 同 构 ), 且 (Pi) C Pe (w(Pi) = Po), 其 中 Pi 和 Po 分 别 为 
FE <1 和 <2 的 对 应 正 锥 . 

定理 1.4.5 一 个 序 域 (F, <) 为 阿 基 米 德 序 域 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 (F<) 到 实 
数 域 R RRA, RE R 的 惟一 序 也 记 作 <. 此 时 ， 所 要 求 的 保 序 嵌 入 是 惟一 
的 . 


证 明 充分 性 : 设 r 是 (已 <) 到 以 的 一 个 保 序 嵌 入 . 注意 到 ， 有 理 数 域 Q 可 
看 作 已 和 屎 的 共同 的 素 子 域 ， 由 此 易 知 ， 映 射 7 在 Q 上 的 限制 是 Q 到 R 的 恒 等 
WA, BIFE q €Q, r(9) = q. 

设 a 是 下 中 任意 元 素 ， 则 "(a) e R. 由 于 RR 的 惟一 序 是 阿 基 米 德 序 ， 从 而 有 
q EQ, 使 得 |r(a)| < q, BI r(-9) < x(a) < x(q). 由 7 的 保 序 性 可 知 ，-q<a<g， 
即 lal < q. 这 表明 (F, <) 是 阿 基 米 德 序 域 . 

必要 性 :对 于 任意 ae F, 可 作 Q 的 如 下 子 集 : 


Sa := {gE Q |q Sa}. 


由 所 设 知 ， < 是 F 的 阿 基 米 德 序 . Mi a < Q, 使 得 la| < gj， 此 时 必 有 
-9 <a < q, Bf -q E Sa. Alt, So 是 一 个 有 上 界 9 的 非 空子 集 . 

注意 到 Sa CR, 从 而 Sa ÆR 中 有 上 确 界 sup(Sa). 据 此 ， 我 们 可 作 下 到 民 中 
的 一 个 映射 r, 使 得 对 于 每 个 ae F, r(a) = sup(Sa). 

a beFHa<b. 由 命题 1.4.3 知 A q, q EQ, a <q <q <b. h 
此 有 x(a) = sup(Sa) < qi < g2 < sup(Sp) = 7(b). 这 表明 是 一 个 保 序 的 单 射 . 

对 于 任意 小 的 正 有 理 数 6, 由 上 确 界 的 定义 知 ， 有 9 e Sa, 使 得 g > r(a) e, BI 
q+e> nla). 从 而 q+e# Sa, A a<qte. HEA -lg +e) E S-a 这 样 ， 我 们 
有 T(-a) > -(q+6) > 一 (a) -< 由 e 的 任意 性 ， 有 7(-a) > x(a). 另 一 方面 ， 
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对 于 任意 小 的 正 有 理 数 e 以 及 每 个 ge Sa, BR Q—e <a, MH -a< -q+ e. 从 而 
m(—a) < —q +e, 即 对 于 每 个 ge Sa, q < -fr(-a) +e. 由 此 有 r(a) < —2(-a) + €. 
再 由 e 的 任意 性 ， 有 (a) < —n(—a). 因而 r(-a) = 一 "(a), 对 于 每 个 ae F. 自然 
有 ， "(0) = 0. 

Ra, be F, WERE SatSo C Sato. AMA (a) +7(b) = sup(So) 二 sup(So) < 
sup(Sa4o) = 7(a+b). 据 此 有 , n(a+b)-r(a) = r(a+b)+r(—a) < ((a+b)—a) = 7(b). 
因而 ， (a+b) = x(a) + arib). 此 外 , 当 0 <a 且 0 < 时 ， 由 前 面 的 讨论 知 ， 
0< x(a) HO < n(b). 设 e 是 任意 一 个 同时 小 于 nla) 和 rb) 的 正 有 理 数 ， 则 有 
qeSe 和 re8, 使 得 ra) <q+e M nb) <r+e 从 而 必 有 a<gq+e 上 且 
b<r+e, BA ab < (q+e)(r +e). FR (Q+O(r+6) 是 Sa 的 一 个 上 界 . 由 
此 有 ， nlab) < (q+ O(r+6). 注意 到 ，0 <g < 7(a) HO<r <n). 从 而 有 
m(ab) < [r(a) + ejIr(b) +e). 由 e 的 任意 小 性 知 ， r(ab) < m(a)n(b). 另 一 方面 ,由 
FO0<q<aHO<r<b, Mili qr < ab, Bl gr € Sa. 由 此 有 gr < alab), WA 
m(ab) > [r(a) -ellr(b) — el. 由 6 的 任意 小 性 可 知 ， r(ab) > r(a)x(b). 因而 我 们 有 
"(ab) = n(a)n(b). 在 此 基础 上 ， 借 助 于 上 面 等 式 rx(-a) = -x(a) (a € F) 可 进一步 
验证 ， 对 于 任意 a, bE F, 均 有 (ab) = (a)(b). 

REIME, r 是 一 个 保 序 嵌入 . 

假若 存在 另 一 个 (F, <) 到 实数 域 R 的 保 序 嵌 入 7, 且 7 A om, 则 对 于 某 个 
a € F, r(a) # x(a). 不 妨 设 7(a) < x(a). HOR 中 的 稠密 性 ， 有 9 Q, 使 得 
T(aj<qg<r(a, 即 T(a) <r(g) = x(q) < r(a). 由 于 和 都 是 保 序 代入， 从 而 有 
a<q<a, 矛盾， 因此 ， 定 理 所 要 求 的 保 序 嵌 入 是 惟一 的 ， 定 理 获 证 . 
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在 本 节 中 , 我 们 把 实 域 上 的 所 有 序 作为 一 个 整体 来 考虑 . 通过 峰 也 某 个 拓扑 结 
构 ， 任 意 一 个 实 域 的 所 有 序 将 作为 一 个 拓扑 空间 而 得 到 研究 . 

BLP LABOR, 且 Xr 表示 F RAR OER ) 组 成 的 集合 , 即 Xp = {P| P 
为 的 一 个 正 锥 }. 根据 定理 1.1.3 知 ， Xe Ad. 对 于 每 个 ae È, 可 作出 Xr 的 如 
FFA: 


H(a) := {P € 4p |a € P}. 


TR, H(-1)=¢, m H(1) = Xr. 根据 拓扑 学 知识 可 知 ， 子 集 族 := {H(a) | a e 
E) 可 作为 子 基 生 成 Xr 的 一 个 拓扑 . 对 于 这 样 一 个 拓扑 ， 其 基本 开 集 具有 如 下 形 
st: 


Hl van) = Ñ H(a:), 
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其 中 a1,…, an 是 户 中 有 限 个 元 素 . 

定义 1.5.1 由 上 面 的 子 集 族 H 作为 子 基 所 生成 的 Xr 的 拓扑 称 作 Xr 的 
Harrison 拓扑 . 此 时 ， 具 有 Harrison 拓扑 的 拓扑 空间 Xr 称 作 域 的 序 空间 . 

一 般 说 来 , TR H 对 于 子 集 的 交 和 并 都 不 是 封闭 的 . 然而 ,对 于 子 集 的 “对 
KÆ”, H 是 封闭 的 . 对 于 已 知 集合 5 的 两 个 子 集 4 和 B, A 和 B 的 对 称 差 规 定 如 
次 AaB:=(A\B)uU(B\ A). 

命题 1.5.1 设 下 是 一 个 实 域 ， 则 有 : 

(1) 对 于 a € È, H(a) 对 于 Harrison 拓扑 是 既 开 又 闭 的 子 集 ， 从 而 对 于 a1,…， 
an € È, 基本 开 集 H(a1,--- ,an) 也 是 闭 子 集 ; 

(2) 对 于 a, b € È, H(a)AH(b) = H(—ab); 

(3) KL 对 于 A 组 成 一 个 ( 交换 ) 群 . 

证 明 (1) 结论 来 白 于 这 样 的 事实 :Ar \ H(a) = H(-a), H H(~a) 对 于 
Harrison 拓扑 是 开 子 集 . 

(2) 事实 上 ， Pe H(-ab) 4 BAL% (ija € P H —b € P; RH (ii)-a € PA 
be P, 当 且 仅 当 P € H(a) \ H(b) at P € H(b)\ H(a), Bl P € H(a)AH(b). 

(3) 根据 叙述 (2), H 对 于 A 是 封闭 的 ， 显 然 ， ^ 满足 结合 律 ， 此 外 ， 容 易 验 
证 ，4 = H(-1) 对 于 a 来 说 是 H 的 单位 元 ， 且 对 于 每 个 ae F, H(a)AH(a) = g. 
因此 ， Mt 对 于 运算 a 是 一 个 (交换 ) 群 . 证 毕 . 

由 81.1 中 的 讨论 知 Sr 是 户 的 一 个 乘法 子 群 . 这 样 , 我 们 可 得 到 商 群 (F'/Sp,,-). 

定理 1.5.2 BE (H, a) 同 构 于 商 群 (六 /SF,-), 其 中 相应 的 同 构 映 射 为 


r: H(a)4-aSp, a€ F. 
证 明 fe È E) H 的 如 下 映射 ， 
T: am H(-a), a€F. 


由 命题 1.5.1(2) 可 知 ， 7 是 乘法 群 E 到 群 Xt 的 一 个 满 同 态 . 
设 ae ker(r), 则 H(—a) = 9. 从 而 H(a) = Xp, 即 对 于 每 个 P e Xp, ae P. 
由 定理 1.1.4 Ml, ae AOR P = Sr, WAH a € Sp. 反 过 来 , 当 ae Sr Bt, BR 


H(-a) = ¢. 因而 ， ker(r) = $r. 由 群 同 态 基本 定理 ， 7 诱导 出 商 群 F/Sp 到 XH 
的 一 个 同 构 映射 7, 使 得 +(a$F) = H(-a), 对 于 每 个 ae E. 因此 , 令 为 地 的 道 
映射 ， 即 得 定理 . 

推论 所 设 同 上 ， 则 对 于 a, be F, H(a) = H(b) 当 且 仅 当 ab“! € Sp. 

现在 ， 我 们 来 研究 序 空间 Xr 的 拓扑 性 质 . 

定理 1.5.3 设 下 是 一 个 实 域 ， 则 对 于 Harrison Hit}, Ær 是 一 个 Hausdorff 
的 和 全 不 连通 的 紧 空 间 . 
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证 明 对 于 任意 两 个 Pi, Po € Xr, 其 中 P, AP, BA a c P, 使 得 a ¢ Po 
此 时 必 有 ae È. 因而 已 € H(a), 但 Po ¢ H(a). 由 命题 1.5.1(1) M1, H(a) 对 于 
Harrison 拓扑 是 Xr 的 一 个 既 开 又 闭 的 子 集 . 因此 ， Xr 对 于 Harrison 拓扑 是 全 不 
连通 的 . 

为 证 明 Xr 是 一 个 Hausdorf 的 紧 空间 ， 我 们 考察 从 È 到 集合 {1, -1} 的 所 
有 了 映射 组 成 的 集合 I= {1, -1}*. 注意 到 ， 了 可 看 作 离 散 拓扑 空间 {1, -1} 的 乘 
积 空间 ， 由 于 {1-1} 对 于 离散 拓扑 是 一 个 Hausdorf 的 紧 空 间 ， 从 而 根据 熟知 的 
Tychonof 定理 ， 了 的 乘积 拓扑 也 是 Hausdorff 的 和 紧 致 的 . 

对 于 每 个 P E Xp, 我 们 可 以 规定 这 样 一 个 已 到 {1,-1} 的 (符号 ) 映射 sgnp， 
使 得 对 于 ae 已 当 ae 已 时 ，sgnp(a) = 1 否则 ，sgnp(a) = -1. 据 此 ， 我 们 有 
Xp 到 了 的 如 下 映射 


sgn: Prmsgnp, Pe Xp. 


若 sgnP = sgnp,, 其 中 Pi, Po € 好 , 则 对 于 每 个 ae Py, sgnp,(a) = sgnp, (a) = 
1, Bf a € Pa. 从 而 Py C Po, 必然 P, = Py. 这 表明 ， sgn 是 一 个 单 射 . 
由 乘积 拓扑 的 定义 知 ， 工 的 一 个 子 基 由 如 下 子 集 组 成 ， 


He := {f € 1I | f(a) =k}, 


这 里 k=1 或 -1, 而 o 取 遍 忆 中 全 部 元 素 . 

容易 验证 ，sgn-:(HA) = H(ka). 因此 , 序 空间 Xr 同 胚 于 了 的 子 空间 sgn(Xr). 

因而 ， 只 须 证 明 sgn(XF) 作为 工 的 子 空间 是 Hausdorf 的 和 紧 致 的 ， 为 此 ， 
只 剩 下 证 明 sgn(Xr) 是 工 的 一 个 闭 子 集 . 

fel, f ¢ sen(Xr). $ Uy = {ae F | a=0 f(a) = 1}, W Uy RÈ F 
AMEE. 注意 到 Up U-Uy = FATE 1.1.20, RAI FS: 

(1) Uy = F. PYAR —1 © Uz, B f(—1) = 1. AT f € Hil, 但 Hiinsgn(XF)= 
o, XE HL 是 工 的 一 个 开 子 集 . 

(2) Us + Uy Z Us. 此 时 ， 有 a,be Uy, 使 得 a+b4 Uy . BR, abek, A 
f(a)=f(6)=1. 当 atb=0 即 a= 一 b 时 , f € HiNH1,, 但 (HiNH!,)Nsgn(XF) = 
di a+b#0Rt, fe H}N H} N HI 18 (H} N H} N H74) A sg(Xr) = 6. 

(3) Us -Us Z Uy. ient, A a, be Uy, 使 得 ab ¢ Us. BR, a beP, f(a) = 
f(b) = 1,48 f(ab) = -1. FÆ, f E FaNHENHas, 但 (HNHENHa )Nsga(Xr) = 6. 

由 此 可 见 ， 总 有 f 的 一 个 开 邻 域 ， 它 和 sgn(XF) 不 相交 . 因而 ，sgn(Xp) BT 
的 一 个 闭 子 集 . 证 毕 . 

推论 设 下 是 一 个 实 域 ， 则 对 于 Harrison 拓扑 ， Xr 的 既 开 又 闭 的 子 集 恰好 
具有 如 下 形式 : 
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H(ay1,-++ sam) U- ++ U H(ar1, ,arnr)， 


其 中 r 为 自然 数 ， aig E È, ji=1, np i=l, T. 

证 明 如 上 形式 的 子 集 显然 是 Xr 的 既 开 又 闭 的 子 集 Rik W 是 Xr 的 一 个 
既 开 又 闭 的 子 集 ， 由 于 W 是 开 的 ， 从 而 由 Harrison 拓扑 的 结构 知 ， W 可 表 为 : 
W = User Ur, HF Uy 是 Xr HIHN H(a1,--- ,an) (ai e È) 的 基本 开 子 集 ，4 是 
一 个 指标 集 ， 又 由 于 W 是 闭 的 ， 从 而 由 定理 1.5.3 知 ，W 是 Xp 的 一 个 紧 子 集 . 
于 是 ， 存 在 有 限 个 An Ar € A, 使 得 W = Urn UUU, 证 毕 . 

现 设 T ER F 的 一 个 亚 序 . 由 定理 1.1.2 及 其 推论 知 ， Xr(T) +o, 这 里 
Xp(T) ER F HRADE THEHR ( 序 ) 组 成 的 集合 . BR, Xr(T) C Xr. 因而 ， 
Xp(T) 可 看 作为 序 空间 Xr 的 一 个 子 空间 .为 方便 起 见 ， 我 们 将 称 子 空间 Xp(T) 
为 亚 序 域 (FT) 的 序 空间 ， 且 其 ( 子 空间 ) 拓扑 称 作 Xe(T) 的 Harrison 拓扑 . 自 
然 ， 如 下 子 集 组 成 tr(T) 的 一 个 子 基 : 


HT (a) := H(a) N Xr(T), 


其 中 a poi E 中 全 体 元 素 . 

Pe Xr, (AP ¢ Xr(T), MTS P. 从 而 有 aeT, 使 得 ae P. 此 时 显然 
4, Pe H(-a), Œ H(-a)NAXp(T) = 9. 这 表明 Xe(T) 是 序 空间 Xr 的 一 个 闭 
FR. 结合 定理 15.3, 我 们 立即 有 如 下 结论 . 

定理 1.5.4 对 于 一 个 亚 序 域 (FT), XF(T) 对 于 Harrison 拓扑 是 一 个 Haus- 
dorf 的 和 全 不 连通 的 紧 空 间 . 

仿照 前 面 的 讨论 ， 若 记 HT = {HT(a) | ae È}, 则 我 们 可 建立 如 下 定理 . 

定理 1.5.5 H (F, T) 是 一 个 亚 序 域 , 则 (HT, a) 是 一 个 同 构 于 六 /的 群 , 其 
中 相应 的 同 构 映射 为 


H7(a)-+-aT, act. 


定理 1.5.6 设 天 是 实 域 忆 的 一 个 实 扩 张 ， 则 对 于 序 空间 的 Harrison Mith, 
从 Xx 到 Xr 的 限制 映射 : 8 一 ; QF 是 一 个 连续 的 闭 映射. 

证 明 由 Harrison 拓扑 的 定义 ， 空间 Xr 的 一 个 子 基 由 形 如 Hr(a) (a e È) 的 
FRAR, XE Hr(a) = {Pe Xr | ae P}. 显然 ， 对 于 每 个 ae È, r (He(a)) = 
{QE Xk | a cQ} 由 空间 Xk 的 拓扑 结构 知 ，{Qe Xk | a EQ) 是 Xk 的 开 子 
集 ， 从 而 限制 映射 > 是 连续 映射 注意 到 ， Xk 是 紧 空 间 ， 且 tr 是 Hausdorff 空 
(a). 由 拓扑 学 知识 ， > 是 一 个 连续 的 闭 映射 .证 毕 . 

应 该 注意 ， 定 理 1.5.6 中 的 限制 映射 > 未 必 是 开 映射 ， 见 下 例 . 

例 设 下 =Q(a), 其 中 心 是 任意 一 个 超越 实数 ， 则 已 S 下. 注意 到 ，R? 是 民 
的 惟一 正 锥 . 从 而 Ae = {R°}. 设 五 (w1,… ,un) 是 Xr 的 任意 一 个 包含 R2NF 的 基 
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ERAR. 由 下 中 元 素 的 形式 知 ， wi = a 其 中 fi(z), gi(z) € Q[z], H gi(z) #0, 


aa een ser 0< HO) a. .…, nn, 这 里 < 是 RR? 严 的 对 应 序 ， 根据 
有 理 函数 的 连续 性 以 及 有 理 数 在 R 中 的 稠密 性 ， 存 在 eQ, 使 得 0 < i i= 


1,.… ,n. 据 此 ， 构 造 的 这 样 一 个 子 集 P, 使 得 0 e P, 且 对 于 F 中 非 零 元 as 


F(a), 9x) € Qa), 有 : is E P, 当 且 仅 当 多 项 式 f(z + 9)g(z + g) 的 尾 项 系数 为 
EX. AW, PH FW—TER, H Pe A(u,--- ,un). 显然 PAR OF. 这 表 
{RNF} 不 是 Xe 的 开 集 ， 因 此， 限制 映射 > 不 是 一 个 开 映射 . 
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在 本 章 中 ， 我 们 介绍 一 类 重要 的 实 域 — 实 闭 域 ， 这 类 实 域 可 以 看 作 在 “ 实 
E 前 提 下 的 “代数 闭 ” 域 . 实 闭 域 具有 实数 域 R 所 具有 的 许多 重要 性 质 ， 例 如 适 
合 多 项 式 的 中 间 值 定理 ， Rolle 定理 以 及 Sturm 定理 等 等 . 因此 ， 实 闭 域 在 实 域 理 
论 力 至 实 代数 几何 中 有 着 重大 作用 . 此 外 ， 我 们 研究 与 已 知 序 域 密切 相关 的 实 闭 
域 ， 即 已 知 序 域 的 实 闭 包 . 在 本 章 中 , 序 域 的 实 闭 包 的 存在 性 和 惟一 性 被 证 明 . 实 
闭 域 和 序 域 的 实 闭 包 在 概念 上 的 关系 犹如 域 论 中 代数 闭 域 和 域 的 代数 闭 包 . 
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在 这 一 节 中 ， 我 们 将 给 出 实 闭 域 的 定义 ， 同 时 建立 实 闭 域 的 一 些 重要 特性 . 

定义 2.1.1 一 个 域 R 称 作 实 闭 域 ,如果 R 是 一 个 实 域 ， 但 它 没有 真 的 实 代 
数 扩张 (等 价 于 : RR 的 每 个 真 代数 扩张 都 不 再 是 实 域 ). 

显然 ， 实 数 域 R 是 实 闭 域 的 一 个 范例 . 

命题 2.1.1 设 R 是 一 个 实 闭 域 ， 则 

(1) R? = {a? | a € R} 是 民 的 惟一 正 锥 ， 从 而 R 有 惟一 序 . 

(2) 已 没有 奇数 次 的 真 代数 扩张 

证 明 (D) 设 已 是 已 的 任意 一 个 正信 ， 则 显然 RCP. 对 于 ae 已 , 由 定理 
1.3.4 的 推论 2 知 ， R(Va) 是 序 域 (R,P) 的 一 个 实 代数 扩张 ， 这 里 Va 表示 多 项 式 
z2-a 在 尽 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 . 此 时 ， Ra) 自然 为 尽 的 实 代 数 扩张 . 由 于 
忌 没 有 真 的 实 代 数 扩张 ， 从 而 R(Va) =R, BP vae R. 因而 ，a= (Va)? € R. F 
是 , 我 人 有 P =R. 

(2) 设 < ROOF. BER 有 一 个 奇数 次 的 真 代数 扩张 K, 则 由 定理 
1.3.4 的 推论 1 知 , 序 < 在 KK 上 有 一 个 拓展 . 这 表明 K 是 RR 的 真 的 实 代数 扩张 ， 
矛盾 于 所 设 . 证 毕 . 

引 理 2.1.2 设 下 是 一 个 实 域 , A FU-F? = F, Wl F( V1) 没有 二 次 扩张 . 

证 明 由 于 下 的 特征 不 等 于 2, 从 而 只 须 证 明 = F(V—1) 中 每 个 元 素 都 是 
F(V=1) 的 某 个 元 素 的 平方 . 设 a € F(V-D), M a = a+ by, HP a, be F. 
如 车 b= 0, Wa =a cE F= F?U 一 F?. 于 是 对 于 某 个 ce 下,a = oc2, 或 者 
a = -e = (cV-1?. FR O40. 由 于 下 是 一 个 实 域 , H F= F2U-F, 从 而 
hay F +F C F. 此 外 易 知 ， F? = FA. 于 是 有 ce F, 使 得 a2 +B = ct. 
此 时 可 断言 3( 一 0) < F WEE, MERR, M-a) e -F 由 此 有 

1 


了 2- 本 = 和 人 -四 -ee -CE2+ PCF state, -E = ea). 
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(一) € (=F?) - (-F?) C F°, iG. 根据 这 一 断言 ， 有 非 军 元 a e F, 使 得 
JE -0) =a. 容易 验证 a = (h + dV). 证 毕 . 

现在 , 我 们 可 建立 下 面 的 重要 定理 , 它 是 由 E. Artin 和 O. Schreier 所 获得 的 . 

定理 2.1.3 对 于 一 个 域 R, 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

(1) R ERAR 

(2) R? È R H (惟一 ) 正 锥 ， 且 RR 上 每 个 奇 次 数 多 项 式 在 R 中 有 一 个 根 ; 

(3) R(V-1) 是 代数 闭 域 , HR R(V-1). 

证 明 (1) => (2): 结论 由 命题 2.1.1 即 得 . 

(2) => (3): 由 条 件 可 知 ， R 是 一 个 实 域 . 从 而 R # R(V-1), BR 的 特 
征 为 零 . 设 K 是 RV) 的 任意 有 限 扩张 , 且 N EK 在 R 上 的 正规 闭 包 ， 则 
R(V=1) C K C N, F N Æ RA —7 ABR Galois 扩张 用 G 表 示 N 在 R 上 的 
Galois 群 。 由 群 论 中 Sylow 定理 ， G 有 一 个 Sylow 2- FR H. 令 E EFR H W 
稳定 域 ， 则 由 Galois 基本 定理 知 ，[N : 可 = |H]. 从 而 [E : R] = ira =(G:H] 
是 一 个 奇数 , 由 本 原 元 定理 知 ， 妃 = Ra). 4 f(z) 是 a 在 RR 上 的 极 小 多 项 式 , 则 
f(z) 在 RR 上 不 可 约 ， E f(z) 的 次 数 为 奇数 [G : H]. 由 所 设 ，f(z) RPAH 
AR. ARA: [G:H]=1, H G =H. Kit, [N :月 =|G| 是 2 的 一 个 方 曙 . 注意 
F|, N Æ R(V-I) 的 Galois 扩 张 , 且 NN 在 R(V-I) 上 的 Galois 群 Gl 是 G 的 子 
群 ， 从 而 G 的 阶 也 是 2 —T RR. 假若 |G1| > 1, W G1 有 一 个 子 群 H, 使 得 
(Gi: Hi) =2. 令 Ey 是 Ay 的 稳定 域 ， 则 易 知 ， Bl RVT) 的 二 次 扩张 ， 与 上 
面 的 引 理 2.1.2 矛盾 ， 因 而 |Ga| = 1 即 N = R(V=1). 此 时 必 有 天 = R(V=1). 由 
K 的 任意 性 知 ， R(V-1) 是 一 个 代数 闭 域 . 

(3) => (1): 首先 证 明 ， R? + R? C R? 对 于 a, be R, 由 于 ROTI) 是 代数 
闭 域 ， 从 而 有 c, de RR, 使 得 a+bV-I = (c+dV-D)?. 由 于 VI ¢ R, ATA 
a=c?~d, Ab = 2cd. FÈ a? +b? = (° + d)? € R? 因而 R+ RCR, 进而 
有 SR = R?. 再 由 VIE ROG, -1¢ R? = Sp. 因此 ，RR 是 一 个 实 域 .注意 到 
R(V-1) 是 忌 仅 有 的 真 代数 扩张 ， 且 RVD 不 是 实 域 . 因此 ， 由 定义 2.1.1 知 ， 
是 实 闭 域 .证 毕 . 

推论 设 已 是 一 个 实 闭 域 ， 和 是 R 的 惟一 序 ， 则 

(1) R 上 的 首 一 不 可 约 多 项 式 恰 为 一 次 多 项 式 以 及 形 如 (c +b)? + cz 的 二 次 多 
DR, Heb, ceR, He FO. 

(2) Æ f(x) € Riz], EXIF a, b € R, HF a <b, f(a) f(b) < 0, WA c ea, bl, 使 
得 flo) = 0. 

证 明 (1) 设 f(z) = (1+0) +2 是 如 上 所 示 的 二 次 多 项 式 , 则 对 于 每 个 we R, 
fla) = (a+b)? +2 > 0. 这 表明 : f(z) ÆR PER, 从 而 f(z) 在 R ERTH. 
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反 过 来 , 设 f(z) 是 R 上 任意 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 . 由 上 面 定理 知 ，R(V I) 
是 代数 闭 域 ， 从 而 f(z) 在 ROVI) 有 一 个 根 5+cV-1, HF b, CER. 

当 c=0 时 , 2-b E€ Riz], A Rie], (c—b)/f (x). 由 f(z) 的 不 可 约 性 与 首 一 
性 知 ,f(z) =2-b. 当 c 关 0 时 , 令 p(z) = (z-b-cV-I)(z-b+ev-1) = (1-b) +2, 
则 p(z) € Riz], ABR pla) ER PIR. 因而 ,二 次 多 项 式 pla) 在 RR 上 不 可 约 . 
ÈH, ple) 与 f(z) REK, ATE RIz] 中 ，p(z)|f(z). 由 f(x) 的 不 可 约 性 和 
首 一 性 知 ， f(z) = p(w). 从 而 叙述 (1) 获 证 . 

(2) 由 所 设 知 ， f(z) 的 次 数 大 于 零 ， 将 f(x) 在 RIz] 中 分 解 如 下 : 


F(z) = epi(z) +++ r(x), 


其 中 e 为 f(z) 的 首 项 系数 ， 且 pi(z) 是 RIz] 中 首 一 不 可 约 多 项 式 ，i=1,…， 7 

由 已 知 条 件 知 ， ezlp1(@)p1(B)]… [pr(a)pr(b)] = f(a)f(b) < 0， 从 而 对 于 某 个 
FE {l sr}, pj(a)pj(6) < 0. 根据 叙述 (1) 可 知 ， pj(z) 只 能 是 一 次 多 项 式 ， 即 
Di(z) =z 一 6 其 中 ce 尽 此 时 必 有 celja,bl, 且 f(c) = 0. 证 毕 . 

实 闭 域 的 存在 是 相当 普遍 的 ， 这 可 以 从 下 面 命题 看 出 . 

命题 2.1.4 设 2 是 一 个 特征 为 零 的 代数 闭 域 ， 则 存在 一 个 实 闭 域 R, 使 得 
Q = R(V-1). 

证 明 由 于 9 的 特征 为 零 ， 从 而 可 认定 UAAR O. ATE N EQ 
上 的 一 个 超越 基 ， 上 且 令 F = Q(T). 根据 定理 1.3.1 可 知 ， F 是 一 个 实 域 . 

作 如 下 集合 


s={K|K 是 下 和 的 中 间 域 , H K 是 实 域 }. 


注意 到 F eS, ASA $. 显然 ， 三 对 于 集合 的 包含 关系 是 一 个 偏 序 集 . 
对 于 三 中 任意 一 个 链 {Ky |A E A}, 这 里 4 为 一 个 指标 集 , 令 K = yY, Ka. 由 


定义 1.1.1 可 验证 ，K 是 一 个 实 域 ， 即 K ez 因而 ， HE (Ki |Ac AEE 中 有 上 
F K. 由 Zorn 引 理 可 知 ， 三 中 有 一 个 极 大 元 R. 注意 到 ， 8 是 RR 的 代数 闭 包 . 
从 而 由 刀 的 极 大 性 可 知 ， RR 是 一 个 实 闲 域 .根据 定理 2.1.3 知 ， R(V—T) 是 代数 
闭 域 .此 时 必 有 ， 2 = R(V=1). 证 毕 . 

此 外 ， 根 据 定理 2.1.3, 我 们 可 以 建立 下 面 事实 . 

命题 2.1.5 设 已 是 一 个 实 闭 域 ， 已 是 已 的 一 个 子 域 ， 则 FER PAK 
闭 包 也 是 一 个 实 闭 域 . 

TR 设 F 在 RR 中 的 代数 闭 包 为 A, 则 易 知 ，R2m4 是 域 4 的 一 个 正 锥 . 对 
于 aE RN 4, 则 ae 4, 且 有 aeR, 使 得 a=a2. BR, a 也 是 严 上 代数 元 即 
ae A. 从 而 REN A C A. 此 时 必 有 RN A = A. 由 定理 1.1.4 的 推论 知 ， 4? 是 
R AREER. 再 设 f(z) € Ae) 是 任意 一 个 奇 次 数 多 项 式 . 由 定理 2.1.3 知 ， 
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f(z) 在 已 中 有 一 个 根 8. 显然 ，B 也 是 尺 上 代数 元 ， 即 6 e A. 再 根据 定理 2.1.3, 
4 是 一 个 实 闲 域 . 证 毕 . 

实 闭 域 具备 实数 域 R 所 具有 的 许多 重要 的 代数 性 质 ， 下面 列 出 实 闭 域 的 一 些 
重要 性 质 . 一 个 序 域 (F, <) 称 作 满 足 中 间 值 定理 , 如 果 对 于 任意 f(z) € Fle), 只 
要 f(a) <r < f(b), EF a, b, re F, BA ce F, 8 f(c) =r, MHa<c<bR 
b<c<a. 

定理 2.1.6 KRE-TRM, WRE-TRAR, MALY RA-TE <S, 
使 得 (R, <) 满足 中 间 值 定理 . 

证 明 设 R 是 一 个 实 闭 域 , Bid < 是 R 的 惟一 序 . 若 f(z) € Rje, 使 得 
F(a) <r < f(b), FEF a, b, r € RR, 则 [f(a) 一 7J[f(b) — r] < 0. BR a Fb, RO 
a <b. 由 定理 2.1.3 的 推论 知 ， 有 c Ela, bl, 使 得 f(c) -7 =0, B f(c) =r. 因此 ， 
(R, <) 满足 中 间 值 定理 . 

现 设 尺 有 一 个 序 <, 使 得 (R, <) 满足 中 间 值 定理 . $ 已 是 序 < 的 对 应 正 锥 . 
对 于 任意 非 零 € P, W f(z) = z? — a € Rix], 使 得 f(0) < 0 < fat). 由 于 
(R, <) 满足 中 间 值 定理 ， 从 而 有 c el0,a + 1[, 使 得 f(c) = 0. 此 时 有 a = c? e R, 
即 有 PC R?. 从 而 必 有 P= R. 这 表明 RE RAYE TERE. 再 设 f(x) € RIz] 
是 任意 一 个 奇 次 数 多 项 式 ， 根 据 定理 1.3.4 的 推论 1 的 证 明知 ， 有 M ER, 使 得 
f(-M) < 0 < f(M). 由 于 (R,<) 满足 中 间 值 定理 ， 从 而 有 bE R, 使 得 f(b) = 0. 
由 定理 2.1.3 知 ， RR 是 一 个 实 闭 域 . 证 毕 . 

由 上 面 的 证 明 ， 我 们 立即 有 如 下 结论 . 

推论 设 忆 是 一 个 实 闭 域 ，< 是 R 的 惟一 序 ， 则 (R,<) 满足 中 间 值 定理 . 

上 面 推论 称 作 适 合 实 闭 域 的 中 间 值 定理 . 此 外 ,我 们 还 可 以 证 明 ， 实 闭 域 满足 
如 下 关于 多 项 式 的 Rolle 定理 . 

定理 2.1.7 (Rolle EH) 设 RR 是 一 个 实 闭 域 ，< 为 的 惟一 序 ，f(z) € Riz]. 
BMF a, be R, RP a <b, f(a) = f(b), 则 有 ceja,bl, 使 得 f'(c) =0, 这 里 f(a) 
是 多 项 式 f(z) 的 微 商 (FBO. 

证 明 令 g(z)= f(z) 一 f(a), 则 a 和 6b 都 是 g(z) Æ R PHR. 由 于 g(x) ER 
中 只 有 有 限 个 根 ， 从 而 g(z) 的 所 有 大 于 a 的 根 ( 包括 5 ) 中 必 有 最 小 者 d. 此 时 ， 
显然 a < d < b, H g(x) 在 开 区 间 Ja,d[ FRAR. 令 g(x) = (x — a)*(x — d)*h(z), 
其 中 s Al 均 为 自然 数 ，h(z) € Riz}, A h(a)h(d) #0. 由 此 有 f(z) = g'(z) = 
s(x — a)*~(x — d)*h(x) + t(x — a)*(z — d):-1h(z) + (x — a)’(z — d)th'(x) = (z — 
a)*"*(z — d)"1 u(x), 这 里 u(x) = s(x — d)h(z) + t(z — a)h(z) + (x — a) (x — d)h'(z). 
于 是 u(a)u(d) = —st(a — d)?h(a)h(d). 假若 h(a)h(d) < 0, 则 由 定理 2.1.3 的 推论 
Rl, A e eja,dl, 使 得 h(e) = 0. 此 时 显然 有 gle) = 0, 矛盾 于 有 关 d HE. M 
而 h(a)h(d) > 0, BUA u(a)u(d) < 0. 再 由 定理 2.1.3 的 推论 知 ， 有 c clad, 使 得 
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u(c) = 0. 这 样 ，c eja,bl, A f'(c) = 0. 证 毕 . 
当然 ， 实 闭 域 还 有 其 他 重要 性 质 ， 我 们 将 在 后 面 加 以 讨论 . 
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根据 上 节 中 定理 2.1.3 可 知 ， 若 RR 是 实 闭 域 ， 则 R 的 代数 闭 包 是 它 的 有 限 真 
扩张 . 针对 这 一 结论 的 逆 命 题 ， E. Artin 和 O. Schreier 证 实 了 如 下 论断 . 

定理 2.2.1 设 尺 是 一 个 域 ， 中 是 已 的 代数 闭 包 ,， 且 ?2 是 已 的 一 个 有 限 真 
扩张 ， 则 R 是 一 个 实 闭 域 . 

为 证 明定 理 2.2.1, 我 们 需要 建立 如 下 几 个 涉及 到 域 论 的 有 关 引 理 , 这 些 引 理 可 
在 有 关 文 献 中 找到 . 

引 理 2.2.2 设 下 是 一 个 特征 为 素数 p RM, ae FF 但 a 4 F?, 则 对 于 任意 自 
RE e, a” — a 在 Fla] 中 不 可 约 . 

证 明 ROW FERAE, 则 zz -a 在 中 有 一 个 根 a. HHT oP = ae F, 
从 而 a 是 FF 上 的 纯 不 可 分 元 .因此 ， a 在 上 的 极 小 多 项 式 具 有 这 样 的 形式 : 
f(x) = 2?" — b, 其 中 m 为 非 负 整数 ， be F， 此 时 显然 有 ， f(z) -a B 
车 f(z) Fo? 一 a, WUR m <e 由 此 有 a= a” =P "CF, FR 因而 
f(z) =a?" — a, B] zr" — a Ze Fl] 中 不 可 约 . 证 毕 . 

引 理 2.2.3 设 书 是 一 个 特征 为 素数 ?的 域 ，zz 一 zae Ffr], W -r-a 
在 下 中 有 根 ， 当 且 仅 当 z? — z- a 在 Flz] 中 可 约 . 

证 明 必要 性 显然 . 现 设 2? 一 z 一 a 在 Fla] 中 可 约 , 则 有 -r-a = f(z)g(z)， 
其 中 f(z), g(z) 是 Fle] 中 首 一 多 项 式 , 且 1< degf(z) <p. 令 a 是 z?-z-a 在 
五 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 则 易 验 证 at1,---,a+(p—1) UE T -r-a hy 
根 ， 由 此 有 


zzZ-a=(z-a(z-a-1D…(z 一 ap+1l). 


È k := deg f(x), 从 而 有 f(z) = (z-a-j1) +- (1-0a- jk), KB fay +++, 认为 0,1,…， 
P-L 中 某 个 相 异 元 素 . 由 此 可 见 ，f(z) 中 项 ct 的 系数 为 (ka 十 帮 十 … 十 办) € F. 
EMA, j++ EF, MMA ka e F. 显然 ， 上 与 p 互 素 . 于 是 有 整数 s At, 
使 得 sk+tp=1. 由 此 可 得 ，a = s(ka) + (tp)a = s(ka) € F. 这 表明 : zz -z-a 
在 下 中 有 根 a. 证 毕 . 

引 理 2.2.4 设 书 是 一 个 含有 4 次 本 原单 位 根 的 域 ， 其 中 4 为 素数 ，z? -ae 
Fiz), 则 2 一 a 在 下 中 有 根 ， 当 且 仅 当 z? 一 a 在 Flz] 中 可 约 . 

证 明 必要 性 显然 ， 现 设 在 Fle] 中 有 如 下 分 解 式 : za 一 a = f(z)g(z), 其 中 
F(a), g(z) 是 Fle] 中 首 一 多 项 式 , 且 1< deg f(z) <q. $ aE rt- a tE F HRE 
闭 包 中 的 一 个 根 ， 则 易 验证 ， aé, …, aft) 也 是 ze 一 a 的 根 ， 其 中 《是 下 中 一 
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个 4 次 本 原单 位 根 ， 由 此 有 
z1 — a = (z — a)(2 — o£): (2 — ag°™?). 


S k = deg f(x), 从 而 有 f(x) = (x — a€%)---(c — a€*), KB ji, >, jk WO, 
1 9 一 1 中 某 大 个 整数 ， 显 然 ， f(z) 的 常 项 为 (一 1)kakEPa+…+i e F. 注意 
到 ， Ghtthe F, AWA ote F. HFRS ER, 从 而 有 整数 s Mt, 使 得 
sk+tq=1. 此 时 有 a = (ak)s(as)# = (ak)sat e F. 这 表明 za 一 a E F PAR a. 
证 毕 . 

引 理 2.2.5 设 n=pe, 其 中 p 为 奇 素数 ，e 为 正 整数 ， 则 剩余 环 Z/(n) 中 全 
体 可 逆 元 对 于 乘法 组 成 一 个 循环 群 . 

证 明 Up: 是 Z/(p*) 中 全 体 可 逆 元 对 于 乘法 组 成 的 群 ， 则 群 Up 的 阶 为 
pep 一 1)， 

当 e= 1 时 ，Z/(p) 是 一 个 含 p 个 元 素 的 域 ， 由 有 限 域 的 熟知 事实 ， Up 是 
一 个 含 p 一 1 个 元 素 的 循环 群 . 设 + (p) 是 U 的 一 个 生成 元 ， 其 中 ce Z. 当 
a?! £1 (modp?) Bt, 4 b= a; BMS b=a+p. 当 az-1 三 1(modp2?) Hl b=at+p 
Bt, bP =a? =a ¢ b(modp*). 从 而 总 有 加 -1 Æ 1(modp*). 记 7 为 Upz 中 元 素 
b+ (p?) 的 阶 ， 则 上 式 表明 : 7 Ap—1. 此 时 ， 显然 有 O = 1 (modp?)， 自然 有 
b" = 1(modp), Bf a” = 1(modp). HF a+ (p) Up 中 阶 为 p 一 1 的 元 素 ， 从 而 必 
有 (p- Vir. 注意 到 ，rlp(p 一 1), 但 + 关 p 一 1. Mili r = p(p—1), Bl b+ (p?) Æ Up 
的 生成 元 . 

TRE b+ (p°) 是 群 Upe 的 一 个 生成 元 , 其 中 e > 2. 下 面 证 明 ，b+(pe+1) 是 Upers 
的 生成 元 . B rÆ b+ (pet?) 的 阶 , WAT b 三 1(modpe+l), 自然 有 5 三 1(modpe). 
HF b+ (p°) 的 阶 为 p-p- 1), 从 而 pe-!(p 一 1)lr. 假若 > = pe-1p - 1), W 
© = 1(modp**t!), XE c = e-d, HETA c= 1(modp). Kili c 可 写 
tes c=1+kp +mpt, 这 里 0 < kk < p,t > 0 上 且 m 是 一 个 非 负 整 数 则 
oP = (1+ kpt + mp+1)P = 14 (0)(k-+mp)pt +--+ (k-+mp)?p. 由 于 p 是 奇 素数 ， 
AT pt > t+2. FÈ cP = 1+kptt! (mod p'+?). 假若 t+ < eB t+2<e+1, 则 由 等 式 
oP = 1(modp*t!) 可 知 ，c = 1(modp*+?). FA 1+ kpt = 1 (mod p*+?), 此 同 
余 式 不 可 能 成 立 . 因而 ，t > e. MATRA c= 1 (modp*), Hl P- = 1(modp*), 
这 矛盾 于 事实 + (p*) 的 阶 为 p+(p 一 1). RRA: vr Ap (p—1). 注意 到 ， 
7rlp*@ — 1). Bt, r= p*(p—1), Bl b+ (pr+1) 是 Upri 的 生成 元 

根据 归纳 法 原理 ， 引 理 获 证 . 

引 理 2.2.6 i FETH, n=p', 这 里 e > 0, p 为 一 个 奇 素数 ， 则 F(E) 是 
环 的 一 个 循环 扩张 ， 其 中 上 是 一 个 n 次 本 原单 位 根 . 

证 明 mT € en KARA, 从 而 p 不 为 下 的 特征 . 注意 到 FC) 是 多 项 
式 zm 一 1 在 局 上 的 分 裂 域 , 且 z" 一 1 在 FO) 中 不 可 能 有 重 根 . 因而 FE) BP 
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的 一 个 Galois 扩 张 . 4 G 是 F(©) 在 F 上 的 Galois 群 . 对 于 7 €G, r(6) 显然 也 是 
一 个 n 次 本 原单 位 根 . 从 而 有 整数 m, 使 得 r(5) = 6", Hm Gn BR. 如 若 另 有 
整数 mi, 使 得 7(&) = 6m, 则 mil Fn ER, BE MAL WEE Rn KARE 
位 根 ， 从 而 nfm — m, 即 m+ (n) =m, + (n). At, m+ (n)  Z/(n) Hh r HE 
一 确定 的 元 素 ， 从 而 记 作 (r). 由 于 m Gon BR, Mili olr) € Un, 这 里 Un 表示 
Z/(n) 中 所 有 可 逆 元 组 成 的 乘法 群 ， 据 此 ， 我 们 有 群 G 到 Un 的 一 个 映射 o, 使 得 
对 于 每 个 re G, r 呈 dr). 

设 9(7) = m+ (n), O(n) = k+ (n), KH 7, we G, W T(E) = E", a(€) = EF. 从 而 
有 T'T(E) = 7(6*) = E"*, AVA (7 -) = (mk) + (n) = [m+ (n)][k + (n)] = O(7)$(m). 
因此 ，$ 是 一 个 群 同 态 . 

设 Wr) =1+(n), W r(€) =€, BI r BG 中 恒 等 自 同 构 . 这 表明 ，# 是 单 射 . 
Am, GS 9(G). 由 引 理 2.2.5 知 ， Un 是 一 个 循环 群 ， 从 而 其 子 群 WG) 也 是 循 
环 的 ， 因此， G 是 一 个 循环 群 . 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 以 证 明定 理 2.2.1 如 下 : 

定理 2.2.1 的 证 明 E K = R(V-I), H m = (2: K]. BH QA K, Am 是 一 
个 大 于 1 的 整数 .如 车 K 不 是 完备 域 ， 则 K 的 特征 为 素数 p, E K? +K. 从 而 有 
ac K, 使 得 a 4 KP. 由 引 理 2.2.2 知 ， zz” -aK 上 不 可 约 . t aa 
在 2 中 一 个 根 ， 则 [K(a) : K] = p™ > mm = [R : K), FR. 从 而 K 是 一 个 完备 
域 , 即 2 是 K 的 可 分 扩张 此 时 ， 2 显然 是 K 的 一 个 Galois 扩张 . 令 G HEL 
在 K 上 的 Galois 群 , 则 |G| =m. 令 g 是 m 的 一 个 素 因 子 , 则 G 必 有 一 个 阶 为 4 
的 循环 子 群 H. 令 已 是 五 的 稳定 域 ， 则 由 Galois RACH, HOTEL 
的 Galois $, H [2 : E) =q. 假若 q 为 K 的 特征 ， 则 根据 循环 扩张 (在 扩张 次 数 
为 特征 的 等 的 情况 下 ) 的 熟知 事实 (例如 参见 文献 [52] 中 定理 1.16), E 有 一 个 扩张 
次 数 为 9 的 循环 扩张 ， 这 是 不 可 能 的 . 因此 ， a 不 为 K 的 特征 .从 而 对 于 每 个 
自然 数 n, 9 中 含有 gr 次 本 原单 位 根 . 令 是 2 中 一 个 9 次 本 原单 位 根 ， 注 意 
BG E E LARK r! + z9-2 十 … 二 1 的 一 个 根 ， 从 而 [5(&1): Ej]<g-1. 又 
由 于 [BE() :可 是 4 的 因数 ， 从 而 必 有 [B(&1) : 可 = 1, 即 é c E. 根据 循环 扩张 
(在 扩张 次 数 不 被 特征 整除 的 情况 下 ) 的 一 个 熟知 事实 (例如 [52], §1.13 中 命题 1)， 
N = Eo), 其 中 a 在 已 上 的 极 小 多 项 式 为 za - a. 现 考察 多 项 式 cf - a, HB 
是 它 在 2 中 一 个 根 , WA 2? -a = (z 一 B)(z 一 Bn)…(z 一 Bn -1), 其 中 是 一 个 
@ 次 本 原单 位 根 ， 显 然 ， 8 ¢ E; BUE 上 不 可 约 多 项 式 z9 -a tE E PAR p. 
从 而 有 [E(B) : 可 = q. 设 g(a) 是 8 在 已 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 g(r)? — a, 即 有 
g(x) = (x — Bn) +++ (x — BoPs), 其 中 族 ,…, Ja 是 0,1,…,g? 一 1 中 某 g 个 整数 . 
此 时 ， 9(z) 的 常 项 为 (-1)?B9&2, 其 中 &2 = n+ th 是 一 个 g? 次 单位 根 ， 由 上 面 
讨论 知 ， Be #¢ E, 进而 必 有 & # E. 由 于 已 包含 所 有 4 次 单位 根 ， 从 而 & 必 是 一 
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PP KARA. Wet, BIRLA 2 = Ee). 
WF AQHKEM, Hé 是 人 2 中 一 个 gr 次 本 原单 位 根 n= 3, 4,- 显 
然 ， 有 如 下 由 域 组 成 的 序列 : 


F(é2) C F(é3) SSFGEn)S +- 


当 R 的 特征 为 素数 时 ， 下 是 一 个 有 限 域 . 因而 ， 每 个 F(&%) CEARR, 
n=2,3, =. 由 于 Fén) 包含 所 有 gq" 次 单位 根 ， 从 而 F(&n) 至 少 包含 g TICK. 
注意 到 ， 当 n 趋 于 无 穷 大 时 ， P 也 趋 于 无 穷 大 ， 从 而 在 上 面 序列 中 ， 至 少 有 两 个 
相 邻 的 域 不 相等 . 当 N 的 特征 为 0 时 ， F = Q. 根据 有 理 数 域 上 分 圆 域 的 一 个 熟 
知事 实 ， [F(&2) : F] = q(q 一 1), 而 (F(a) : F] = gq?(q 一 1). 从 而 F(&2) # F(és). 因 
此 ， 总 有 自然 数 ,7 > 2, 使 得 PG) A F(Er41)- 

Jent, A Ery E E, 从 而 R= Elg), H [E(6-41): E] = 9. h(x) È Erpa 
在 如 上 的 极 小 多 项 式 ， WER hl)" 一 1. 注意 到 ， Fle) al -1 EF 
上 的 分 裂 域 ， 从 而 h(z) E€ F(&r+1)lz]. 于 是 h(z) € DIz], 这 里 D:= EN Fl) 是 
FAFE) 的 中 间 域 .从 而 即 得 ， [F(&r+1) : D] = 9. 再 考虑 FA FE) 的 另 
PR F(E). & €€ 9 是 多 项 式 IE 的 一 个 根 , 则 69 = En 此 时 易 知 ，《 是 
一 个 gr 次 本 原单 位 根 . 从 而 F (E41) = F (6). h r ROE, Eg FE). 由 引 理 
2.2.4 Al, 2? — & Æ F(E-) 上 不 可 约 . 于 是 [F (E41) : F(E-)) = [F(€) : FE) = a- 
注意 到 é ¢ E, 从 而 & ¢ D. FE D # FE). & Hi Ml H A F(E-41) 分 别 在 D 和 
F(€-) 上 的 Galois 群 . 由 Galois 基本 定理 ， Hi 和 Ho 是 G1 的 两 个 相 异 的 阶 为 9 
的 子 群 ， 这 里 G1 为 F(E) 在 已 上 的 Galois 群 . 由 于 有 限 循环 群 的 任意 两 个 相 
同 阶 的 子 群 必 相 等 ， 从 而 G 不 是 一 个 循环 群 . 由 引 理 2.2.6 知 ， g = 2. 这 表明 ， 
& = V-I, 矛盾 于 事实 V-I e E. Ait, N= K = RVI). HF Æ RHA 
扩张 ， 从 而 RA RVI). 根据 定理 2.1.3, R 是 一 个 实 闭 域 . 证 毕 

根据 定理 2.2.1 及 其 证 明 ， 且 添加 适当 的 文字 叙述 ， 我 们 不 难 证 明 下 面 的 定理 
2.2.7. 定理 2.2.7 的 详细 证 明 留 待 读者 完成 

定理 2.2.7 设 尺 是 一 个 域 ，9 是 RR 的 代数 闭 包 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) RR 是 一 个 实 闭 域 ; 

(2) 8 是 呈 的 有 限 扩张 ， HOR, 

(3) 2 # RR, 且 存在 一 个 自然 数 N, 使 得 RR 上 每 个 不 可 约 多 项 式 的 次 数 都 不 超 
过 N. 
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在 这 一 节 , 我 们 研究 与 已 知 序 域 密切 相关 的 一 类 实 闭 域 , 这 类 实 闭 域 和 已 知 序 
域 的 紧密 关系 可 从 下 面 定义 中 看 出 . 
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定义 2.3.1 设 (F<) 是 一 个 序 域 ， 一 个 实 闭 域 R KEFR (F, <) 的 一 个 实 
闭 包 , 如 果 是 下 的 代数 扩张 H R 的 惟一 序 是 < 在 R 上 的 拓展 .此 时 ， 亦 称 
REFR (F, P) 的 一 个 实 闭 包 ， 这 里 已 是 序 < 的 对 应 正 锥 . 

由 上 面 定 义 以 及 序 和 正 锥 之 间 的 相互 转化 易 见 ， 一 个 实 闭 域 R EFR (F, P) 
的 实 闭 包 ， 当 且 仅 当 RF 的 代数 扩张 且 PC R?. 此 外 , & REFR (F, P) 

(R (F<) ) 的 一 个 实 闭 包 ， 则 由 定理 2.1.3 知 ， R(V=l) 是 F 的 代数 闭 包 . 

首先 面临 的 问题 是 考虑 序 域 的 实 闭 包 的 存在 性 . 

定理 2.3.1 任意 序 域 (F,P) 都 有 一 个 实 闭 包 . 

证 明 由 定理 1.3.5 知 ， 序 域 (FP) 有 一 个 极 大 序 扩张 (RQ). FIBER RÈ 
一 个 实 闭 域 . 

对 于 ae Q, 由 定理 1.3.4 的 推论 2 知 ，R(Va) 有 一 个 正 锥 Qa, 使 得 QaNR = Q. 
由 于 (R,Q) 是 极 大 序 域 且 R(Va) 是 R 的 代数 扩张 ， 从 而 必 有 R(Va) = R, B 
Va Ee R. 于 是 对 于 每 个 ae Q,a = (Va)? € R?, 即 有 QC R?. 由 此 有 ，Q = R?. 由 
定理 1.1.4 的 推论 知 ， R? 是 R 的 惟一 正 锥 . 

再 设 f(z) 是 任意 一 个 奇 次 数 多 项 式 ， 则 f(z) 至 少 有 一 个 奇 次 数 的 不 可 约 因 
R plz). 设 a 是 p(z) 在 已 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 则 Ra) 是 R 的 一 个 奇 次 数 扩 
张 , 由 定理 1.3.4 的 推论 1 知 ， (R,Q) 有 一 个 序 扩张 (R(a), Q1). 由 于 (R, Q) ER 
大 序 域 ， 从 而 又 有 R(a) =R, B a € R. Auk, f(x) 在 尺 中 有 一 个 根 a. 

根据 定理 2.1.3 知 ， 尽 是 一 个 实 闭 域 .注意 到 PC Q= R?. 从 而 由 定义 2.3.1 
可 知 ， RR (F, P) RAB. 证 毕 . 

由 上 面 的 证 明 可 见 ， 一 个 序 域 的 “ 极 大 序 扩张 ”和 “ 实 闭 包 ” 是 两 个 相近 的 概 
念 ， 它 们 的 元 素 组 成 同一 个 实 闭 域 ， 而 是 否 特别 标明 惟一 序 是 它们 之 间 的 仅 有 差 
R. 为 明确 起 见 ， 我 们 给 出 下 面 命题 . 

命题 2.3.2 设 (F, P) 是 一 个 序 域 ，R 是 域 下 的 一 个 扩张 , 则 下 列 叙 述 等 价 ， 

(1) RE (F, P) 的 一 个 实 闭 包 ; 

(2) (R, R?) 是 (F, P) 的 一 个 极 大 序 扩张 . 

证 明 “(2) 一 > (1)” 可 参考 定理 2.3.1 的 证 明 . 现 设 RE (FP) 的 一 个 实 闭 
包 ， 则 由 定理 2.1.3 知 ， 有 R 仅 有 真 代数 扩张 RAVI). 由 于 RVI) 不 是 实 域 ， 自 
然 R 不 能 拓展 为 R(V-1) 的 一 个 正 锥 . 这 表明 (R, R?) 是 (F, P) 的 一 个 极 大 序 扩 
ak. 证 毕 . 

推论 设 (F,P) 是 一 个 序 域 ， 则 (F, P) 是 一 个 极 大 序 域 ， 当 且 仅 当下 是 一 个 
ZAR, HP = F?. 

为 证 明 ( 序 域 的 ) 实 闭 包 的 惟一 性 , 我 们 需要 一 个 方法 , 用 来 判定 序 域 上 一 个 多 
项 式 在 实 闭 包 中 究竟 有 多 少 个 根 . 下 面 给 出 一 个 与 二 次 型 理论 有 关 的 判别 方法 , 这 
就 是 著名 的 Sylvester 定理 . 
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(FP) 是 一 个 序 域 ， f(z) € Flz] 是 一 个 n 次 多 项 式 ，n > 0. SRE 
(F, P) 的 一 个 实 闭 包 ， 则 由 定理 2.1.3 M, RVI) 是 F ARAA. AT f(z) 
在 R(VED)fz] 中 可 分 解 为 f(z) = a(z — a1): (2 — an), HP a € F, ai € R(V-T), 
i=l, e,n. 


对 于 每 个 非 负 整数 上 记 or := 》 ot. 根据 对 称 多 项 式 的 基本 事实 ， 每 个 ok 


i=l 
都 可 表 为 含 f(z) 的 系数 的 一 个 整 系数 多 项 式 ， 从 而 on < F. 据 此 ， 我 们 可 以 得 到 
下 上 的 如 下 二 次 型 ; 


non 
pr := DD eit j-22125- 


i=l j=1 
由 二 次 型 理论 知 ， 我 们 有 一 个 切实 可 行 的 ( 构造 性 ) 方法 ， 可 寻求 到 一 个 系数 在 
中 的 非 退化 线性 替换 ， 使 得 二 次 型 py 可 化 为 仅 含 平方 项 的 标准 型 ， 》 aiy, 其 中 


4=1 
mE€F,i=1,...,n. 


由 二 次 型 理论 中 的 熟知 事实 知 ， 序 列 (a1,… ,an) 中 正 元 素 个 数 和 负 元 素 个 数 
总 是 保持 不 变 的 , 无 论 所 寻求 的 非 退 化 线性 替换 是 何 种 形式 . 因此 , 序列 (a an) 
中 正 元 素 个 数 与 负 元 素 个 数 之 差 由 二 次 型 py 惟一 确定 ;这 个 差 称 做 二 次 型 pj 的 
符号 差 ， 且 记 作 sgnp(py). 

应 该 注意 到 这 样 的 一 个 事实 : H (K, Q) EFR (F, P) 的 一 个 序 扩张 , 则 py 也 可 
看 做 KK 上 一 个 二 次 型 , 且 sgng(py) = sgnp(py). 因而 ,我 人 有 sgnp(pj) = sgnRz(py)， 
只 要 REFIR (F, P) 的 一 个 实 闭 包 ， 据 此 ， 我 们 无 需 先 将 二 次 型 pj 的 系数 表示 
AF 中 元 素 ， 而 仅 需 通过 域 R 上 非 退 化 线性 替换 将 二 次 型 py 化 成 标准 型 ， 以 确 
定 sgnp(p1). 

下 面 的 定理 是 由 J. J. Sylvester 建立 的 .这 一 定理 表明 ， 序 域 上 一 个 多 项 式 f 
在 实 闭 包 中 的 相 异 根 的 个 数 ， 仅 与 二 次 型 pf 的 符号 差 有 关 ， 而 与 所 选取 的 实 闭 包 
的 形式 无 关 . 

定理 2.3.3 (FP) 是 一 个 序 域 ，f(z) EF E-A n KEAR, 其 中 n> 0， 
则 对 于 (F, P) 的 任 一 实 闭 包 R, f(z) 在 R 中 相 异 根 的 个 数 等 于 senp(ps), 这 里 py 
EMEREK F EKA. 

证 明 设 f(z) E R PHSRARRY o, ar, 且 它 们 的 重 数 分 别 为 mi， 
we iige 

由 定理 2.1.3 的 推论 可 知 ， 多 项 式 f(z) 在 RV) 中 但 不 在 R 内 的 根 是 以 R 
ESSEC RAS TE Rat Hh RAN. 从 而 ,可 设 f(z) 在 RVT) 中 但 不 在 R 内 的 其 
WRH: bı = a1+biV-l, =a-hhvV-l;:…; Be = a + be], B = a -bey -], 
其 中 ay, by ER, H bw #0, v= 1, t. $ Mo 为 根 B, 和 友 的 相同 重 数 ，v= 1， 


e,t. 


§2.3 FH i 29 


由 二 次 型 pj 的 规定 ， 我 们 有 


ef = EE (Er og? 本 Lua pA | Tidy 


i=1 j=1 Lu=1 
gh 2 
oe (Sars) +m le arn) + (= an) | 
u=l i=l v=1 i=l i=1 
引进 新 的 变量 m, s rsae AF HERSKA: 


Yu = lata, wales 
i=l 


n 
; 1 i 
Yr+2v-1 = > zA +E Tn v=1, e,t; 
zi 
n 
Viy z 
Yaw = (Ba, VL t 
i=l 


在 上 面 关 系 式 中 , 右 端的 全 部 系数 显然 都 属于 R. 不 难看 出 ,这 些 系数 组 成 域 R 
一 个 + 2t) xn 扼 阵 ,上 且 这 个 系数 矩阵 可 以 通过 如 下 域 R(V=I) 上 的 矩阵 4A 进行 
初等 行 变 换 可 获得 : 


1 a a? … ap 
1 ar a? vee apl 


1A Bo Bp 
1B Bt wey | 


1 he a ae a 
18 BR Bp 


由 于 矩阵 4 的 左 端 (r + 2t) 级 子 式 是 一 个 值 不 为 零 的 Vandermonde 行列 式 ， 
从 而 A 的 秩 为 + +2t. 因而 ， 上 面 关 系 式 右 端的 系数 矩阵 的 秩 也 为 > + 2t, 即 它 的 
行 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 因此 ,存在 RR 上 n 一 (r+2t) 个 n 维 行 向 量 (aa,… ,ain)， 
i 二 7 十 2t 十 1,…, nn 使 得 系数 矩阵 的 全 部 行 向 量 和 这 些 向 量 组 成 秩 为 n 的 一 个 线 
性 无 关 的 向 量 组 . 据 此 ， 再 进一步 令 


w= Dr i=r+t+l, n 
ja 
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于 是 ， 这 些 关 系 式 连同 上 面 的 关系 式 给 出 了 R 上 一 个 非 退 化 线性 替换 .通过 
这 个 线性 替换 ， py 化 成 如 下 标准 型 : 


P t 
pr = muy + Y Mao 一 如 au) 
u=1 v=1 


由 此 可 见 ， sgnm(p1) =r. 由 上 面 提 及 的 事实 ， 即 有 sgnp(py) =r. 证 毕 . 

现在 ， 我 们 着 手 证 明 实 闭 包 的 惟一 性 . 为 此 ， 首 先 证 明 如 下 引 理 . 

引 理 2.3.4 RR 和 Ro 都 是 实 闭 域 ， 则 对 于 它们 的 惟一 序 ， Ri 到 Ro 的 每 
个 单 同 态 都 是 保 序 幅 入 . 

证 明 ir HE R 到 RR 的 任意 单 同 态 , 则 对 于 每 个 ae R, ra?) = (a)? € R3. 
这 表明 ， (R) C RG, 即 r 对 于 Ri 和 Re 的 惟一 序 是 保 序 嵌 入 ， 证 毕 . 

引 理 2.3.5 设 是 序 域 (Fi, Pi) 到 序 域 (Fo, P2) 的 一 个 保 序 嵌 入 ， Ri 和 Ro 
DIEF (Fi, Pr) 和 (Fo, Po) 的 实 闭 包 . HK BA M R 的 中 间 域 , 且 天 是 
五 的 一 个 有 限 扩张 ， 则 7 可 以 拓展 为 序 域 (K, RÌN K) 到 (Re, R3) 的 一 个 保 序 嵌 
入 . 

证 明 由 本 原 元 定理 , TH K = F(a). 记 f(z)=z"+alz"-1+.…+an 是 a 在 
Fi 上 的 极 小 多 项 式 . 由 定理 2.3.3 知 ，sgnp, (ps) > 0. 令 f(z) := 1" +r(a)r" + 
v7 (dn) € Fala). 由 于 了 是 一 个 保 序 嵌入 , ATRA, sgp, (Pr) = sgap, (ps) > 0. 
由 定理 2.3.3 A, f(z) 在 R PAR. 由 域 论 的 一 个 熟知 事实 ， 7 可 以 拓展 为 K 
到 Ro 中 一 个 媒 入 ， 设 rm, e, mr 是 由 7 所 拓展 的 K 到 R PERERA. 假若 ri， 
…' ar 都 不 是 所 求 的 保 序 嵌入 ， 则 对 于 宇 = 1, …, r, 有 某 个 bi € RINK, 使 得 
mi(bi) ¢ R3. 此 时 显然 有 Bi © Ra, 使 得 bi = 67, i=1, r. $ L= K (Bn br), 
N LÆR 的 一 个 有 限 扩张 ， 由 上 面 讨论 知 ， 必 存在 工 到 R 的 一 个 嵌入 r 显 
wR, ow |k 是 K 到 Ro 的 一 个 赔 入 ， 从 而 对 于 某 个 j € {1,… ,7}, 7 |k= n. 然而 
Tilby) = (bj) = (83) = (85)? € R2, 矛盾 因此 ， 在 i，…, mr 中 必 有 一 者 为 所 
求 的 保 序 嵌 入 ， 证 毕 . 

借助 于 Zorn 引 理 ， 上 面 结论 可 进一步 改善 为 如 下 定理 . 

定理 2.3.6 设 7 是 序 域 (Fi, Pi) 到 序 域 (Fo, Po) 的 一 个 保 序 杠 入 ，Ri 和 Ro 
分 别 是 序 域 (Fi, Pi) 和 (Fo, Po) 的 实 闭 包 , 则 7 可 以 拓展 为 序 域 (Ri, R?) 到 (Ro, R3) 
的 一 个 ( 保 序 ) RA. 

证 明 考虑 如 下 集合 : 

E:= {(K,1) | K 2A W Ri PR, rÆ (K, RINK) Bl (Ro, R3) 
HRFRKA, 1898 7 |p, = r} 
显然 ， (五 ,7) EE. 在 非 空 集 E 上 按 如 下 方式 规定 一 个 二 元 关系 =: 


(Ki,m) < (Ko, 72), 当 且 仅 当 Ki C Ke, A m |K, = m. 
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AA, < 是 三 上 一 个 偏 序 . 

对 于 三 中 任意 一 个 链 {(Ka,m) | A € A}, e K = Y, Ky. 3A, KÆRA 
和 Ri 的 一 个 中 间 域 . 对 于 每 个 ae K, 必 有 某 个 Mo e A, 使 得 ae Ky. 此 时 有 
Tio(a) € Ro. 容易 证 明 : 元 素 mho(a) 是 由 a 惟一 确定 的 ， 而 与 Ao 的 选取 无 关 . 据 
此 ， 有 一 个 K 到 Ro 的 映射 r, 使 得 对 于 每 个 ae K, r(a) = mo (a), 其 中 maola) 的 
意义 同上 .进一步 可 验证 : (K,7) e 5. 因而 , 链 {(Ky,m) | Ae A} ES PA 
个 上 界 (K,7). 

由 Zorn 引 理 知 ， = 中 有 极 大 元 (L,¢). RELA R, 则 有 ac Ry, 使 得 
ag L. 注意 到 ， $ 是 序 域 (L, RIN L) 到 (Re, R3) 的 一 个 保 序 典 入 ， 且 Ri 和 Re 
分 别 是 序 域 (L, RE OL) 和 (Ro, R2) 的 实 闭 包 .由 引 理 2.3.5 知 ， > 可 以 拓展 为 序 
IR (L(a), RÈ N L(a)) 到 (Ro, RÈ) 的 一 个 保 序 嵌 入 Y. 此 时 有 ， (Lia), y) € 2, A 
(L, 9) < (L(a) p), 矛盾 于 (L,9) 的 极 大 性 . AT L= Ri, BI o RE Ry 到 R 的 一 个 
HA. 证 毕 . 

由 定理 2.3.6, 我 们 立即 可 建立 如 下 关于 实 闭 包 的 惟一 性 的 结论 . 

定理 2.3.7 设 (FP) 是 一 个 序 域 ， 则 在 F- 同 构 的 意义 下 ， (F, P) 的 实 闭 包 
是 惟一 的 . 

证 明 H R 和 Re WEFR (F P) 的 实 闭 包 ， 则 我 们 只 需 证 明 ， 存 在 Ry 到 
Ro 的 一 个 F- 同 构 . 设 7 是 尺 上 的 恒 等 自 同 构 ， 则 由 定理 2.3.6 知 ， r 可 以 拓展 
为 到 Re 的 一 个 嵌入 G. 

WHE Ro, 且 令 f(z) 是 8 在 F 上 的 极 小 多 项 式 . 根据 定理 2.1.3 的 推论 ，j(z) 
在 Rife) 中 可 分 解 如 下 : 


F(z) = (z — a1): +- (2 — ar)l(z + b1)? + ef] [(z + bs)? +2], 


EP ai, bj, cj € Ri, H cG #0,i=1,…, 7;j=1,.…,s. 
注意 到 ， 4 可 拓展 为 多 项 环 Ri[z] 到 Role) 的 一 个 环 同 态 2, 使 得 


aoz” +012"? +++ + an — pa0)z™ + an-1)7"1 + --- + (an). 
从 而 有 


f(x) = G(f(z)) = (z -ġlaı))--- (2 — d(a,)) 
[(z + d(b1))? + d(c1)?] --- E + 4(b,))? + b(ce)?), 


其 中 glai), $b), lc) € Ra, B Gle;) #0,i=1,.…,7;j=1,.…,s. HH f) =0 
Bl, B= (ax), 对 于 菜 个 ke {1,… ,7}. 因此 ， 由 是 一 个 满 射 ， 即 4 是 R 到 Re 
的 一 个 F- 同 构 . 证 毕 . 

鉴于 上 面 定理 ， 当 REFR (F, P) 的 一 个 实 闭 包 时 ， 我 们 可 以 确定 地 称 RE 
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EIR (F, P) 的 实 闭 包 . 如 果 P 是 亚 序 域 (F,T) 一 个 正 锥 ， ABA BRE (F, P) 的 实 
闭 包 为 亚 序 域 (F, T) 的 一 个 实 闭 包 . 特别 地 ,对 于 实 域 已 的 任意 一 个 正 锥 P, FR 
(F, P) BRAGA F 的 一 个 实 闭 包 . 

推论 i REFR (F, P) HAD, Ki 和 K REFA RPR, rÆ 
Kı 到 Ke 的 一 个 F- 同 构 ， 则 7 EFR (Ki, R? N Ky) 到 (Ko, R? N Ka) 的 一 个 保 
序 同 构 ， 当 且 仅 当 Ki = K2, 且 r 是 恒 等 自 同 构 . 特别 地 ，R 上 的 F- 自 同 构 必 为 
恒 等 自 同 构 . 

证 明 充分 性 显然 ， 下 证 必要 性 . 设 7 是 所 给 的 保 序 同 构 ， 注 意 到 ， RR 既是 
(Ki, RN Ki) 又 是 (Kz, R? mn Ko) 的 实 闭 包 ， 由 定理 2.3.6 知 ，7 可 以 拓展 为 域 R 
上 的 自 同 构 r. 为 证 明 必 要 性 ， 只 剩 下 证 明 r 是 R 上 的 恒 等 自 同 构 . 事实 上 ， 如 若 
不 然 ， 则 有 a € RR, 使 得 r(a) +a. 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 a < rla), 这 里 < wR 
惟一 序 . 由 引 理 2.3.4 知 ，4 是 一 个 保 序 同 构 . 从 而 又 有 rla) < ra). 如 此 继续 下 
去 ， 我 们 可 以 得 到 如 次 无 限 个 R 中 元 素 ， a <a(a) < … < aa) <…. 4 f(z) 
是 a E F LARNER. 由 于 r 是 一 个 F- 自 同 构 ， 从 而 f(r"(a)) =0,n =0, 
1, 2, …; 这 矛盾 于 事实 ， jf(z) 在 R 中 仅 有 有 限 个 根 . 证 毕 . 

作为 上 面 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 确定 序 ( 正 锥 ) 在 单 代数 扩张 上 的 拓展 个 
数 . 

定理 2.3.8 设 (FP) 是 一 个 序 域 ， RR 是 它 的 实 闭 包 ，F(a) 是 下 的 一 个 单 
代数 扩张 ， 且 f(z) 是 ac 在 忆 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 如 下 三 个 非 负 整 数 相等 ， 

(1) f(z) 在 R 中 的 根 的 个 数 ; 

(2) F(a) 到 RR 中 的 F- ABS 

(3) EH P Æ F(a) 上 的 拓展 个 数 . 

证 明 设 m,m 和 大 分 别 为 如 (1), (2) 和 (3) 所 示 的 非 负 整数 . hite H age 
KA, m=n. 设 F(a) 到 RR 中 的 全 部 F- 嵌入 为 Tn 令 Qi = r (R?) := 
{u € F(a) | mi(u) € R?}, i = 1,.…, n. 根据 定义 可 验证 ，Q@i 是 F(a) 的 一 个 正 锥 ， 
且 PEQii=1,…,n. 若 Qi= QRP i j=l, n WIARE mior È 
序 域 (rj(F(@)), R? NT;(F(a))) 到 (m: (F(a)), RAT: (F(a) 的 一 个 保 序 同 构 , 这 里 
aj) 表示 F(a) 到 rj(F(a)) 的 同 构 m 的 逆 映 射 ， 显然 ， 二 (F(a)) 和 (F(a)) 都 
FEF A RSPR, A mons! 是 一 个 F- 同 构 . 由 定理 2.3.7 的 推论 知 ， mony? 
是 恒 等 自 同 构 ， 即 有 ri =r. 于 是 必 有 1i = j. 这 表明 : ER Q1, …, Qn 两 两 不 相 
等 . Alfin<k. 

现 设 Q EEH 已 在 F(a) 上 的 任意 一 个 拓展 ， 且 令 Ri EFR (Fla), Q) 的 
LAHE. 显然， R 也 是 序 域 (FP) 的 实 闭 包 . 由 实 闭 包 的 惟一 性 ， 存 在 Ri 到 
五 的 一 个 F- FAW. 由 于 o |F(a) 是 F(a) 到 已 中 一 个 F-RA, ARTE 
个 se€ {1,…,n}, 9 |F(a)= Ts 由 引 理 2.3.4 知 ， 少 是 保 序 同 构 ， 从 而 7, 是 序 域 
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(F(a), Q) 到 (R, R?) 的 保 序 嵌入 .由 此 易 知 ，Q = n; (R?) =Q. Alli, k <n. 
这 样 ， 我 们 有 n =k. 

根据 定理 2.3.3, 上 面 定理 中 所 指 的 三 个 非 负 整数 都 等 于 sgnp(py), 这 里 py 是 
由 多 项 式 f(z) 所 确定 的 已 上 二 次 型 . 

推论 1 i (F P) 是 一 个 序 域 ，F(a) 是 下 的 一 个 单 代数 扩张 且 f(z) 是 a 
在 五 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 正 锥 已 在 F(a) 上 有 拓展 ， 当 上 且 仅 当 sgnP(of) > 0. 

推论 2 (P,P) 是 一 个 序 域 ，a Ee P Hag F?, 且 a 是 多 项 式 z2?-a 在 下 
的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 则 正 锥 已 在 F(a) 上 恰好 有 两 个 不 同 的 拓展 Qi 和 Qa, 使 
得 ae Qi, fH -a E Qo. 

证 明 ic REFR (F P) 的 实 闭 包 . 由 所 设 知 ，z2 -aiat F ER) 
多 项 式 . BR (1+a)? -a>r 0, 但 0? -a<r 0. 由 中 间 值 定理 知 ， 在 RR 的 开 区 
间 ]0,1+al 中 有 一 个 根 Va. TR, -va 是 xz? 一 a ER PHAM. Ait, 
恰好 有 两 个 从 下 到 R 中 的 F- 嵌入 m 和 m, 使 得 mi(a) = Va, 而 mla) = 一 Va 
令 Qi = m (R?), i = 1, 2, WW Qi A Qo RER P E F(a) 上 的 全 部 拓展 ， 使 得 
a E Qi, Ti —a € Q2. 证 毕 . 
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在 上 节 中 ,定理 23.3 给 出 了 一 个 判定 系数 在 序 域 中 的 多 项 式 在 实 闭 包 中 的 相 
异 根 个 数 的 法 则 . 在 本 节 中 ,我 们 再 给 出 另 一 个 判定 多 项 式 的 实 根 个 数 的 方法 ， 这 
一 方法 是 由 Sturm 首先 发 现 的 ， 故 关于 该 方法 的 描述 被 称 作 Sturm 定理 ， 当 然 ， 
Sturm 定理 发 现 于 实 域 理论 的 创立 之 先 ， 其 原始 形式 仅 针 对 于 特殊 实 闭 域 一 一 实 
数 域 . 在 本 节 的 讨论 中 , 我 们 先 建立 更 一 般 的 Sylvester-Sturm 定理 ， 以 致 于 Sturm 
定理 可 作为 其 推论 而 得 到 . 

在 本 节 中 ， 下 列 定义 对 于 后 面 的 讨论 起 着 根本 性 作用 . 

定义 2.4.1 设 下 是 一 个 序 域 ，f(z), g(z) 是 Fle] 中 非 零 多 项 式 . 多 项 式 f(z) 
和 g(z) 的 Sturm 序列 是 指 Fla] 中 这 样 一 个 多 项 式 序列 (fo, fi, fi), 使 得 下 列 
条 件 成 立 ， 

0) fo=f, fhi =g; 

(2) fi-2 = fin 一 fo HP qi € Flz], E fi 的 次 数 低 于 fi-1 的 次 数 ，i = 2, 
(3) fe 是 f 和 9 的 一 个 最 大 公 因 式 . 

由 上 面 定 义 可 知 ， 借 助 于 多 项 式 的 带 余 除法 ， 我 们 可 以 得 到 Fi) 中 任意 两 个 
多 项 式 的 Sturm 序列 . 为 节省 符号 ， 对 于 一 个 序 域 (F<) A R, R 的 惟一 序 
今后 将 仍 用 < 表示 . 

定义 2.4.2 设 (F<) 是 一 个 序 域 ，RR 是 它 的 实 闭 包 ，(ao, a1,… ,ak) BHR 
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中 元 素 组 成 的 一 个 序列 ， 其 中 ao £0. 如 果 序列 (ao, a1,… ,ax) 中 全 部 非 零 元 素 按 
原来 顺序 排列 如 次 : oj， aja ajn HPO = ja < ja << je < k, MIN TER 
集 


{ji | ajaj < O} 


中 元 素 个 数 称 作 序列 (ao, a1,… ,ak) 的 变 号 数 , BICHE v(ao,a1,… ,ak). 

如 果 (fo, fi fr) 是 FIz] PIESA AK f H g 的 Sturm 序列 , Hae R, 1E 
得 f(a) #0, 那么 序列 (fo(a), 有 (a),… ,f(a)) 的 变 号 数 记 作 v(f 93a). 

引 理 2.4.1 设 尺 是 一 个 实 闭 域 ， f(z) e RIz]. Habe R, Ha<b, WA 
c eja, b, E io) = EOW, 


证 明 4 (2) = 7O - 70) - LALO o), W gla) = g0) = 0. 由 定理 
2.1.7 Bl, A c Ela, bl, 使 得 g'(c) =0, oe filo) = fe 10) fe ) . 证 毕 . 


引 理 2.4.2 设 尺 是 一 个 实 闭 域 ， f(z) € Ril, a, 这 ER, 且 a<b. 若 f(z) 在 
开 区 间 Ja, Of 内 恒 取 正 ( 负 ) 值 ， 则 f(z) 在 闭 区 间 [o, 引 上 严格 地 单调 递增 (递减 ) 

证 明 不 妨 设 f(z) 在 Ja, b| 内 恒 取 正 值 . 对 于 a, BE [a,b], 其 中 a < p, 由 引 理 
241 知 , H c ela, BLC la, bp eg HOLE) = pce) > 0. 由 此 可 知 ,f(a) < S(O). 
证 毕 . 

由 上 面 的 引 理 2.4.2, 我 们 可 以 建立 适合 实 闭 域 的 最 值 定理 如 下 . 

命题 2.4.3 设 RR 是 一 个 实 闭 域 ， f(z) e RIz]. Habe R Ha<b, WH 
f(z) 在 闭 区 间 [a, 相 上 有 最 大 值 和 最 小 值 , 即 有 c, d € [a,b], 使 得 对 于 每 个 ze [a,b], 
Fld) < $2) < FO. 

证 明 车 f(z) e R, 则 命题 显然 成 立 . 设 f(z) ¢ R, W f(a) 是 Rio] 中 非 零 多 
项 式 . iE u, +, us 是 1(z) HE Ja, bl 内 的 全 部 根 ， 且 令 f(c) 和 7(d) 分 别 为 序列 : 
Fla), FO), F), =, Flue) 中 的 最 大 元 和 最 小 元 . 由 引 理 2.4.2 易 知 ，f(c) 和 F(A) 
分 别 是 f(z) EM (a,b) 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 证 毕 . 

引 理 2.4.4 设 (及 <) 是 一 个 实 闭 包 为 的 序 域 ，f(z) 和 g(z) 是 Fle] 中 两 
个 互 素 的 多 项 式 ， (fo, fay fe) 是 f(z) 和 g(z) 的 Sturm 序列 . 车 a, BE R, 使 
得 a <b, fila) f(b) #0, i=0, L, k, HARB fofi fe EFKE Ja, | 内 至 多 有 
一 个 根 ， 则 当 fola) 和 fold) 具有 相同 符号 时 ，v(f,9;a) = v(f, 9:6). 

证 明 由 条 件 可 知 ， Ae PER, 且 对 于 i 二 1,…, k, fia MARE 
素 的 . 
由 于 fola) 和 fob) 有 相同 符号 ， 从 而 有 最 大 足 标 m, 0 <m <k, 使 得 序 
列 (Fola); =>, fala) 和 (Jo(b),… fa) 具有 相同 的 变 号 数 ， 我 们 的 目标 是 证 明 
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m=k. 

假设 m <k. 当 和 如 +a(a) 与 fm+1(b) 的 符号 相同 时 ， fm(a) 与 fm(b) 的 符号 必 
相反 ; 否则 序列 (Sola), , f(a); fm+1(a)) 和 (fol), ,fm(b), fm+1(b)) 具有 相同 
的 变 号 数 ， 此 时 必 有 m > 1. 由 中 间 值 定理 ， fm(z) 在 Ja,b[ 中 有 根 a. 由 于 fm- 
和 fst 均 与 fm(z) BR, AM a 不 是 它们 的 根 . 于 是 fm- 和 fmt 在 ]a,b| 中 无 
根 .于 是 Jm—1(@), fm-1(b) 与 fm—1(@); TH fm4i(@), fm4i(d) 与 如 +a(a) 具有 相同 
符号 . 由 于 fm- = gm+i 甸 一 名 Hb 从 而 fm-1(0) = 一 fm+1(a). 这 表明 ， fm-1(a) 
和 加 +i(a) 具有 相反 符号 , 且 fm-1(6) 和 fm+1(b) 具有 相反 符号 ,此 时 易 见 ， 序 列 
(Sola), 5 f(a), fni(a)) 和 (Solb), ,fm(b), fns (0) 具有 相同 的 变 号 数 ， 牙 盾 “ 
于 m 的 选取 ， 当 fmt1(a) 与 fmi (b) 具有 相反 的 符号 时 ， 必 定 有 m+1<k, 因为 
fe E É. 通过 类 似 于 上 面 的 讨论 可 知 ， 序 列 (fola), , fmla), fm+1(@), fm+2(a)) 和 
(fo(),*++ ,fm(b), fm+t1(b), fm+2(5b)) 具有 相同 的 变 号 数 ， 矛 盾 ， 因此 ，m =k. 证 
4, 


在 下 面 ， 我 们 将 建立 Sylvester-Sturm 定理 .为 叙述 简明 ， 我 们 需要 引进 一 些 
如 下 记号 . 

设 (F, P) 是 一 个 实 闭 包 为 R 的 序 域 ， f(z) 和 gl) 是 Flz] 中 非 零 多 项 式 ， 
a, b E R, (RB a < b, 则 集合 {ae R|a<a<b, f(a) = 0, fH g(a) > 0} 与 集 
合 {ae Rla<a<b, f(a) =0, iii g(a) < 0} 的 元 素 个 数 分 别 记 作 Ns(f,g > 0) 
和 Ns(f,g <0). BR, 对 于 ce R, KA a<c<d A f(e) £0, NXf,g > 0) = 
Nalf,g> 0) + Nel, g > 0), E Ne(f,g < 0) = Ne(f,g <0) + Ne(f,g <0). 

定理 2.4.5 (Sylvester-Sturm 定理 ) 设 (F, P) 是 一 个 序 域 ， 忆 是 它 的 实 闭 包 ， 
f(z) 和 g(x) 是 Flz] 中 非 零 多 项 式 . # a, be R, 使 得 a < 也 A f(a)f(b) £0, 则 
Nè (S, g > 0) — Ne(f,g < 0) = v(f, f'g;a) — vf, f'g). 

证 明 B (fos f s fe) BAAR f(x) M f'(z)9(z) HY Sturm 序列 . 4 gi = £, 
i=0, lyo, k. 易 知 ， (9g0,g1,… ,gk) 是 互 素 多 项 式 go 和 g 的 Sturm 序列 ， 使 
#8 U(f, f'g;a) = v(go,g1;a), E v(f, #95) = v(go,g1;b). 此 外 可 断言 对 于 a € R, 
gla) = 0, 当 且 仅 当 f(a) =0, 但 g(a) 40. 事实 上 ， 若 用 s 和 上 分别 表示 a 作 
为 f(z) 和 g(z) 的 根 的 重 数 ， 其 中 s > 0, t > 0, 则 a 是 f(e) Hstt-1 
W. 于是， a HEN file) 的 根 的 重 根 为 min{s,s +t 一 1}. 从 而 t = 0, 当 且 仅 当 
s~min{s,s+t—1}=1, Bf a £ go HY ( 单 ) 根 . 

将 多 项 式 的 乘积 有.… fe 在 RR 中 的 全 部 相 异 根 排列 如 下 : 


Qi <A < < Oy. 


Famatu i=l n RA 
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Qa:=ao<a<a<a<…<an-1<an<oan: 一 由. 


考察 每 个 开 区 间 Jai-1,ail, i = 1,…, n. 当 g(oi) 关 0 时 ，g 在 ja-oai[ 
中 无 根 .由 中 间 值 定理 知 ， go(ai-1) 和 go(ai) 具有 相同 符号 ， 由 引 理 2.4.4 知 ， 
(Go, 91 0i-1) = v(g0, 915 0i), 即 v(f,f'g;ai-1) = v(f, f'g; ai). 此 时 有 


o(f, f'g; ai-1) — o(f, f’g; ai) = 0 =0 -0 = Ne:,(f,g>0)— Ne:,(f,g <0). 


现 设 go(ai) = 0, 则 g(ai) # 0, A gi(ai) #0. Kit 9 在 ]ai-1,ail 中 无 
根 ， 即 知 gi (ai—1) 和 gila) 的 符号 相同 ， 注 意 到 (g1,… ,gk) 是 多 项 式 9 和 go 的 
Sturm FFA), THA g 和 go 互 素 . 由 引 理 2.4.4 知 ， 序 列 (gi(ai-1),… ,gk(ai-i)) 
和 (gi(ai),… ,gk(ai)) 具有 相同 的 变 号 数 , 这 表明 : 序列 (falai) ,f(ai-1)) 和 
(有 (ai),… ,f(ai)) 具有 相同 的 变 号 数 . 

对 于 g(ai) 的 符号 ， 分 情况 讨论 . 

(1) g(ai) > 0. 由 于 g(z) 在 闭 区 间 [ai-1, ai] 上 无 根 ， 从 而 必 有 g(ai-1) > 0, A 
g(ai) > 0. 注意 到 f'(c) 在 开 区 间 ]ai-l, ai[ 和 ]as,ai[ 内 都 无 根 ， 从 而 有 如 下 四 种 
可 能 : 

(1.1) f(z) 在 开 区 间 jw- as[ 和 ]as,ail 内 都 取 正 值 ， 此 时 ， 由 引 理 2.4.2 可 
知 ，f(ai-1) <0, TH flai) > 0. 

(1.2) f(a) 在 开 区 间 Jai-1, as[ 和 Jaial 内 都 取 负 值 ， 此 时 有 f(ai-1) > 0, 而 
F(a) <0. 

(1.3) f(x) 在 开 区 间 Jair, ai[ 和 Jaial 内 分 别 取 正 值 和 负 值 ， 此 时 ， 显 然 有 
Flai) <0 A f(a) <0. 

(1.4) f(z) 在 开 区 间 Joss, oi [ 和 ]ai,ai[ 内 分 别 取 负 值 和 正 值 ， 此 时 ， 显 然 有 
f(ai-1) >0 E f(a) >0. 

在 上 面 四 种 可 能 的 情况 下 ， 都 有 folai-ı)filai-1) < 0, 但 folai)filai) > 0. 因 
WA, of, f'ai) -vl f'g) =1=1-0= Ne (fg > 0) Nai, (fg <0). 

(2) g(a) < 0. 类 似 可 得 v(f,f'g;ai-1)-v(f,f'9;4i)= -1 = 0-1 = Ne ,(f,9> 
0) = Nai (f9 < 0). 


1 


BENE, 我 们 总 有 Na, (fg > 0) - Nè (fg < 0) = of, f’9;ai-1) - 
olf, f'g ai). 由 此 有 N&(f,g > 0)—NE(f,9 <0)= Pos >0)- Na, (fg < 
0))= Do, f'g;ai-1) — o(f, f'9; a) = o(f, f'9;.a) — olf, £956). 证 毕 . 

由 上 面 定理 ， 立 即 可 推出 下 面 的 Sturm 定理 

定理 2.4.6 i (F, P) 是 一 个 实 闭 包 为 R 的 序 域 ， f(z) 是 Flz] 中 非 零 多 项 
A, a, DER, BB a <b, H f(a)f(b) #9, W f(x) 在 RR 中 大 于 a 和 且 小 于 6b 的 相 异 


cll 


FAS 2 
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根 的 总 数 等 于 o(f, f'a) — olf, fib). 

证 明 只 需 在 定理 2.4.5 H, W 9 =1 即 可 . 

推论 1 设 (F, <) 是 一 个 序 域 ，f(z) = aor" +a! +--+ an € Fla), 其 中 
ao #0, W f(x) 在 (F, <) 的 实 闭 包 中 的 相 异 根 个 数 等 于 v(f,f'; 一 M) -vl f', M), 
这 里 M=1+》) Pa 


i=1 

i i RE (F<) MAW, 且 a 是 f(z) 在 RR 中 任意 一 个 根 . 通过 引 理 
1.2.2 的 类 似 证 明 , 可 知 -M < a < M. 由 此 知 ，f(z) 在 RR 中 全 部 根 都 在 ]—_M, M[ 
中 ， 从 而 由 定理 2.4.6 即 得 结论 . 证 毕 . 

推论 2 设 (<) 是 一 个 实 闭 包 为 已 的 序 域 ， f(z) 和 g(z) 是 Fla] 中 非 零 多 
AR, (fos fis» fe) 是 f(z) 和 f'g(z) 的 Sturm 序列 . 若 ai 为 卢 的 首 项 系数 ， 而 
bi H fi(—2) 的 首 项 系数 ，i = 0, 1 +++, k, 则 集合 {a ER | f(a) =0, 而 g(a) > 0} 
与 集合 {a € R| f(a) = 0, 而 g(a) < 0} 的 元 素 个 数 之 差 等 于 序列 (bo, b1, ,bk) 与 
(ao, a1,… ,ak) 的 变 号 数 之 差 . 

证 明 由 上 面 的 推论 1 知 ， 存 在 下 中正 元 素 M, 使 得 多 项 式 乘积 fofi fi 
在 R 中 全 部 根 都 属于 RR 的 开 区 间 ] - M, ML[ 由 定理 2.4.5 知 ， 只 须 证 明 : ai 和 
fi(M), 而 bi 和 fi(-M) 具有 相同 的 符号 ，i = 0, 1,…, k. 

假若 对 于 某 个 7 e {0,1,…,k}, ajfj(M) <0. i f(x) = ojzd+clza-1 十 .十 cd 
其 中 cu +++, ca € F, W A(O)A(M-!) = M~4a; f;(M) < 0, 这 里 hz) = oj tact 
soba’. 由 中 间 值 定理 知 , 有 6 E0, M-I, 使 得 MB) = 0. 此 时 易 知 ，f;(8-!) =0 
但 M <p, FE. 因而 ，aifi(M) >0,i=0,1,+--, k. 同 理 ， bji(-M) > 0， 
1 = 0, 1 ,大 证 毕 . 

作为 多 项 式 的 正 根 个 数 的 一 个 简单 估计 ,可 以 建立 如 下 命题 , 这 一 命题 常 被 人 
称 作 Descartes 引 理 . 

命题 2.4.7 设 (F<) 是 一 个 实 闭 包 为 R HFR, f(e) = aor” + aa" + 
… 十 an E Fla], 其 中 ao £0, WI f(x) 在 RR 中 正 根 个 数 不 超 过 序列 (ao,a1,… ,an) 
的 变 号 数 , H f(z) 在 已 中 正 根 个 数 和 序列 (ao,a1,… ,an) 的 变 号 数 具 有 相同 的 奇 
偶 性 ， 这 里 正 重 根 个 数 按 重 数 计算 . 

证 明 首先 , 对 n 施用 归纳 法 , 证明 前 一 结论 ， f(z) 在 R PER PRR 
序列 (ao, a1,… ,an) 的 变 号 数 . 当 = 1 时, 该 结论 显然 成 立 . 假定 该 结论 对 于 次 数 
为 n 一 1 的 多 项 式 成 立 . 现 考虑 如 命题 所 示 的 n 次 多 项 式 f(z), 且 记 m 为 f(z)( 在 RR 
H) 的 正 根 个 数 . 如 车 on = 0, 则 f(z) 的 正 根 个 数 等 于 aoe") + aye"? +--+ ana 
的 正 根 个 数 ， 由 归纳 假定 ， f(z) 的 正 根 个 数 不 超 过 v(ao, a1,… ,an-1), 即 不 超过 
u(ao,al ,an-lan). 下 设 an #0, AS f(x) = aoz"+alz"1+…+an-gz?+an, 其 
1 <q<n, Hang 40. Hm =1, Bf f(c) 只 有 一 个 正 根 , 则 易 知 (co 01,--- ,an) 
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中 至 少 有 两 个 非 零 元 素 具有 相反 符号 ， 即 v(ao,a1,… ,an) > 1 = m. 进一步 设 
m > 1. 由 定理 2.1.7 可 知 ， f'(z) 在 RR 中 至 少 有 m 一 1 个 正 根 分 别 介 于 f(z) 的 各 
对 相 邻 的 正 根 之 间或 为 f(z) HER. Sc 是 f(z) 的 最 小 正 根 ， 现 考虑 如 下 两 种 
情况 : 

(1) an-gan > 0. 由 于 f'(x) 在 开 区 间 ]0,c[ 内 无 根 ， 从 而 由 中 间 值 定理 知 ， 
jJ(z) 在 ]0,c[ 内 的 值 保持 相同 符号 .注意 到 ， f(x) = naor"? 十 (n 一 1)arz"? 十 
… 十 qan-qz9-1. 此 时 易 证 : 对 于 充分 小 的 ee]0, cl, 户 (e) 与 f'(z) 的 尾 项 系数 gang 
具有 相同 符号 ， 即 与 an 具有 相同 符号 . 因而 ，anf'(z) 在 ]0,c[ 上 恒 取 正 值 ， 由 引 
理 2.4.2 知 ， anf(z) 在 [0,c] 上 是 严格 地 单调 递增 的 .由 于 an f(0) = a? > 0, 从 而 
anf (x) 即 f(a) 在 [0,c] 上 无 根 . 这 表明 : f(r) 的 这 个 根 c 既 不 介 于 f(z) 的 任何 一 
对 相 邻 的 正 根 之 间 ， 又 不 是 f(z) HER. 此 外 , BR Cob, f(x) 在 RR 中 有 m1 个 
正 根 ， 其 中 每 个 根 都 介 于 f(z) 的 两 个 正 根 之 间或 为 f(z) 的 重 根 ， 因 而 ， f'(z) 至 
DA m ME RR 中 的 正 根 ， 即 f(z) 在 RR 中 的 正 根 个 数 不 超 过 f(z) 在 R 中 的 正 根 
个 数 . 由 归纳 假设 ，f(z) 在 RR 中 的 正 根 个 数 不 超 过 序列 (nao, (n 一 1)a1,… ,qan-g) 
的 变 号 数 ， 即 序列 (ao,a1,… ,an-g,… ,an) 的 变 号 数 . 

(2) an-qan < 0. HEAT, v(a9,a1,-++ ,an-g) = v(ao,al… ,an-o…… an) 一 1. AR 
据 定理 2.1.7 可 知 ， 多 项 式 f'(c) ER 中 至 少 有 m 一 1 个 正 根 分 别 介 于 f(z) 的 各 
对 相 邻 的 正 根 之 间或 为 f(z) 的 重 根 .由 归纳 假定 有 


m — 1 < v(ao, a1, +: ,an-g) = v(a0,01,*** ,@n—g,*** ,an) — 1. 
从 而 
m < v(a, @1,°** , ang, ,an). 


因而 ， 前 一 结论 对 于 n 次 多 项 式 也 成 立 ， 由 归纳 法 原理 ， 命 题 中 前 一 结论 获 

证 . 

现在 ， 我 们 来 证 明 命 题 中 后 一 结论 . 设 f(x) = aos” +a?! 十 … 十 an-q72) 
HHO <a <n, H ang £0. 记 f(z) 在 代数 闭 域 RIVI) 中 的 全 部 非 零 根 为 : 


有 
dı +erV=I, dı — e17], «++, de +eev—I, di — e7, 
其 中 bi, Cj, €r, de € R, bi > 0, i= 1, +++, m; cj > 0, j= 1, +++, 8; ek #0, k=1, +, 
t Hmt+s+2t=n-g. 
由 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 ， 我 们 有 


De FI a TI by IR +e) = (aye. 
记 1 jel” k=l Gn-q 


BEEZ h 
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若 序 列 (ao,a1,… ,an-a) 的 变 号 数 为 偶数 ， 则 ao 和 ong 的 符号 相同 ， 即 
-> 0. 由 此 有 ， (-Dm = (-1)™4% = (-1)"-e-* = 1. RRA: f(z) 在 


Qn— 

及 中 的 正 根 个 数 m 是 偶数 ， 同 理 可 知 ， 当 序列 (oo ai,…. ,an_4) 的 变 号 数 为 奇数 

时 ，ao 和 ang 的 符号 相反 ， 即 = <0. 此 时 可 证 ， f(x) 在 RR 中 的 正 根 个 数 是 
sg 


BR. 至此， 定理 获 证 . 
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在 82.3 中 ， 为 证 明 序 域 的 实 闭 包 的 惟一 性 ， 我 们 建立 了 著名 的 Sylvester 定理 
(定理 2.3.3), 这 一 定理 可 用 来 判定 序 域 上 的 多 项 式 是 否 在 实 闭 包 中 有 根 ， 然 而 ， 由 
于 Sylvester 定理 所 涉及 的 二 次 型 的 系数 不 是 直接 通过 多 项 式 的 系数 给 出 ， 从 而 在 
实际 应 用 Sylvester 定理 中 感到 不 方便 . 在 本 节 中 , 我 们 将 在 Sylvester 定理 和 Sturm 
定理 的 基础 上 作 进一步 的 讨论 ， 从 而 获得 更 深刻 且 应 用 方便 的 结果 . 

在 本 节 中 ， 始 终 设 (FP) EPF, REDRAR, E PCR, 则 由 
定理 2.1.3 知 ， RVD 是 包含 下 的 代数 闭 域 . 设 f(z) = aor” + aya"? +--+ an 
EF EAn KEIR, 其 中 n>0 且 ao £0, M f(z) 在 RVD e] 中 可 分 解 为 

f(z) = a(z — a1)-+-(t- an), 
Hp ai € R(V=1), i= 1, ++, n. 
对 于 每 个 非 负 整数 记 on := > ar. 根据 82.3 的 讨论 ， 我 们 可 以 得 到 F E 

i=l 

的 如 下 二 次 型 : 四 
pf :一 SV ois sey. 

i=l j=1 
由 Sylvester 定理 及 其 证 明 可 知 , 多 项 式 f(z) 在 RP THEE py 
的 符号 差 sgnp(pf), 而 f(z) 在 R(V=T) 中 的 相 异 根 的 个 数 等 于 二 次 型 pj 的 秩 . 

用 Ay 表示 二 次 型 pj 的 矩阵 ， 即 Ay = (oi+j-2)nxn. 记 or,…, ar 是 f(z) 在 
RR 中 的 全 部 相 异 根 ， 且 它们 的 重 数 分 别 为 m,- m 同时 ， 设 f(z) 在 RVT) 
中 但 不 在 R 内 且 成 对 出 现 的 共 思 e 根 为 1, 所 ; .…, Pe, Be- 令 Mu 为 根 Be 和 Be 的 相 
同 重 数 ，v = 1,…, 

考虑 F ERIT r+ 元 二 次 型 ， 
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r+2tr+2t | r 


s=} Y |E moit- + (Bit1-2 十 Bits >| ziz; 


i=1 j=1 Lu=1 


-m (E ai DE ie f'n) + (Sas) ] 


i=l 


“> 


显然 ， 上面 的 关系 式 给 出 了 玉 上 一 个 非 退化 线性 替换 . 通过 这 个 线性 替换 ，pr 化 
成 如 下 标准 型 : 


t 
pt= 3 muy? 中 ye Mo(vP420—1 = Yaz) 
uzl v=l 


由 此 可 见 ， 二 次 型 g 是 非 退 化 的 . AN, ERE 47 的 第 + 2t 个 顺序 主子 式 不 
HE. 由 于 Ay 的 秩 恰 为 >+ 2t, 因而 从 As OR r+ 2t + 1 个 顺序 主子 式 开始 ， 后 
面 的 顺序 主子 式 全 为 零 . 

通过 多 项 式 f 的 系数 构造 如 下 上 三 角 和 矩阵 : 


ao al az ©’ ani 
0 ao a … an-2 
C=] 0 0 a … an3 
0 0 0- a 


记 bij 为 对 称 和 矩阵 C*47C 中 第 i 行 第 j 列 元 素 ， 则 显然 有 


i-iii 


bij = DY ais -eonseaj—a—e, i, j= 1, n 


k=0 £=0 


由 此 有 bu = nag, H ba = (n — 1)aai. 4 i > j > 2 时， 借助 于 牛顿 公式 
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k 
Yarici = 一 kak(k = 1, +, n), 我 们 有 


i=l 


bij = So- 1- «(So 1 -oo 


L=0 


i=l 
= aj-1 (So) 
4=0 
+aj;-2 (Sa. 1- inst) eae 1k (So. enue] 


k=2 =0 
= (一 二 1l)ai- 1j- =i — iajaj-2 


ol 
+》 oj- 1- (5 S Qj-1-0Fk +e 一 > Qi-1- cou) 


k=2 (=1-k t=1-k 
= (n-i+l)aj-10;-1 — iajaj_2 


joa 
-Ð a- 1-k (a+ 1)ak+i-1 + D Qi-1- cout) 


k=2 4£=1—k 
= (n-i+1)aj-1a;-1 — iaja;-2 


j-1 j-1 -1 
- Sk 十 让 一 1)aj-1-kQk+i-1 一 Sajak ( > oso) 


k=2 k=2 =1—k 
= (n-it 1)aj-1a;-1 — iaiaj-2 
j= i 
- x (大 十 站 一 1)aj-1-kQk+i-1 一 Saks k (= Qj 1-20 0+ k+1 
大 一 2 k=l £=—k 
= (n—i+ 1)aj-1a;_1 一 iaiaj-2 
j-1 -2 k 
— (k +i- 1)aj-1-kāk+i-1 — T Di tern-e 
k=2 k=14=1 


一 h at 1)aj-14j-1 — iaja;_2 
pog 
-Sx (k +4 = 1)aj-1-kāâk+i-1 一 To- 1+ (Eo. 2—kOk+1-— 
k=2 =1 
= (n-it1)aj-14;-1 — iaja;-2 


j-i j-2 
= Dk 十 i 一 1)aj-1-kQk+i-1 + YG — l- lai-l+taj-e-1 
k=2 ł=1 
j-2 
= (n-i+1)aiiaj-1— $ (i +j- 2- 2m)amaitj-2-m- 
m=0 


定义 2.5.1 如 上 所 得 的 对 称 矩 阵 C*47C 称 作 多 项 式 f 的 Bezout HRE, Hid 
作 Bezout(f). 


42 第 二 章 。 实 闭 域 与 序 域 的 实 闭 包 


根据 上 面 的 计算 公式 , 容易 得 到 矩阵 Bezout(f) 的 所 有 元 素 . 显然 ,矩阵 Bezout(f) 
MA 合同 ， 且 两 矩阵 的 第 个 顺序 主子 式 仅 相 差 一 个 正 因子 aft, k= 1,---, 2. 
由 Sylvester 定理 和 上 面 的 讨论 ， 立 即 有 下 面 的 结论 . 

定理 2.5.1 所 设 同 上 , Hr 为 对 称 矩 阵 Bezout(f) 的 秩 , 则 下 面 的 事实 成 立 : 

(1) f(z) 在 已 中 的 相 异 根 的 个 数 等 于 对 称 矩 阵 Bezout(f) 的 符号 差 ; 

(2) f(z) 在 R(V=T) 中 的 相 异 根 的 个 数 等 于 秩 r; 

(3) 矩阵 Bezout(S) 的 第 r 个 顺序 主子 式 不 为 零 ， 但 第 个 顺序 主子 式 为 零 ， 
RE k>r. 

用 上 面 的 定理 25.1 来 考察 多 项 式 的 实 根 ， 既 要 计算 出 Bezout 矩阵 中 全 部 元 
素 ， 又 要 对 Bezout 矩阵 进行 合同 变换 以 求 出 符号 差 . 这 样 ， 不 仅 带 来 计算 和 记忆 
上 的 困难 ， 而 且 在 对 有 参数 的 多 项 式 的 Bezout 矩阵 进行 合同 变换 时 将 出 现 许多 繁 
杂 的 情形 ， 下 面 介绍 另 一 种 与 多 项 式 有 关 的 矩阵 一 一 Sylvester 矩阵 ， 只 需 计算 该 
矩阵 的 一 些 子 式 ， 即 可 获知 多 项 式 的 实 根 的 有 关 信息 . 

对 于 域 上 的 如 下 两 个 多 项 式 : 


f(z) = aoz” + aT”! + -+-+ an, 
g(a) = bya"? + baT”? + .+ bn, 


其 中 n> 0 H ao 头 0, 我们 可 构造 如 下 三 类 矩阵 : 
ao a az … an 
0 b b > bp 


ao a @2 … an 
S(f,g;k) : O by b o ba ， 


上 


an 


kx (n+k) 


o 
学 
7 
S 
s 


i 
& 
2 
& 
s 


S(g, fik) : 


2kx(n+k) 
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aa a 0 0 00- 0 
E E E E E EE 

T(J; 68) = aa a . ， 
三 


Lx(n+e+s) 
KH k, CEN, m s © NU {0}. 

在 下 面 ,矩阵 中 两 行 互 换 以 及 某 行 乘 以 —1 的 变换 将 称 作 第 一 类 初等 行 变 换 ; 
而 矩阵 中 某 行 乘 以 F 中 元 素 再 加 到 另 一 行 的 变换 将 称 作 第 二 类 初等 行 变 换 . 

引 理 2.5.2 设 多 项 式 f(z) 和 g(x) FE, ô= deg f(x) - degg(z), HARR 
除 式 ， f(z) = q(z)g(z) — (2), 其 中 q(z), r(x) € Flz], 且 degr(z) < m, WAFIY 
实 : 


CD 当 <5 时， 经 过 3k(k 一 次 第 一 类 初等 行 变换 矩阵 SU, gk) 可 化 为 
如 下 形式 的 矩阵 ， 


( T(f;k,0) 
Onxs | T(g;k,0) J 


(2) 4 > 6 时 ， 经 过 36(5 - 1) + 2K - 25 次 第 一 类 初等 行 变换 和 若干 次 第 二 
类 初等 行 变换 ， 甜 阵 SC, g; k) 可 化 为 如 下 形式 的 矩阵 


T(f;5,k — ô) 
Osxs | T(g;8, k- ô) : 


Oa2(k-5)x25 S(g,r;k — ô) 


证 明 (1) BA <4. 此 时 ， 经 过 3k(k 一 1) 次 第 一 类 初等 行 变换 ， 将 f(z) 的 系 
数 所 在 的 行 逐 行 上 移 ， 即 可 化 SUS, 9:k) 为 所 求 的 矩阵 形式 . 

(2) BA > 6. 首先 ， 经 过 35(6 - 1) 次 第 一 类 初等 行 变换 ， 逐 行 上 移 /ta) 的 系 
数 所 在 的 前 n — m 一 1 行 (第 一 行 除外 ), 即 可 化 S(f,0;k) 为 如 下 矩阵 : 


T(f;ô, k — 6) 
05x65 T(g;5,k—6) |- 
Osxs | S(f,g;k — ô) 


其 次 ， 根 据 所 给 的 带 余 除 式 -r(z) = f(z) 一 (2) 9(2), 经 过 若干 次 第 二 类 初等 
FTE, EM S(f,g;k) 可 进一步 化 为 如 下 矩阵 ; 
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T(f;6,k — 6) 
Osxs | T(gi5,k—5) |- 


Osxs | S(-r,g;k -— ô) 


再 将 矩阵 后 面 2K — 5) 行 分 成 相 邻 的 上 一 5 对 互 换 ， 最 后 把 -~r(z) 的 系数 所 在 
HI k- ô 行 分 别 乘 以 —1, 即 可 化 为 所 求 的 矩阵 形式 .证 毕 . 

定义 2.5.2 REAR f(z) 和 g(x) 同上 . 如 下 2n x 2n 矩阵 称 作 f(x) 和 gle) 
的 Sylvester 矩阵 : 


a a 02 | an 
0 b bh - bn 
ao a a an 
Sylvester( f, g) := 0 b bz > bn i 
ao a @ … an 
0 b bz © bn 


2nx2n 


特别 地 ， 当 g(z) 为 f(z) 的 微 商 f(z) 时 ， f(z) 和 f'(z) 的 Sylvester 矩阵 简称 作 
f(z) 的 Sylvester RE, HITE Sylvester(f). 

显然 ， Sylvester(f,9) = S(f,g;n). 下 面 ， 我 们 将 在 引 理 2.5.2 的 基础 上 ， 探 讨 
Sylvester 矩阵 的 有 关 重 要 信息 . 

设 多 项 式 f(z) 和 g(x) FL, {fofi ,fs) 是 f(z) 和 g(x) 的 Sturm 序列 ， 
A® 6; = deg fi — deg fis1, i= 0, +++, s— 1. 用 Dox 表示 矩阵 Sylvester(f,g) 的 第 
2k 个 顺序 主子 式 ， 大 = 1, …, n. 此 外 ， 用 Dory 表示 这 样 一 个 新 矩阵 的 第 2k 个 
顺序 主子 式 ， 这 样 一 个 新 和 矩阵 是 矩阵 Sylvester(f,g) 中 第 2k 列 被 第 2k +t 列 替换 
后 所 得 的 ， 其 中 0<t< n-k, k=l, +, n. 

现在 ， 我 们 可 以 建立 下 面 的 重要 定理 . 

定理 2.5.3 所 设 同 上 ， Hi ci AMARA, i=0,---,5, WA 

(D 当 ke{2 5610<t<s- 革 时 ，Dak=0. 


i=0 


£ 
(2) 4 k= S05 (O<e<s—1) BF, 


i=0 


Dax = (—1)** (coc)* (cre2)® .+ (ceces1)*, 


t 
其 中 ek = 5 AG 1). 此 时 还 有 
i=0 
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TE Dioro 
D t) nk-t 
feri(7) = ce+l > Dy : 


证 明 SBIR, Dox 是 矩阵 S(f, 9; k) 的 左边 2k RFK, Mi Dort) EER S(F, g; k) 
的 左边 2k — 1 列 和 第 2k 十 上 列 所 组 成 的 2k RFR, HF O< tS 2n- k. 

由 引 理 2.5.2 知 ,矩阵 S(f,g;) 可 通过 初等 行 变换 化 成 引 理 中 所 给 的 形式 . 如 
果 所 化 的 形式 为 引 理 中 第 二 种 形式 ， 那 么 右 下 角 的 子 矩阵 可 进一步 通过 相应 的 带 
余 除 式 作 行 变 换 ， 如 此 进行 下 去 ， 直 到 右 下 角 的 子 矩 阵 化 为 引 理 2.5.2 中 第 一 种 形 
Xk. 

令 


3 
we = Ý 6 = deg fo — deg fe+1, £=0,.., 8—1. 
i=0 


é-1 
Rus <k< we 0 < 4<s 一 1 由 上 面 的 讨论 知 Bat Yo 556-1) + Fb 
i=0 
Wena) (k 一 we-1 = 1) + 2m 次 第 一 类 初等 行 变换 和 若干 次 第 二 类 初等 行 变换 ， 其 中 
m EN, 矩阵 5(f,9;k) 可 化 为 如 下 形式 的 上 三 角 和 矩阵; 


T (fo; 60, k — wo) 
O | Thiio tõ k-n) 


O | T(fe-1;ôe-2 + 5e-1, k — we-1) 
O | THsk— wei + oe 10) 
O | T(fers5k — we-1,0) 


由 行列 式 的 性 质 知 ， 在 S(f,g;k) 和 A 中 ， 位 置 相 同 的 2k 级 子 式 仅 相差 同一 
符号 . 

Bk < we 时 ， 在 上 面 矩阵 A 的 最 后 一 行 中 左 端 零 元 的 个 数 为 ， deg fo +k- 
deg fer1-~1=k+we-1> 2k. 因而 ，A 的 左 端 2k 级 子 式 为 零 . 从 而 SU, g; k) 的 
左 端 2k 级 子 式 为 零 ， 即 Da = 0. 

Š k= we Bi k- wei = de BY, A 的 左 端 2k 级 子 式 为 上 三 角 行列 式 ,其 值 为 


Ry 5: be-1+5e 5, 
dc 


= (cocr)* (crea) ++ (cecess)®. 


由 行列 式 的 性 质 即 有 
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£ 
Ye Fas ~1) 42m 
Dax = (—1)i=0 dək = (—1)**dox. 

注意 到 deg fers = deg fo—k =n—k, 从 而 令 ferr(z) = cepi" Ă + bis"! + 
… 十 bn_k. HEAT AGL, A 中 前 2k — 1 列 和 第 W2k+t (1 < t <n—k) 列 所 构成 的 2k 
BFK dort) 与 左 端 2k RFK doe MUR, 除 左下 角 元 素 分 别 为 be 和 ce+l Sb, E 
对 角 线 上 其 他 元 素 都 相同 从 而 有 be = cep ED = yp) ED tank 

dək Dok 

于 是 有 


Dor.) 

t) „n-k-t 

é+1(2) = Ce+1 T 。 
Sexi (2) + > Day 


SUR) PAIR k> w 的 情形 . 4 k> ws-l 时 ,对 矩阵 SI, g; k) 作 一 系列 如 上 
初等 行 变换 .此 时 易 知 ， 最 后 所 化 成 的 矩阵 至 少 有 一 行 元 素 全 为 零 ,从 而 D2k = 0. 
证 毕 . 

现在 ， 我 们 来 建立 本 节 中 主要 结论 -— 定理 2.5.4. 在 此 之 前 ， 我 们 还 需要 引 
进 一 个 概念 . 

对 于 域 F 中 元 素 序列 a1,…, an 其 中 a £0, 可 得 到 它 的 符号 表 : 


€1 = sgn(a1), en = sgn(an), 


其 中 sgn(ai) HICK ai AFER P 的 符号 ，i = 1,…,n. 
只 要 在 上 面 符 号 表 中 有 零 介 于 两 个 非 零 元 之 间 ， 我 们 将 对 上 面 符号 表 进行 这 
样 的 修订 ， 对 于 表 中 每 个 如 下 符号 段 


[ei, 0,* ,0, ei+s], 
其 中 eieits 了 0 且 5>0, 代 之 以 如 下 项 数 相同 的 符号 段 
lei, -ep -eis ei ei -e5 , (~1)* F ei, ei45]. 


容易 看 出 ， 对 于 如 上 原来 的 符号 段 ， 修 订 后 的 符号 段 中 变 号 数 等 于 


5 1- cy phe o epn(eiess) 
= 


21 14(-1)° reas Qit6 
sat sen). 


对 修订 后 的 各 个 符号 段 中 变 号 数 求 和 , 即 可 计算 出 整个 修订 符号 表 的 变 号 数 ， 
这 一 变 号 数 称 作 原 序 列 1, …， an 的 修订 变 号 数 . 
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定理 2.5.4 设 fle) BR 上 的 一 个 n KER, Da Don RM 
Sveter(/) 的 但 关 主子 式 ， Da RICHIE TRE, Hit v WEA Da 
+, Don 的 修订 变 号 数 ， 则 
(1) f(z) 在 ROTT) SPAR PSEC AMARTH RELA v. 
(2) fle) 在 正中 相 异 根 的 数目 为 > 一 2 
(3) a 是 f(a) 的 m 重 根 ， 当 且 仅 当 a 是 如 下 多 项 式 的 m- 1 RiR: 
ale) = J. Pee nm, 


t=0 Da 
证 明 设 f(z) 和 微 商 f(x) 的 Sturm 序列 为 
fo = f(x), fi = f'(2), fas +s fas 
其 中 fs 为 f(z) 和 f'(z) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 
ie as = deg fi, i= 0, 1,---, s. BH 6; = dj —djui, j = 0, 1, =, 8-1, H$ 
we = S05; = do — dey, €=0, 1, +++, 8 — 1. 根据 定理 2.5.3, HRE Sylvester(f) 的 偶 
次 顺序 主子 式 中 的 非 夫 者 依次 为 


Da = Dawg, Dow, …，Dou 


由 条 件 知 ，r = w1 = do 一 ds = deat #). wean E i 在 R(V-1) 中 的 根 
恰好 为 f(z) 在 ROVT) 中 的 全 部 相 异 根 ， 从 而 可 知 ， f(z) 在 R(V=1) 中 的 相 异 
根 个 数 为 7. 

又 令 ci 为 fi ORAM, 1=0,1,---, s. 由 定理 2.4.6 的 推论 2 知 ，f(z) 在 
RR 中 的 相 异 根 个 数 为 序列 {(—1)%co, (-1)%e1,--+ , (—1)**cn} 和 序列 {co,c1,… ,cs} 
的 变 号 数 之 差 ， 即 等 于 


5 1- ee) -5 1 — sgn(cici+1) 


i=0 2 


£ x sgn(cici+1) — 1)®sgn(cici41) 


i=0 


= Dy ed 
osig- 
Sata 


注意 到 ， 在 序列 Do, ---, Dan 中 ， 需 要 修订 的 元 素 段 为 


[Dzw,_ 0…… ,0, Daw], i=1,.…,s—1. 
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根据 定理 2.5.3 和 修订 变 号 数 的 分 段 计 算法 ， 我 们 有 


e-1 
= 1+(-D) sen Dow, 
r-w= r- D (aa HEHE - ontse pe) 


i=l N= 


st éil- —1)% 
= +(e Py LHD) 


sol 56 
= 1+ Llosm(escess)® - LOW) 
= sgn(cocr)+ JO sgn(cicin)= Se sgn(cicin). 
= rp 
ati Set 
再 由 定理 2.5.3 可 知 ， f,(z) = csg(z). 从 而 g(x) 也 是 f(x) 和 f(x) 的 一 个 最 
KAAR. 根据 关于 根 的 重 数 的 熟知 事实 , 定理 中 结论 (3) 成 立 . 至 此 定理 获 证 . 
上 面 定理 是 由 杨 路 等 人 提出 的 . 对 于 一 个 具有 参数 的 多 项 式 , 可 通过 定理 2.5.4 
获得 一 些 仅 含 参数 的 多 项 式 关系 式 组 ， 这 些 关 系 式 组 构成 一 个 判定 所 给 多 项 式 的 
实 根 与 虚 根 的 个 数 和 重 数 的 完备 系统 . 因而 , 这 些 关系 式 组 被 称 作 所 给 多 项 式 的 判 
别 系统 ， 在 文献 [198] 中 ， 一 个 关于 六 次 一 般 多 项 式 的 判别 系统 被 建立 . 
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在 82.3 中 ,我 们 建立 了 关于 序 CEH ) 在 单 代数 扩张 上 拓展 的 一 个 结论 ， 见 定 
理 2.3.8 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 对 序 域 的 单 超越 扩张 进行 讨论 . 

设 (F<) 是 一 个 序 域 ，t 是 F 上 的 一 个 超越 元 ， 为 研究 < 在 F(t) 上 的 拓 
展 ， 可 先 将 序 域 (F, <) 扩充 为 它 的 实 闭 包 R, 然后 再 讨论 RR 的 惟一 序 在 R(t) 上 的 
拓展 ， 最 后 将 拓展 的 序 限制 到 子 域 F), 即 得 < 在 F(t) 上 的 拓展 ,实际 上 ， 域 下 
的 序 < 在 F(t) 上 的 所 有 拓展 与 R(t) 的 所 有 序 之 问 存在 一 个 一 一 对 应 . 

命题 2.6.1 设 (F, P) 是 一 个 序 域 ，t 是 下 上 一 个 超越 元 ，R 为 (FPP) 的 实 
闭 包 ， 记 Ero 为 R(t) 的 所 有 正 锥 组 成 的 集合 ， 且 trdo(P) WER PE F(t) 上 
的 所 有 拓展 组 成 的 集合 ， 则 Ape) 到 Yre (P) 的 如 下 限制 映射 : 


Tr: QQ@mQonFt，Qetneo， 


是 一 个 一 一 对 应 . 

证 明 Pe XrolP). + Ri Æ (F(t), P) 的 实 闭 包 , A Ro BF ER 中 的 
代数 闭 包 ,由 命题 2.1.5 可 知 ， Ro 也 是 (F, P) 的 实 闭 包 .根据 实 闭 包 的 惟一 性 ， 
TE RBI Ro 的 一 个 F- 同 构 7. 注意 到 上 是 R 和 Ro 上 的 超越 元 从 而 7 可 拓展 
成 R(t) 到 Ri 的 一 个 嵌入 r, EE alt) =t. $ Q= 7R?) WAM, QF R(t) 
的 一 个 正 锥 ,使 得 Qn F(t) = Pi. 因而 ， 映 射 > 是 一 个 满 射 - 
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Mik Qi, Q2 € Xa), A Qi N F(t) = QN F(t). & Ri A Ro FANE (R(t), Q1) 
和 (RE), Q) 的 实 闭 包 . 显然， Ri 和 Ro WEFR (F(t), P) 的 实 闭 包 ， 这 里 
P= QN F(t) = Q20 F(t). 根据 实 闭 包 的 惟一 性 ， 存 在 R 到 Ro 的 一 个 Fe- 
同 构 r. hF RR 是 下 在 Ri 中 的 代数 闭 包 ， 从 而 a(R) 是 F E R 中 的 代数 闭 
包 . 注意 到 RE FE Ro 中 的 代数 闭 包 从 而 r(R) = R. 这 表明 在 R 上 的 
限制 |r 是 R 的 一 个 F- BY. 由 定理 2.3.7 的 推论 知 ，r |R 是 R 的 恒 等 
自 同 构 ， 由 此 可 知 ， 在 R(t) 上 的 限制 rlre 是 R(t) 的 一 个 恒 等 自 同 构 . 于 是 
Qu ="7(Q1) = 7(RINR()) Er(RI)NA(R)) = RENR(t) = Qa, MIWA Qi = Q2- 
因而 ， 映 射 > 是 一 个 单 射 ， 证 毕 . 

鉴于 上 面 的 命题 ， 本 节 的 讨论 将 从 考察 实 闭 域 的 单 超越 扩张 上 的 序 而 展开 . 

定义 2.6.1 设 (FP) 是 一 个 序 域 .下 的 一 个 子 集 DD 称 作 已 关于 P BUF 
Sp) 的 一 个 分 割 ， 如果 对 于 每 个 ae F, 只 要 有 某 个 de D, 使 得 a <p d, 总 有 
aeEDD. 

当 RR 是 一 个 实 闭 域 时 ， R 关于 它 的 惟一 正 锥 UF) 的 分 割 简 称 R 的 一 个 分 
割 ， 为 方便 起 见 ， 对 于 实 闭 域 RR 的 一 个 分 割 D, 下 列 记号 将 采用 : 4 D=o 时 ， 
id D= D_o; 4 D= REY, i D= Dto; 4 D 中 有 最 大 元 素 b 时 , ik D = Di+; 
而 当 R\D 中 有 最 小 元 素 上 时 ， 记 D = Dy. 注意 ， 除 这 四 种 类 型 的 分 割 外 ， 还 有 
另外 的 分 割 ， 除 上 面 所 列 的 四 种 分 割 外 的 其 他 分 割 称 作 超越 分 割 . 

例 1 设 尺 是 有 理 数 域 Q 在 实数 域 中 的 代数 闭 包 . 由 命题 2.1.5 AI, RE 
一 个 实 闭 域 . 令 r = 3.1415… RAMA, W r ER, og R. ERE 
集合 : 

D={a€R]|a< n}. 

AR, Die R 的 一 个 分 割 ， 且 D 是 一 个 超越 分 割 . 

命题 2.6.2 设 R 同 上 ，t 是 上 一 个 超越 元 , 则 RE 的 全 部 序 与 已 的 全 部 
分 割 之 间 存在 一 个 一 一 对 应 . 

证 明 对 于 任意 Q € Xe), 可 构造 R 的 如 下 子 集 : 


D(Q) := {a E€ R |a <q t}, 
这 里 ， <q 是 Q 的 对 应 序 ， 易 证 ， D(Q@) 是 已 的 一 个 分 割 . 
从 而 ， 有 一 个 从 R(t) 的 全 体 序 Xa 到 RR 的 全 体 分 割 PR 的 如 下 映射: 
$ Q> DQ), QE Xr) 


对 于 D € Dr, 令 QP 是 乘法 群 R(t) 中 由 全 部 如 下 四 种 元 素 所 生成 的 子 群 ， 
(1) a?, 其 中 a 取 遍 R 中 全 部 非 零 元 素 ， 即 ce 已 
(2)t—d, HH de D; 
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(3)e—t, He € R\ D; 
(4) (t+)? +2, HH b, ce RA cH. 
对 于 每 个 非 零 多 项 式 f(t) € Rit), 由 定理 213M, f(t) 可 表示 为 


f(t) = ofS 1-a) Be o| 位 er vail, 
i=l k=1 

其 中 n, m 和 s 均 为 非 负 整 数 ，di € D, ej € R\ D, a, br, ck E€ R, HM ce 不 为 
零 ，i=1,…,n;j=1,.…,m;k=1,..,s. 

根据 ae R? 或 ae -R 分 别 有 f(z) € QP 或 f(z) e -QP， 由 此 有 ， 
(43) € QP, 对 于 任意 非 零 f(t), g(t) € Rit). 

此 外 ,可 断言 ,对 于 两 个 多 项 式 s(t), g(t) E€ QP, f(t)+g(t) e QP. HL, 如 
若 不 然 ， 则 FO) + g(t) = 0 È F(t) + g(t) € -QP, 即 F(t) + g(t) = 一 h(t), 对 于 某 个 
A(t) € QP. 由 QP 的 定义 ，f(t), g(t) 和 h(t) 均 可 表示 为 有 限 个 如 上 四 种 元 素 以 及 
它们 的 逆 的 乘积 , 从 而 这 些 元 素 只 涉及 有 限 个 如 下 两 种 形式 的 一 次 因 式 ， (1)t 一 di， 
SEH di € D, i =1,---, r; (2)ej—t, HH ej € R\D,j =1,---, s. 此 时 , 必 有 be R, 
使 得 di <b<rpi= lr j= l, s 将 t= 二 5 代入 S), gl) 5 hlt), W FO), 
9(b) 与 h(b) 均 为 R PIETER. 然而， f(b) + g(b) = 0 或 b)+ gb) = -A(b), F 
慎 ， 由 此 断言 易 知 ， QP 对 于 加 法 也 是 封闭 的 . 

RF Qo = Q2 U{0}. 由 上 面 的 讨论 知 ， Qp 对 于 RE) 的 乘法 与 加 法 都 是 封 
闭 的 ， 此 外 ， -1 ¢ Qp; 否则 有 -1, 1 € QP, 进而 0 = (-1) +1 e QP. 对 于 任意 
FG) ERO 其 中 AO, ot) 9% Re 中 非 零 多 项 式 ， 由 上 面 讨论 知 ，g2(D) € QP, 


Fale) € QP 或 -QD. 从 而 or € QC Qn, x Pa e -QP c -Qp. 因而 


R(t) = Qn U -Qp. 根据 定义 1.1.2, Qn € Xpd, 即 Qo 是 R(t) 的 一 个 序 . 
这 样 ， 我 们 可 规定 Dr 到 Zro 的 如 下 映射 : 


yp: 也 一 Qp，DeDR. 
进一步 可 验证 ， 少 是 $ 的 道 映射 因此 ， 是 一 个 一 一 对 应 . 证 毕 . 
由 上 面 命题 ， 容 易 建 立 下 面 的 定理 2.6.3. 


定理 2.6.3 设 是 一 个 实 闭 域 ， 且 + 是 R 上 一 个 超越 元 ， 则 R() 的 每 个 序 
(ERE) 恰好 是 如 下 形式 之 一 
(1) Qro = G |f, 9 € Rie, f=0 8 jg 的 首 项 系数 为 正 }; 


(2) Q-w := {7 a Í 9 € Rit), f = 0  F(—t)g(—t) 的 首 项 系数 为 正 }; 
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(3) Qa+ := if |f, g € Rit], f= 0B f(t +a)olt +a) 的 尾 项 系数 为 正 }, 对 于 
某 个 ae 已 

(8) Qa- = {É 14, 9 € RE), f= 08 Fla — tala 一 昌 的 必 项 系数 为 正 } 对 于 
某 个 a€ RR; 

(5) Qp = £ | f, g € Rit], f =0 或 有 某 个 de D 以 及 ee R\ D, HA f(t)g(t) 
在 区 间 Jd e| 上 取 正 值 }, 对 于 RR 的 某 个 超越 分 割 D. 

此 外 ， R(t) 的 一 个 序 Q 是 在 R 上 的 阿 基 米 德 序 ， 当 且 仅 当 对 于 已 的 某 个 超 
RAN D, Q = Qo. 

证 明 设 @ 是 R(t) 的 一 个 任意 序 ， 则 命题 2.6.1 9, Q=Qr, XE DER 
的 某 个 分 制 .根据 分 割 的 分 类 ， 我 们 有 如 下 可 能 情形 ， 

(1) D = Dio = R. 根据 命题 2.6.1 的 证 明 中 关于 QD 的 规定 可 知 , Qo C Qro: 
再 根据 81.1 中 例 3, Qro 是 R(t) 的 一 个 序 ， 从 而 必 有 Qp = Qro, Bl Q = Qio. 

(2) D = D-o = 4. 通过 类 似 于 情况 (1) 的 讨论 可 知 ， @ = Qo. 

(3) D= Dan 其 中 a 是 D PRKER. 由 Qo 的 规定 可 知 ，Qp C Qar. 再 根 
据 定义 1.1.2 可 验证 ， Qs+ 是 RE) 的 一 个 序 ， 从 而 必 有 Qo = Qar M Q= Qar: 

(4) D = Da, 其 中 a 是 R\ D 中 最 小 元 素 ， 类 似 地 可 证 ，Q = Qa- 

© D EDRN. iQ = {Í | A, g € Ril, f=0 RAK de D W 


及 ee R\D, 使 得 f(t)g(t) 在 区 间 Jdel 上 取 正 值 }. 对 于 非 零 的 也 w € Qp, 其 中 


FO), g(t) € Rit}, f(t)g(t) € QP. 由 QP 的 规定 可 知 ， f(t)glt) 可 表 为 如 下 形式 ， 
FOI) -e See a] $e- (Derner, 
j=1 k=l 


EF n, m 和 s 均 为 非 负 整数 ，di € D, ej € R\ D, a, br, Ck € R H a A ck RH 
Ẹ, i=l, e,n j=l, m k=l, s. 

Ën > 1, $ d= max{di |i=1,---,n}; 否则 令 d H D 中 任 一 元 素 ， 此 外 ， 
4 e=min{e; | j =1,---,m}, Æ m > 1; BWS e X R\D 中 任 一 元 素 . 由 于 
D 是 一 个 超越 分 割 ， 从 而 必 有 d< e 此 时 显 见 ， f(t)g(t) 在 Jd e| ERER. 从 
iO eQ 即 有 Qp CQ’. 根据 定义 1.12 易 知 ， OR RO 的 一 个 序 ， 因 而 ， 
Q=Qo=Q. 

注意 到 ， 在 情况 (1) 和 (2) F, t EE R 上 的 ( 正 或 负 ) 无 限 大 元 素 ， 而 在 
情况 (3) 和 (4) 中 ，t 一 a 是 在 R 上 的 ( 正 或 负 ) 无 限 小 元 素 ， 因 而 ， 这 四 种 情 
况 下 的 序 都 是 在 R 上 的 非 阿 基 米 德 序 . Rik 8 = Qp, 其 中 D 是 R 的 一 个 超越 
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eal, aL 4 € Qo, 其 中 S(t), g(t) 均 为 RY PHELAN. BA, SOM), 


P(t) € Qn. 由 上 面 的 论证 知 ， 有 de DUR e e R\ D, 使 得 f(t)g(t) 和 gt) 
在 ldel 上 都 取 正 值 ， 由 适合 实 闭 域 的 最 值 定理 ， 在 闭 区 间 [d e] 上 f(t)g(t) 有 最 
大 值 M, 而 g(t) 有 最 小 值 m. 显然 ， M > 0 且 m > 0. 此 时 易 知 ， 在 ldel 上 ， 
m(M— si ae ih Bi erie ale Feuer vat EQ. 

T, mi 
从 而 a 一 7 mg) EONO ae 
明 ，@ 是 在 R 上 的 一 个 阿 基 米 德 序 ， 至 此 ， 定 理 获 证 . 

现在 ， 我 们 可 以 建立 下 面 定理 . 

定理 2.6.4 (FP) 是 一 个 实 闭 包 为 RAVER, CRE 上 的 一 个 超越 元 ， 
NIERE P TE F(t) 上 的 每 个 拓展 恰好 是 如 下 形式 之 一 : 

(1) Qto N F(t); 

(2) Q- N F(t); 

(3) Qa+ N F(t), 对 于 某 个 ae R; 

(4) Qa- N F(t), 对 于 某 个 ae R; 

(5) QD N F(t), 对 于 忌 的 某 个 超越 分 割 D 
其 中 符号 Qro Q_。, Qar, Qa- 和 QD 的 意义 同 定理 2.6.3. Web, P E F(t) 上 
的 拓展 是 在 玉 上 的 阿 基 米 德 正 锥 ， 当 且 仅 当 所 拓展 的 正 锥 为 8Qp nF(t), 这 里 D 是 
的 一 个 超越 分 割 . 

证 明 显然 ,上 面 五 种 形式 的 正 锥 都 是 已 在 F(t) 上 的 拓展 . 反 过 来 , 设 Pl 是 
PHE F(t) 上 的 任意 一 个 拓展 . 根据 命题 2.6.1 知 ， Pi = Qn El), HH Q È R(t) 
的 一 个 序 ， 再 由 定理 2.6.3 知 ， Pi 具有 上 面 定理 所 示 的 形式 . 

进一步 设 Pi = 8 F(t) 是 在 上 的 阿 基 米 德 序 ， 其 中 8 是 R(t) 的 一 个 序 . 
由 定理 1.4.2 知 ， Q 也 是 在 上 的 阿 基 米 德 序 ， 自 然 是 在 R 上 的 阿 基 米 德 序 ， 由 
定理 2.6.3 A, Q= Qp, 其 中 D 是 R 的 一 个 超越 分 市 . 由 此 有 Pi = QDp Nn Fit), 
其 中 D 是 R 的 一 个 超越 分 割 反之 , HP = Qp Nn F(t), 其 中 DD 是 RR 的 一 个 超 
越 分 割 ， 则 由 定理 2.6.3 可 知 ， Pi 是 在 上 的 阿 基 米 德 序 ， 定 理 获 证 . 
定理 2.6.5 设 (FP) 是 一 个 序 域 ，t 是 上 的 一 个 超越 元 ， 则 下 列 叙 述 等 


价 ， 

(1) P Æ F(t) 上 有 一 个 拓展 Q, 使 得 Q 在 FF 上 是 阿 基 米 德 的 ; 

(2) 不 存在 (F, P) 到 实数 域 R 的 这 样 一 个 保 序 赚 入 r, 使 得 及 是 (PF) 的 代数 
扩张 

证 明 (1) = (2): 设 P 在 F(t) 上 有 一 个 拓展 Q, 使 得 Q 在 下 上 是 阿 基 米 德 
的 . 假若 存在 (F, P) 到 实数 域 及 的 这 样 一 个 保 序 散 入 r, 使 得 ROE (F) 的 代数 扩 
张 ， 则 (FP) 显然 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 . 此 时 易 知 ， (F(t), 8) 也 是 一 个 阿 基 米 德 
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序 域 . 根据 定理 1.4.5, 存在 (F(t), Q) 到 实数 域 R 的 一 个 保 序 嵌 入 7. 注意 到 r 在 
F EERE rle Æ (F, P) 到 实数 域 R 的 一 个 保 序 嵌 入 ， 由 定理 1.4.5 中 的 惟一 性 
知 ，7|F=T 由 于 T(F(t)) 不 是 r(F) (= r(F)) 的 代数 扩张 ， A r(F()) CR, 从 而 
及 不 是 r(FE) 的 代数 扩张 ， 矛 盾 .， PA, BGR (2) 成 立 . 

(2) = (1): 设 R HFR (F, P) 的 实 闭 包 .现在 分 情况 讨论 . 

情况 1 (F P) 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 . 由 定理 1.4.2 知 ，(R, R?) 也 是 一 个 阿 基 
米 德 序 域 . 根据 定理 1.4.5, 存在 (R, R?) 到 实数 域 R 的 一 个 保 序 嵌 入 T. 由 叙述 (2) 
知 ， 民 不是 rR) 的 代数 扩张 ， 从 而 有 a ER, 使 得 a 在 r(R) 上 是 超越 元 . 由 此 
可 构造 R 的 如 下 子 集 : 


Di := {a E R | x(a) < a}. 


易 知 ， Di 是 的 一 个 超越 分 割 . 

情况 2 (FP) 不 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 .此 时 有 ec F, 使 得 e 在 有 理 数 子 
域 Q 上 是 无 限 小 元 素 ， 由 于 -e 也 是 在 有 理 数 子 域 Q 上 的 无 限 小 元 素 ， 从 而 可 设 
ee PCR ides PZDR e -er 在 及 中 惟一 正 根 ， 其 中 为 自然 数 ， 显 
WR, l>med>mel>m-->mes >p. 由 此 可 构造 RR 的 如 下 子 集 : 


Da := {a € R| 对 于 每 个 自然 数 mw a <m es}. 


易 知 ， Da 是 RR 的 一 个 分 割 EEF, ec Da, 但 1 ¢ Do. 从 而 De # Dio, 且 
Da # D-o. # a € D2, $F 0 <p e <r a, 则 对 于 每 个 自然 数 w 都 有 a <p ert. 
从 而 ae- "5" <pa eT. 由 于 err 在 Q@ 上 是 无 限 小 AT eT <m 3, 即 有 
ae- 所: <m $. 由 此 有 2a < e™™, BY 2a e Do. 显然 a <m 2a. 这 表明 Da 中 没有 
最 大 元 . 又 设 a € R\ Do, 则 对 于 某 个 自然 数 上 eX <m a. 此 时 ，e 太 FE R\ Do, 
Her <m a 这 又 表明 Ds 中 没有 最 小 元 . 因而 ， D 是 RR 的 一 个 超越 分 割 

根据 定理 2.6.4, EM P 在 F(t) 上 有 一 个 拓展 Q, 使 得 @ 在 上 是 阿 基 米 德 
的 . EH. 


第 三 章 ” 实 赋值 与 实 位 


在 域 论 这 一 领域 中 , 关于 赋值 的 研究 是 一 个 重要 课题 . 在 本 章 将 研究 一 类 与 实 
域 和 序 域 密切 相关 的 赋值 及 其 相应 的 位 ， 这 就 是 所 谓 的 实 赋值 和 实 位 . 在 本 章 中 ， 
我 们 将 考察 实 赋值 (位 ) 与 序 之 间 的 “ 相 容 ” 关系 ， 实 赋值 (位 ) 的 构造 与 拓展 ,同时 
建立 与 实 赋值 ( 实 位 ) 相关 的 重要 结论 。 对 于 赋值 论 的 一 般 知 识 ， 读 者 可 以 查阅 参 
考 书 [50] 和 [76]. 


§3.1 实 赋 值 


为 清楚 起 见 ， 在 给 出 实 赋值 的 定义 之 前 ， 先 回顾 赋值 论 中 有 关 概 念 和 基本 事 

x. 

i G 是 一 个 Abel 群 ， 其 运算 记 作 加 法 ， +. HO 上 有 一 个 全 序 <, 使 得 对 
Fa,b,ceG, Hatce<bFc, RE a <b, N < HERE G 的 一 个 序 且 称 (G,<) 
是 一 个 序 群 . 在 G 上 添加 一 个 独立 元 素 00, 可 得 到 集合 Goo. 进一步 补充 规定 如 
F: (1) 对 于 每 个 a € Gu, a+ oo = œ +a = œ; (2) 对 于 每 个 ae G, a < œ. 
则 Goo 对 于 运算 + 是 一 个 交换 半 群 ， 且 G 的 序 < 被 拓展 到 Go 上 . F FI Go 
的 一 个 映射 v 称 作 F 的 赋值 ， 如 果 下 列 条 件 成 立 ， (1)v(a) = co 当 且 仅 当 a = 0; 
(2)v(ab) = v(a) + v(b); (3)v(a + b) > min{v(a), v(b)}. HEAT, o(F) 是 G 的 一 个 子 
群 ， 且 被 称 作 赋 值 v 的 值 群 . 由 上 面条 件 可 推出 。 (4)v(1) = 0, v(-a) = v(a); 
(5) Æ v(a) # v(b), 则 v(a +b) = min{v(a), v(b)}. 

域 已 的 一 个 (包含 单位 元 1 的 ) 子 环 4 被 称 作 FF 的 一 个 赋值 环 ， 若 对 于 每 个 
Pac F, a € A 或 a cA 赋值 环 4 是 一 个 局 部 环 ， 于 是 ， 4 中 全 部 不 可 道 
TRAR 4 的 惟一 极 大 理想 M, AM 被 称 作 4 的 赋值 理想 . 从 而 ， A = MUU, 
且 MNUV=9, 这 里 U 是 4 中 所 有 可 逆 元 对 于 乘法 组 成 的 群 。 此 时 ， 剩余 域 4/M 
称 作 4 的 剩余 域 . 

对 于 域 的 一 个 赋值 w 可 定义 F 的 如 下 子 集 : 


Ay = {a E F | v(a) > 0}; 
M, = {a € F | v(a) > 0}; 
U, = {a € F | v(a) = 0}. 


容易 验证 ， A 是 下 的 一 个 极 大 理想 为 Mo, MICH Us 的 赋值 环 . AM, Av, 
My 和 Uy 分 别称 作 v 的 赋值 环 ,赋值 理想 和 可 逆 元 群 。 此 外 ， 4,/M, 称 作 赋值 v 
的 剩余 域 ， 且 记 作 Fo. 
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在 等 价 的 意义 下 ， 域 的 赋值 是 由 它们 的 赋值 环 惟一 决定 的 . 此 外 , RP y 
赋值 和 赋值 环 二 者 之 间 是 可 相互 转化 的 . 对 于 这 种 转化 , 域 的 全 体 赋 值 环 与 所 有 的 
赋值 等 价 类 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 . 

在 赋值 论 中 ， 下 列 关于 单 超越 扩张 的 赋值 的 结论 是 熟知 的 . 

命题 3.1.1 设 " 是 域 F(t) 的 一 个 非 浅显 赋值 ， 其 中 是 域 上 的 超越 元 ， 
是 v 的 值 群 ， 且 对 于 每 个 非 零 ce F, v(a) = 0, BAF 序 同 构 于 加 法 群 Z, A 
将 一 和 2 等 后， 则 有 下 列 两 种 可 能 情况 : 

(1) 对 于 某 个 不 可 约 多 项 式 p(t) € Fit), v(p(t)) = 1, 而 对 于 Fle) PRE plt) 整 
除 的 多 项 式 glt), v(g(t)) = 0. Heat, v 的 赋值 环 4。 = (FIA) ip) ( 环 Fl] RF RE 
想 (p(t) 的 局 部 化 ), 剩余 域 Fo = Fl#]/(p(t)). 

(2) 对 于 非 零 多 项 式 f(t) € Flt], v(f() = 一 deg f(t), 其 中 deg f(t) 表示 多 项 
式 f(t) 的 次 数 ， 此 时 ， 的 赋值 环 Av = {49 © F(t) | deg f(t) < deg g(t)}, 剩余 域 
F&F. 

现在 ， 我 们 将 讨论 转 到 本 节 的 主要 研究 对 象 — 实 赋值 .首先 引进 实 赋值 的 
定义 如 下 . 

定义 3.1.1 域 下 的 一 个 赋值 v 称 作 实 赋值 , 若 v 的 剩余 域 4,/M, 是 一 个 实 
域 . 

根据 上 面 定 义 以 及 赋值 和 赋值 环 之 间 的 转化 关系 ， 域 的 一 个 赋值 环 4 称 作 
实 赋值 环 ， 若 剩余 域 4/M 是 一 个 实 域 ， 这 里 M 是 4 的 赋值 理想 . 

例 在 命题 3.1.1 中 ， 进 一 步 设 F 是 一 个 实 闭 域 . 由 命题 3.1.1 知 ， 有 如 下 三 
种 可 能 ， 

(1.1) Fy S Flt}/(p(t)), 其 中 p(t) Æ F PAR, BD p(t) 是 Fit] 中 一 次 多 项 式 . 
此 时 ， FF 也 /(p(t)) = F. 从 而 v 是 一 个 实 赋值 . 

(1.2) Fy S F[t)/(p(t)), 其 中 p(t) 在 F PER. 此 时 玉 是 F 的 一 个 真 代数 扩 
张 ， 从 而 它 不 是 实 域 . 因而 ， v 不 是 实 赋值 . 

(2) Fu = F. Jent, v 是 实 赋值 . 

根据 定义 3.1.1 ,容易 建立 下 面 命题 . 

命题 3.1.2 Re 是 域 的 一 个 赋值 ，M 是 v 的 赋值 理想 ， 则 下 列 叙 述 等 
价 : 

(Dv 是 下 的 一 个 实 赋值 ; 

(2) 对 于 任意 有 限 个 @1,…, an € F, v(a? + --- +2) = min{v(a?) | i =1,---, 
n}; 

(3) Æ aĵ +---+a2 € M, Wa;eM,i=1,---,n. 

证 明 (1) = (2): 不 妨 设 v(a?) = min{v(a?) | i = 1, ---, n}. 24 v(a1) = oo 
时 ， 必 有 v(a) = oo, Bl ai = 0, i = 1, ---, n. WERF, v(a? +--- +a?) = v(0) = 
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oo = v(a?) = min{v(a?) | i = 1, ---, n}. 下 设 v(ai) # œ, Ma 40. HT 
v(aiaz*) = v(ai) — v(a) > 0, 从 而 aay! € Ay, i= 1, +, n. 记 aaoiI:= ajay? + 
Me Fw i = 1,.…, n. 由 于 F 是 实 域 ,从 而 1+ (azar)? +--+ (anar)? = 
L+agay! 十 … 十 ana7! 4 0, MA 1+ (aza7!)? 十 … 十 (ana7!)? ¢ M. 于 是 
v(1 + (agaz*)? +--+ + (anaz*)?) = 0, Ef v(a? + a3 + --- +02) = v(a?). Ki, BGR 
(2) 获 证 . 

(2) = (3): 由 所 设 知 ，v(af +… 十 2) > 0. 根据 叙述 (2), 有 min{v(a?) | i= 1, 
se, nm} >0. 显然 v(ai) > 0, Bla; E M, i=l1,---,n. 

(3) => (1): 假若 v 不 是 实 赋值 ， 则 剩余 域 A/M RETR. FRA a1,…， 
an € Ay, WEF 1 +8? +- +42 =0, Hp Gi = ai + Meh/M,i=1,…,n. 从 而 
1+aĵ +- +a, € M. 由 叙述 (3), 有 1 e M, 矛盾 . Alt, v 是 一 个 实 赋值 . 证 
毕 . 


推论 1 设 v 是 域 忆 的 一 个 非 浅显 赋值 ，4 o 的 赋值 环 , 则 v 是 所 的 一 个 
实 赋值 ， 当 且 仅 当 由 关系 式 of +---+02 € A, 其 中 a, «++, an € F, 可 推出 ai € A, 
i=l, e,n. 

证 明 必要 性 : Halt- +a EA, EF ai€ 下,i = 1,…,n, 则 由 命题 3.1.2 
知 ， min{v(a?) |i =1, ---, n} = v(a? +… 十 Q2) > 0. 从 而 v(ai) > 0, 即 a; € A, 
i=l, e,n. 

充分 性 : alt -+a € M, HA ai € F,i=1, n. Sb=a24---+a2, W 
显然 v(b) > 0. 4b A OMT, (a7+----+02)?b-? = 1 e A. 注意 到 ，(a? 十 … 十 a2)2b-? 
的 展开 式 是 F 中 元 素 的 平方 和 ， 且 其 中 含有 (2b), i = 1,.…, n. 由 所 设 知 ， 
ab € A, BT v(a?b™?) > 0, i =1, ---, n. 从 而 2u(ai) = v(a?) = v(a2b-) + v(b) > 0, 
BIA ai e M,i=1,…,n. 下 设 b=0. 由 于 wv 是 非 浅显 的 ,从 而 M {0}, 即 有 非 
零 a€E M. Wet, a?+a}?+---+a2 EM, Hata? tta 40. 重复 上 面 的 论 
证 ， 可 得 ai se M, i = 1 .…,m. 由 命题 3.1.2 知 ，vwv 是 下 的 一 个 实 赋 值 ， 证 毕 . 

应 注意 ， 当 v 是 浅显 赋值 时 ， 上 面 推论 的 必要 性 显然 成 立 ， 但 充分 性 未 必 成 
X. 例如 ， 若 v 是 复数 域 C 上 的 浅显 赋值 ， 则 v 显然 不 是 实 赋值 ， 因 为 剩余 域 
F = C. 然而 ， 赋 值 环 A = C 满足 上 面 推论 中 所 提 及 的 条 件 . 

推论 2 若 v 是 域 五 的 一 个 实 赋值 ， 则 FP BKM. 

证 明 RM 是 vv 的 赋值 理想 . 假若 下 不 是 一 个 实 域 , 则 有 a1,.…, on €F, iE 
ltaz+---+a2=0EM. 由 命题 3.1.2 中 蕴含 关系 “(1) > (3) M, 1]eM, F 
盾 ! 因此 ， 下 是 一 个 实 域 . 证 毕 . 

根据 上 面 的 推论 2, Hv 是 域 FF 的 一 个 实 赋值 ， 则 下 是 一 个 实 域 ， 从 而 玉 有 
E. ARS: 下 的 菜 些 序 是 否 与 v 具 有 某 种 密切 关系 ? 这 种 密切 关系 具有 何 种 
表达 形式 ? 这些 问 题 涉 及 到 下 面 的 定义 . 
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HM 3.1.2 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，< 是 域 下 的 一 个 序 . 称 v 与 序 < (或 
称 < 与 v) HA, 如果 由 关系 式 0 < a < b 可 推出 v(a) > v(b). 此 时 亦 称 v 与 正 锥 
P (R P 5 v) 相 容 ,这 里 已 是 序 < 的 对 应 正 锥 . 

定义 3.1.3 设 < 是 任意 集合 5 的 一 个 全 序 ， 3 的 一 个 非 空子 集 C 称 作 是 关 
于 < WER , 若 对 于 ci, cz € C, 由 关系 式 ci <a < cz 可 推出 ce C. 

对 于 域 的 一 个 序 < 以 及 任意 非 空 子 集 D, 可 构造 F 的 如 下 子 集 : 


C(D, <) := {a € F | FERS d € D, 181G -d < a < d}. 


容易 验证 ， 上 面 构造 的 子 集 C(D,<) 是 F DEFF < 的 凸 子 集 ， RHF 
集 称 作 D 关于 < 的 凸 包 . BR, 4 D 是 下 的 一 个 子 环 时 ，C(D,<) 也 是 下 的 
一 个 子 环 ， 此 外 ， 对 于 FF 的 每 个 关于 序 < 的 西子 环 C, 都 有 C(D,<) CC, 只 要 
DGC. 

命题 3.1.3 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，< 是 下 的 一 个 序 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1)v 与 < 相 容 ; 

(2) Ay 关于 < 是 凸 的 ; 

(3) Mo 关于 < 是 凸 的 ; 

(4) HÆRRA a € M, 可 推出 <1, 即 1+ Mo C P, 这 里 PEF < 的 对 应 正 
H. 

证 明 (1) = (2): #0 <a <b e Ay, 则 由 定义 3.1.2 HM, v(a) > v(b) > 0. 从 
T acA. 这 表明 ， A, 是 关于 < 的 凸 子 集 . 

(2) = (3): 设 0<a<be My, WO<b- <a). HF b! ¢ Ay, 从 而 由 叙述 
(2) Ml, a`! ¢ Ay, Bl ae My. AT, S228 (3) 成 立 . 

(3) = (4): 如 若 叙述 (4) 不 成 立 ， 则 对 于 某 个 ae M, 0 < 1 < a. 由 于 Mo 关 
于 和 是 凸 的 ， 从 而 1 e Mu, 矛盾 . Alii, BË (4) 成 立 . 

(4) = (1): HO <a <b. (RE v(a) < v(b), 则 ba-! € Mo HAGË (4) 知 ， 
bam? <1, BN b< a, 矛盾 从 而 v(a) > v(b). 因此 wv 与 < 相 容 . 证 毕 . 

推论 1 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，P 是 下 的 一 个 正 锥 ， 则 wv 与 P 相 容 ， 当 
ARS P 在 剩余 域 4,/M, 上 所 诱导 的 如 下 子 集 : 


P,:={ā=a+M |ae PAA} 


是 剩余 域 4,/M, 的 一 个 正 锥 . 

证 明 显然 , 无论 v 是 否 与 PHA, 总 有 P+P CR, Ps: Py C P, H 
A,/My = Py U-P,. 

先 设 " 与 P 相 容 . 假若 -1 € Pn 则 对 于 某 个 ae PNA, -1 = a 由 此 有 
-l=a+n, FEA nE Mu. HAH 31.39, -a=1+ne P. Ai ae PN-P, 
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Bla=0. 于 是 -1 =n cE M, 矛盾 . 因而 -1¢ Po 根据 定义 1.1.2 知 ，P 是 
Av/My 的 一 个 正 锥 . 

现 设 P, 是 A/M, 的 一 个 正 锥 . 假若 v 与 P 不 相 容 ， 则 由 命题 3.1.3 知 ， 有 
某 个 ne M., (E44 1 <p n, B n-1 eP. 从 而 -1=7 一 Ie Ps 这 是 不 可 能 的 . A 
it, vy PHA. 证 毕 . 

设 v 是 域 的 一 个 赋值 ，< 是 下 的 一 个 序 ，P 是 < 的 对 应 正 锥 ， 4 vt 
< 相 容 时 ， 由 上 面 推论 1 知 ， P 在 剩余 域 A/M, 上 诱导 出 一 个 正 锥 P,. 因而 ， 
Ay/My 有 一 个 正 锥 为 Ps 的 序 ， 这 个 序 将 称 作 由 < 在 4。/M。 上 所 诱导 的 序 ， 且 常 
记 作 <o 此 时 容易 知道 ， 对 于 AL 中 可 道 元 a, 0<, ā:= a+ My 当 且 仅 当 0<a. 

现 转换 思考 的 角度 ， 考 虑 这 样 的 “提升 ” 问题 设 v 是 域 的 一 个 赋值 ， 且 
Py 是 剩余 域 A/M, 的 一 个 正 锥 . 是否 F 有 一 个 正 锥 P, 使 得 PL 恰好 为 由 P E 
4。/M。 上 所 诱导 的 正 锥 ? 回答 是 肯定 的 . 

推论 2 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ， 且 P 是 v 的 剩余 域 A/M, 的 一 个 正 锥 ， 
则 五 有 一 个 正 欠 P, 使 得 v 与 PHA, AP, Eh PE A/M 上 所 诱导 的 正 
HE. 

证 明 考虑 下 的 如 下 子 集 : 


C:= {ae Ay |a¢ My, at+Me Py}. 


BR, 1€C,C+CCC,AC-CCC. 
在 此 基础 上 ， 再 构造 FE ER: 


i=l 


Ti [Eedi -m laec eR menisi, 路 


BR, CUF?CT,T+TCT,AT-TCT. 假若 167, 1 = 入 aaa- 
i=1 

其 中 ci € C, ai € F, m E€ My, i =1,-+-, n. ih ag := 1, B v(ax) = min{v(aj) | 

i=0,1,---,n},0<k <n, H4 bi = aiaz eM, i=0,1,---,n. 由 前 面 的 等 式 


有 ， BAZ aU- n) = 0, M+ Dak = 0, RM zim s+ My € Ay/My, 对 
一 1 

于 每 个 ze A. 当 上 =0 时 ， H-1=-B= Salt e RH. 4k AOR, A 

“Hat ae FM. 从 而 -1 ¢ T. am, 了 是 域 的 一 个 亚 正 锥 ， 由 定 


理 1.1.2 BE, F 有 一 个 正 锥 P, 使 得 TC P. 
显然 ，1+ Mo CT CP. 由 命题 3.1.3 知 "与 已 相 容 . 根据 上 面 的 推论 1 进 
一 步 可 知 ， Py 恰好 为 由 P 在 A/M, 上 所 诱导 的 正 锥 .证 毕 . 
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设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，<。 是 4,/M, 的 一 个 序 , E P, 是 <。 的 对 应 正 锥 . 
根据 上 面 的 推论 2, P, 可 以 提升 为 F 的 一 个 正 锥 P, 使 得 v 与 PHAN, HP, 恰好 
Ath PH 4,/M, 上 所 诱导 的 正 锥 . 记 < 为 PP 的 对 应 序 , 则 vw 与 < 相 容 , 且 <。 
恰好 为 由 < 在 A,/M。 上 所 诱导 的 序 . 

定理 3.1.4 iv 是 域 下 的 一 个 赋值 ， 则 wv 是 一 个 实 赋值 ， 当 且 仅 当 wv 与 下 
的 某 个 序 相 容 . 

证 明 设 v 与 的 一 个 序 < 相 容 ， HS POW < 的 对 应 正 锥 .由 命题 3.1.3 
的 推论 1 知 ，P 诱导 出 剩余 域 A/M. 的 一 个 正 锥 PL. 因而 ， 剩 余 域 4,/M, 必 是 
一 个 实 域 ， 即 v 是 一 个 实 赋值 . 

反 过 来 , 设 v 是 一 个 实 赋值 ， 则 剩余 域 A/M, 是 一 个 实 域 . 由 定理 1.1.3 知 ， 
MRR A,/M, 有 一 个 正 锥 Py. 由 命题 3.1.3 的 推论 2 知 ， Po 可 以 提升 为 已 的 一 
个 正 锥 已 , 使 得 v 与 PHX. Jen, vF <p 相 容 . 证 毕 . 

作为 上 面 有 关 概念 和 结果 的 一 种 推广 ， 可 以 在 亚 序 域 的 范畴 中 进行 相应 的 讨 
论 . 

EX 3.1.4 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ，v 是 下 的 一 个 赋值 . 称 v ST HMA (或 
FET H v HA), MRM FER th, t2 € T, v(ti + te) = min{v(t1), v(t1)}. 

HFR F DEEE T, 我 们 可 规定 FE —-P ORR <r 如 下 a <rb 
当 且 仅 当 5 一 a e T. AM <r 是 下 的 一 个 偏 序 ， 此 时 ， 定 义 3.1.4 有 如 下 等 价 形 
A: PMA ST HA, 如果 由 关系 式 0 <r a <r b 可 推出 v(a) > v(b). 

现在 ， 上 面 的 命题 3.1.3 可 推广 如 下 . 

定理 3.1.5 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ,，v 是 下 的 一 个 赋值 , 则 下 列 叙述 等 价 ， 

(0) v ST MA; 

(2) Av 关于 <r 是 凸 的 ， 即 由 关系 式 <r a <r be Ay, 可 推出 ae Ay; 

(3) Mo 关于 <r 是 凸 的 ; 

(4) v 5 (FT) 的 某 个 序 相 容 . 

证 明 (1) = (2): H 0 <ra <r be A, Na, b-aeT. 由 定义 3.1.4 知 ， 
v(a) > min{v(a),v(b — a)) = v(a + (b — a)) = v(b) > 0. 从 而 ae Ay. 

(2) = (3): HO<ra<rbe M.. 4a=O0M, 显然 ae M,. 当 a 关 0 时 ， 则 
0 <r b7! <r a~. 由 于 471 ¢ AL, SiH BL (2) HI, a7! ¢ Ay, Blac My. 

(3) 一 (4): 作 下 的 如 下 子 集 : 


= {Souda eT menisin}, 


i=l 


AATCC, T+ CT, ETT CT. BE -1 eT, M -1 = 》 t(l +n), HP 
ra 
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eTe Meee ae eee DET ET oe = min{v(t;) | i = 0, 1, - 

n}, O< k< n, WMA te #0. 再 令 a; =tt,', i =0,1,-- a, eT Hae A, 

i=0,1, +, n. BRIE 06+ Do alltn) = 0. i -SD am € Me. 
= iat 全 


此 时 有 0 <r 1 = ok <r a + Soa: € My HBUE (3) A, Le My, FE. AM, T 


i=1 
是 域 F 的 一 个 亚 正 锥 . 由 定理 1.1.2 的 推论 知 ， F 有 一 个 序 <, 它 的 正 锥 已 包含 
Ti. 

Müt n E€ My, 则 由 Ti 的 构造 ，1 一 ne Ti CP. Ans 由 于 7 关 1, 从 而 
进一步 有 "< 1, 由 命题 3.1.3 MI, v (FT) 的 序 < 相 容 . 

(4) = (1): Re 5 (FT) 的 一 个 序 < 相 容 ， 且 令 P 是 < 的 对 应 正 锥 ， 则 
TCP. XF t,t ET, BRA O0 <t <ht+t,i=1,2 由 于 vv 与 < 相 容 ， 
从 而 v(ti) > v(ti + to), i = 1, 2. 这 表明 min{v(t1),v(t2)} > v(ti + te). BR, 
min{v(t1), v(t2)} < v(t: + t2). AM, min{v(ts), v(t2)} = v(t: + t2). 由 定义 3.1.4 
知 ，v ST MA. 证 毕 . 

同样 ， 由 定理 3.1.5, 可 推出 下 面 事实 ， 

推论 设 v AMP HT, TER PATER, Wo 与 了 相 容 ， 
当 且 仅 当 了 在 剩余 域 A/M 上 所 诱导 的 子 集 


Ts := {Āā =a + My |a E TN Av} 


是 Ay/My 的 一 个 亚 正 骏 . 

证 明 显然 ,无 论 v ESS THE, BE To + 有 C To, To-To C To, A 
(Ay/My)? € Ty. 

Bo STAR. 由 定理 3.1.5 知 ，" 与 亚 序 域 (F,T) 的 某 个 正 锥 P 相 容 . 根据 
命题 3.1.3 的 推论 1, 已 在 4v/Mu 上 诱导 出 一 个 正 锥 Py, BB P, = {ā | a € PAA}. 
注意 到 了 C P, AT, CP. 从 而 -1¢ To. 由 定义 1.1.4 4H, Ty 是 A,/M, 的 一 
个 亚 正 锥 . 

现 设 T, 是 Ay/M, 的 一 个 亚 正 馆 . 假若 v ST 不 相 容 ， 则 由 定理 3.1.5 知 ， 
Ay 关于 <r 不 是 凸 的 ， 从 而 对 于 某 两 个 o, be F, # 0 <ra <r bE Ay, Hag Ay. 
于 是 al e Mu, 且 1<r ba-!. HLA ba -1 ET, HMA -1 = bai i eT, F 
a. Ale, ov STA. 证 毕 . 


83.2 ” 实 赋值 的 构造 与 拓展 


在 本 节 中 ， 将 先 考虑 域 的 实 赋值 的 构造 形式 ， 然 后 研究 实 赋值 在 扩 域 上 的 拓 
R. 由 上 节 中 定理 3.1.4 知 ， 实 赋值 总 与 域 的 某 个 序 相 容 .因此 ， 关 于 实 赋值 构造 
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的 研究 可 以 针对 域 的 一 个 特定 的 序 ， 而 讨论 与 该 序 相 容 的 实 赋值 的 形式 . 
设 < 是 域 下 的 一 个 序 ， 且 巨 是 下 的 一 个 子 域 , 现在 域 下 上 规定 如 下 二 元 关 
Rew: 


a~b, 4HR4 AIRF e1, ez € E, 使 得 lal < eilb| H [b] < ezla]. 


容易 验证 ， ~ 是 已 上 的 一 个 等 价 关系 . 对 于 oe F, 用 [ae< 表示 对 于 所 规定 的 
等 价 关系 ~ 元 素 a 所 在 的 等 价 类 ， 为 简单 起 见 ， 在 不 致 于 引起 混 清 的 前 担 下， 等 
价 类 [ol(e,<) 简 记 为 [a]. 如 此 所 得 的 等 价 类 [a] 称 作 a 关于 < 的 E- 阿 基 米 德 类 . 
显然 ， 对 于 任意 aE F 以 及 任意 非 零 e € E, [a] = [ea]. 

ERE T := {la] | ae F Ha 40}, HIF [a], [b] € T, 规定， [a] + [b] = [ab]. 

& [a] = (el, b] = (d, WHARF e1, e2, es 和 e4 € E, 使 得 al < eilel, |c| < ealal, 
|b] < esld| H |d| < esalbl， 从 而 lab| < (eies)ledl, H. led] < (ezes)lab|， 这 表明 
[ab] = [cd]. 因此 ， 上 面 的 规定 是 合理 的 . 

进一步 可 验证 ， 本 关于 所 规定 的 运算 + 组 成 一 个 Abe H, HET [1], E 
对 于 [a] ET, 四 的 负 元 为 [a-1]. 

为 赋予 群 了 一 个 序 结构 ， 在 全 上 规定 如 下 仍 记 作 < 的 二 元 关系 : 


[a] < [b], 当 且 仅 当 [a] # [b], 且 对 于 下 的 序 <, |b] < la). 


H [a] A [b], FEH Jbl < lal. 假若 对 于 某 个 ce [a] ARIA d € [b], lcl} < ld). 由 等 
价 类 的 规定 知 ， 有 e1, ez € E, 使 得 lal < eilc|, E |d| < e2lbl, 从 而 有 lal < (e1e2)lbl. 
BIERI a ~ b, BP [a] = (b), FIE. 因而 , 对 于 每 个 ce [a] 和 每 个 de fo), HA Id < Jel- 
因此 ， < 的 规定 是 合理 的 . 

由 上 面 的 规定 和 讨论 ， 可 断言 ， 对 于 fa), [b] E T, [a] < b) 当 且 仅 当 有 非 零 
e € ,使 得 [bl < elal. 事实 上 ， 若 有 ee EE, 使 得 | 四 < elal, R e > 0, H% [b] # [ea] 
Rt, [ea] < [b] BM [a] < [b]. 因而 [a] < [0]. 反 过 来 , # [a] < [b], MI [a] = [b] 3È fa] < fb), 
从 而 有 非 零 ee ,使 得 |b| < elal, 或 者 |b| < Jal. 

借助 于 上 面 断言 ， 易 证 所 规定 的 < BROWNE. 于 是 ， 我 们 得 到 一 个 序 
群 (7,<). 


FHE F B| T U {o0} 的 如 下 映射: 
an| © Ha=0, a 
P Bago, 7% 


由 定义 可 验证 ， 0 是 域 F NRL. 
HO<acb. % [a] = [b] Et, BR v(a) = v(b); 而 当 [a] # [b] Bt, AE < 
的 规定 ， v(a) = [a] > 四 =v). 由 定义 3.1.2 知 ，v 与 域 ATE < 相 容 ， 根 据 定 
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H 3.1.4, v ER 下 的 一 个 实 赋值 . 

现 考察 v 的 赋值 环 A. 注意 到 ，a € A => v(a) > [1], E a = 0 3È [a] > 
1 GRE LMT) AEF ec E, 使 得 lal <e 从 而 A = {ac F | AEF 
e € E, (E la] < e}, BI Av EFH E XF < 的 凸 包 . 子 域 EE 关于 序 < 的 凸 包 特 
记 作 A(E, <). 

定义 3.2.1 如 上 规定 的 实 赋值 v 称 作 关 于 子 域 E MF < 的 典型 实 赋值 , 且 
记 作 væ) 而 相应 的 赋值 环 4A(E,<) 称 作 关 于 于 域 E AUF < 的 典型 实 赋值 环 . 
特别 地 ， 当 已 = Q@ 时 ， vos) 简称 为 关于 序 < 的 典型 实 赋值 ,而 AQ, <) 简称 为 
关于 序 < 的 典型 实 赋值 环 . 

对 于 域 F WER P 和 子 域 E, 关于 EE 和 序 <p 的 典型 实 赋值 和 典型 实 赋值 
环 将 分 别 径 称 为 关于 已 和 尸 的 典型 实 赋值 和 典型 实 赋值 环 ， 且 分 别 记 作 we,P) 和 
A(E, P). 

下 面 的 重要 定理 表明 : 在 赋值 等 价 的 意义 下 ,每 一 个 实 赋值 恰好 为 如 上 规定 的 
典型 实 赋值 ， 在 证 明定 理 之 前 ， 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 3.2.1 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ， 4 和 M 分 别 是 v 的 赋值 环 和 赋值 
理想 ， 则 Q S 4. 如 果 巨 是 下 的 一 个 包含 在 4 中 的 极 大 子 域 ， 则 剩余 域 4/M 是 
如 一 个 代数 扩张 ， 只 要 认定 B= E+M/M C A/M. 

证 明 由 命题 3.1.2 的 推论 2 知 ， 下 是 一 个 实 域 , 即 有 QC F. 对 于 每 个 正 整 
Mn, 由 命题 3.1.2 知 ，v(n) = v(12 十 … 十 12) =v(1?) = 0. 这 表明 n 是 4 中 可 道 
T. 由 此 可 知 ， 每 个 正 有 理 数 属于 A. AMA, QCA. 

HF E+M/M & E/ENM = E, ATTRAE E = E+ M/M C A/M. 设 
ā=a+M 为 4/M 中 任意 元 素 ， 其 中 ae 4. 4ackit, @a€E+M/M=E. 
Fita¢g E. h ERKEN, Ela] 中 至 少 有 一 个 非 零 元 素 在 4 PRAM, 否则 
Bla) C A. 从 而 Elaj nM # {0}. 于 是 有 


0 # apa” + aja"! +---+a, EM, 


其 中 ao, a1, +++, an E€ E, H a £0. HF ENM = {0}, Mii n> 1. 

由 上 式 知 ， 在 剩余 域 4/M 中 apa" + aa"! +--- +a, =0. 这 表明 a 是 上 
代数 元 . 因此 ， A/M 是 EB 的 代数 扩张 .证 毕 . 

定理 3.2.2 ovER F HRE, FRA: 

(1) "是 一 个 实 赋值 ; 

(2) v 的 赋值 环 是 典型 实 赋值 环 A(E, <), 这 里 < 是 F HNF, E&F 
一 个 子 域 ; 

(3) v 等 价 于 典型 实 赋值 vg,<), 这 里 < RPAH, ERP ATF 
域 . 
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证 明 (1) 一 (2): 设 4 是 v 的 赋值 环 . 由 引 理 3.2.1 MI, QC A. 借助 于 Zorn 
引 理 ， 4 包含 PF 的 一 个 极 大 子 域 EB. 对 于 ae A, 由 引 理 3.2.1 知 ，&=a+M 是 
已 上 代数 元 ， 这 里 M 为 v 的 赋值 理想 .于 是 在 剩余 域 A/M H, 


a" +a;a"-1+---+an =0, 
FER ay, +, an € E. 


从 而 有 := a" +a"! +--+ an € M. 根据 定理 3.1.4, F 有 一 个 序 <, 使 得 
vt < 相 容 ,由 定理 2.4.5 的 推论 1 A, lol <1+ ai] +--+ + [anil + lan -nl < 
1+ lar] +++ + lan—al + lanl + in. 再 由 命题 3.1.3 知 ，|n| < 1. 从 而 lal < e, 这 里 
e:=2+ ai) +--+ lana] +lan| € E. AM, a € A(E,<), BA AC A(E,<). 

反 过 来 ,对 于 a € A(E,<), 有 ee E, 使 得 lal < e HF ECA 从 而 有 
0<lal <e € A. 根据 命题 3.1.3, 4 关于 < 是 凸 的 . ATA lal A, MA ae A. 由 
a 的 任意 性 ， A(E,<) CA. Hit, 4 = A(E,<). 

(2) = (3): 由 条 件 和 前 面 的 讨论 知 ，v 和 ws,<) 有 相同 的 赋值 环 A(, <). A 
i, vH ves 等 价 . 

(3) = (1): EBLE (3) $, v 和 vig,<) 有 相同 的 赋值 环 ， 从 而 有 相同 的 剩余 
域 . 由 上 面 讨论 知 ， we,s) 是 一 个 实 赋值 ， 即 该 剩余 域 是 实 域 ， 这 表明 ov 是 一 
个 实 赋值 ， 证 毕 . 

推论 1 Reem 下 的 一 个 赋值 ，< 是 下 的 一 个 序 ， 则 vv 与 < 相 容 ， 当 且 
仅 当 已 有 一 个 子 域 E, 1E v 的 赋值 环 为 ACE, <). 

推论 2 设 v 是 域 的 一 个 实 域 值 ， 且 它 的 赋值 环 A, = 4A(E,<), 其 中 < 是 
的 一 个 序 ， 忆 是 下 的 一 个 子 域 , 则 < 在 剩余 域 4,/M。 上 所 诱导 的 序 是 在 上 
的 阿 基 米 德 序 . 

证 明 显然 ，4 = A(E,<) 关于 序 < 是 凸 的， 由 命题 3.1.3 知 ，v 与 序 < 相 
容 . 根据 命题 3.1.3 的 推论 1, < 在 剩余 域 hu/M。 上 诱导 出 一 个 序 <w 使 得 对 于 每 
A ae Ay, O<yG:= a+ My, REO <a. 

对 于 每 个 互 = a+ My € Ay/My, 其 中 ae Ay, 由 Ay = A(E, <) 的 结构 知 有 非 
Bec ,使 得 lal <e, B O< e- lal. HEE 0 <, e- la] =e—|al. 从 而 有 |a| <v e- 
这 表明 : A/M, 对 于 序 <。 没有 在 EE 上 的 无 限 大 元 素 . 因此 ， <v 是 在 马上 的 阿 
基 米 德 序 . 证 毕 . 

推论 3 设 < 是 域 下 的 一 个 序 ， 则 下 的 全 体 与 < 相 容 的 实 赋值 环 对 于 集合 
的 包含 关系 组 成 的 一 个 链 ， 其 中 最 小 成 员 为 A(Q, <). 

证 明 设 41 和 hs 是 下 的 任意 两 个 与 < 相 容 的 实 赋值 环 ， 且 A & Ao, WA 
ae Ay, 使 得 a g Aa. 由 定理 3.2.2, 可 令 Ap = A(E,<), EF E È QA Fi 
中 间 域 . 此 时 a g A(E, <), 即 对 于 每 个 非 零 ee ,都 有 lal > e. 设 z 是 A 中 任意 
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元 素 ， 则 有 某 个 非 零 el € E, 使 得 |z| < e1. 从 而 有 0< |z] < la] € A. 由 于 Ar 关 
FE < 是 凸 的 ， 从 而 |z| € Ar, 即 有 z€ A. 因而 ， Ao C h1. 这 表明 下 的 全 体 
与 < 相 容 的 赋值 环 对 于 集合 的 包含 关系 组 成 一 个 链 . 

对 于 每 个 与 < 相 容 的 赋值 w A = A(E,<), 其 中 已 是 下 的 一 个 子 域 . 由 于 
QC E, Milf A(Q, <) S A(E, <) = Av. 证 毕 . 

此 外 ， 由 定理 3.2.2 容易 建立 下 面 事实 : 

命题 3.2.3 JFR (F, <) 是 一 个 非 阿 基 米 德 序 域 ， 当 上 且 仅 当 F 有 一 个 非 浅显 
的 赋值 与 < 相 容 . 

证 明 设 < 是 下 的 一 个 非 阿 基 米 德 序 ， 则 下 中 有 在 Q@ 上 的 无 限 大 元 素 , > 
AQ, <) 是 关于 < 的 典型 实 赋值 环 . BR, AQ, <) 不 包含 在 Q 上 的 无 限 大 元 素 ， 
BI A(Q, <) AF. 这 表明 典型 实 赋值 wa,<) 是 非 浅显 的 . 

现 设 v 是 下 的 一 个 非 浅显 赋值 ， 且 vv 与 < 相 容 . 由 定理 3.2.2 知 ，w 的 赋值 
IH AE, <), EF E fe 下 的 一 个 子 域 . 由 于 vw 是 非 浅 显 的 ， 从 而 AE, <) # F. 
对 于 任意 取出 的 a e F\ A(E,<), 由 AE, <) 中 元 素 的 特性 知 ， 对 于 每 个 ee EB, 
e < |al. 注意 到 ，Q S E. 从 而 对 于 每 个 ve Q q< |al, Ma 是 在 Q 上 的 无 限 大 
TOR. PAU, < 是 一 个 非 阿 基 米 德 序 . 证 毕 . 

结合 定理 3.2.2 和 命题 3.2.3 可 得 出 这 样 一 个 事实 : 一 个 实 域 仅 有 浅显 实 赋值 ， 
当 且 仅 当 它 的 每 个 序 都 是 阿 基 米 德 序 . 

由 赋值 的 拓展 定理 知 ， 任 何 一 个 赋值 在 扩 域 上 都 有 拓展 .自然 会 问 : 任何 一 个 
实 赋值 在 实 扩 域 上 是 否 有 实 拓展 ? 下 面 例子 说 明 ， 这 一 问题 的 回答 是 否定 的 . 

例 1 设 刀 是 一 个 实 闭 域 ， 尺 = Ri), 其 中 t 是 RR 上 的 一 个 超越 元 且 v 是 
F 的 这 样 一 个 赋值 ， 使 得 对 于 每 个 非 零 多 项 f(t) € Rit], v(f(t)) = -deg f(t). 由 命 
题 3.1.3 Fl, MRM Fo S R. 从 而 ，v 是 上 的 一 个 实 赋值 . 令 K = FVT), 
这 里 VTI 表示 多 项 式 z? — (0-1-1) E F 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 显 然 ， 
= R(T- 1) 是 RR 的 单 超越 扩张 因而， 天 是 下 的 一 个 实 扩张 . 

BE v 可 拓展 为 K 的 一 个 实 赋值 w, 则 由 定理 3.1.4 A, wt K 的 一 个 序 < 
相 容 . 注意 到 1 一 1 = (vT) > 0, 0< 1 <t. 然而 wll)=0<1= 
v(t") = w(t"!), 矛盾 于 w 与 < 的 相 容 性 . 

下 面 定理 给 出 一 个 实 赋值 在 扩 域 上 有 实 拓展 的 充分 必要 条 件 . 

定理 3.2.4 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ，K 是 下 的 一 个 扩张 , 则 vw 可 拓展 为 
K 的 一 个 实 赋值 ， 当 且 仅 当 K 有 一 个 序 <, 使 得 v 与 < 在 上 的 限制 相 容 . 

证 明 设 v 可 拓展 为 K 的 一 个 实 赋值 w. 由 定理 3.1.4 知 ，w SK 的 一 个 序 
< 相 容 . 记 Sr 为 序 < 在 上 的 限制 ， 则 由 定义 3.1.2 可 知 ，v 与 《F 相 容 . 

反 过 来 , 设 K 有 一 个 序 <, 使 得 v 与 <F 相 容 , 这 里 <p 表示 序 < 在 天 上 的 限 
制 . 根据 定理 3.2.2 的 推论 1 知 , XF F RATI E, v 的 赋值 环 为 A = A(E, <p). 
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据 此 ， 我 们 有 域 K 的 典型 实 赋值 v(g,<), 使 得 vg,<) 的 赋值 环 为 AE, <). BR, 
A(E,<) NF = A(E, <r). 因此 ， weg 是 v 在 K 上 的 一 个 实 拓展 . 证 毕 . 

定理 3.2.5 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，< 是 下 的 一 个 序 ， 则 vw 与 < 相 容 ， 
HANH v 可 惟一 地 拓展 为 序 域 (F, <) 的 实 闭 包 的 一 个 实 赋值 . 

证 明 用 RR 表示 序 域 (F,<) 的 实 闭 包 ， 且 <e 表示 RR 的 惟一 序 ， 显然 ，< 
是 和 ma 在 下 上 的 限制 . 

Bu 与 < 相 容 ， 则 由 定理 3.2.4 知 ，v 可 拓展 为 RR 的 一 个 实 赋值 w. 下 证 w 
的 惟一 性 . 设 4。 和 M, 分 别 为 v 的 赋值 环 和 赋值 理想 .根据 定理 3.2.2 的 推论 1 
WS A, = AE, <), 其 中 巨 为 下 的 一 个 子 域 . 设 Bs 和 Mu 分 别 是 w 的 赋值 环 
和 赋值 理想 ， 则 Bw/M 是 A/M, 的 一 个 代数 扩张 . 对 于 be Bu, b:= b+ My 是 
4u/Mu 上 代数 元 ， 即 有 


B+ ab" +--+ +n =0, 


其 中 ai +++, an € Ay. 

根据 定理 3.1.4 和 命题 3.1.3 HEM, wV REF <e 相 容 , A <p 
在 剩余 域 Bu/Mw 上 诱导 出 一 个 序 <u 由 定理 2.4.5 的 推论 1 知 ， P= 四 <w 
1 十 | 本 | 十 … 十 li| =1+ |oa| 十 … 十 |on|. 由 序 <w 的 规定 有 ，|b| <r 1 十 la 十 … 十 
lan] € Ay. 由 于 Ay = A(E, <), 从 而 有 ee EE, 使 得 1+ la| +--+ an| < e. 于 是 有 
|b| <r? e, BD b € A(E,<pz). 由 5b 的 任意 性 知 ， Bw C A(E, <r). 反 过 来 ， 对 于 每 
个 be A(E, <r), H e € E, (EA |b] <r e. HATH 0 <m |b| <r e€ EC Ay C By. 
再 由 命题 3.1.3 知 ， Bw KF Se 是 凸 的 . 从 而 lol € By, BI be By. Aut, 
Bu = A(E, <p). 这 表明 : w SP PREPM E AVE <e 的 典型 实 赋值 .必要 性 
SRE. 
现 设 v 可 拓展 为 RR 的 一 个 实 赋值 w. 由 定理 3.1.4, w 与 <gz 相 容 . HO < a<b 
即 0 <ra a Sma b, SEH a, b E F, Ml w(a) >w(b), 即 v(a) > v(b). 由 定义 3.1.2 知 ， 
4 与 < 相 容 . 证 毕 . 

设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ， 且 用 Ve 表示 F 的 所 有 与 v 相 容 的 序 ( 正 锥 ) 组 
成 的 集合 ， 由 定理 3.1.4 知 ， ARR FASS) Xr 的 非 空子 集 . 设 Pe Xp, 但 
P¢ Xp. 由 命题 3.1.3 可 知 ， 存 在 某 个 ae My, 使 得 1 <p a. KH, Pe H(a 一 1)， 
E H(a-1)NAp=¢6. Aili, <p 是 序 空间 Xr 的 闭 子 集 ， 因 此 ， XE 对 于 子 空间 
拓扑 也 是 一 个 Hausdorff 的 和 全 不 连通 的 紧 空间 . 

根据 定理 2.1.6, 立即 有 下 面 的 结果 . 

命题 3.2.6 hy 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ，K 是 下 的 一 个 扩张 , 且 w 是 ov 在 
K 上 的 一 个 实 拓展 ， 则 从 Xe 到 Xp 的 限制 映射 ~ 8 QN F 是 一 个 连续 的 闭 
映射 
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3.3 实 位 


在 赋值 论 中 ， 另 一 个 与 赋值 和 赋值 环 密切 相关 的 概念 是 域 的 位 . RF ML BR 
ER, H co 是 一 个 独立 的 符号 ， 下 的 一 个 L 值 位 是 域 下 到 LU{o0} 的 一 个 映射 
9, 使 得 下 列 条 件 成 立 ， (1) 集 Ag := {a € F | o(a) E 刀 是 忆 的 一 个 子 环 ，(2)4 在 
A。 上 的 限制 $14。 是 Ao 到 工 的 一 个 环 同 态 ， (3) 若 O(a) = 0, N g(a?) = 0. F 
的 一 个 L- 值 位 也 称 作 域 F BL 的 一 个 位 ， 由 此 可 知 ， 4s 是 F 的 一 个 赋值 环 ， 
相应 的 赋值 理想 Mo = {a € F | 9(a) = 0}, 可 逆 元 群 Vs = {a EF|9(a) 408 
(a) # co}. HT, Ag, Mg, Us 和 As/Ms 分 别称 作 位 O 的 赋值 环 ,赋值 理想 ， 可 
逆 元 群 和 剩余 域 . 

根据 域 了 是否 是 实 域 ， 自 然 产 生 如 下 定义 . 

定义 3.3.1 设 $ 是 域 到 工 的 一 个 位 . 若 工 是 一 个 实 域 ， 则 称 9 是 一 个 实 
位 ， 

对 于 域 FAP L- 值 位 由 诱导 出 剩余 域 4s/Ms P) LARA, MAT 
As/Ms 可 看 做 工 的 一 个 子 域 . 因而 ， 当 $ 是 实 位 时 ，As/Ms 是 一 个 实 域 ， 即 Ay 
是 FF 的 一 个 实 赋值 环 ， 此 外 ， 当 少 是 满 射 即 (Ay) = 工时 ， Ag/My = L. 此 时 ， 
$ eK, MAM Ay 是 F 的 一 个 实 赋值 环 , 因此 ,前 两 节 中 关于 实 赋值 和 实 赋 
值 环 的 有 关 概 念 与 结论 在 实 位 的 讨论 中 有 相应 的 形式 . 

由 刚才 的 讨论 以 及 命题 3.1.2 的 推论 2, 立即 可 建立 如 下 事实 ， 

命题 3.3.1 (1) 若 9 是 域 F 的 一 个 实 位 ， 则 $ 的 赋值 环 是 F 的 一 个 实 赋值 
环 ， 且 FF 是 一 个 实 域 . 

(2) 对 于 域 的 一 个 L- 值 位 $, 其 中 4 是 满 射 ， 则 少 是 严 的 一 个 实 位 ， 当 上 且 
仅 当 Ag 是 F 的 一 个 实 赋值 环 . 

设 4 是 域 五 的 一 个 赋值 环 ， M 是 4 的 赋值 理想 ， 巨 := A/M 是 A 的 剩余 
Bh, WA F HA F- 值 位 pa, 使 得 对 于 ae F, $4(a) =a+ M, 当 ae A 时 ; & 
则 ，%a(a) = oo. 在 赋值 论 中 ， 这 样 的 位 ya 称 作 由 赋值 环 A 所 确定 的 正规 位 . 由 
命题 3.3.1(2) 知 ， 正 规 位 $4 是 实 位 ， 当 且 仅 当 赋值 环 4 是 域 F 的 一 个 实 赋值 环 . 

设 < 是 域 记 的 一 个 序 ， 马 是 下 的 一 个 子 域 . 由 定理 3.2.2 知 ，4(B,<) 是 玉 
的 一 个 实 赋 值 环 ， 从 而 正规 位 $4(g,<) 是 F 的 一 个 实 位 . 这 样 所 得 的 正规 位 称 作 
关于 子 域 EAE < 的 典型 实 位 ， 且 记 作 bg.<)- 

对 于 域 的 一 个 序 <, 由 上 面 途径 可 得 到 F 的 典型 实 位 Wo,s). HF LK 
Wo,<) 的 剩余 域 . 由 定理 3.2.2 的 推论 2, < 在 素 上 诱导 出 一 个 阿 基 米 德 序 <. 由 定 
理 1.4.4 知 ， 存 在 惟一 的 (F, <) 到 实数 域 尺 的 保 序 嵌 入 r. 将 wo <) 与 工 合成 ， 即 
得 到 F 的 一 个 R- 值 位 .如 此 得 到 的 R- 值 位 称 作 关 于 序 < 的 典型 R- 值 位 ， 且 记 
作 $<. 
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为 了 引进 位 与 序 的 相 容 性 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 3.3.2 设 o Ri 下 的 一 个 L- ii, B <r 和 <z DWP AL 
序 . RO 与 序 <r 和 <i 相 容 ， 若 由 关系 式 <r a <r b, 可 推出 9(b) = oo 或 
0 <z 9(a) <x 9(b). 当 工 只 有 惟一 序 (例如 L 是 实 闭 域 ) 时 ， 简 称 % 与 序 <r 相 
容 . 

由 上 面 定义 可 以 验证 : 典型 实 位 We,s) 与 序 < 和 序 SMA, 其 中 是 < 在 
AE, <) 的 剩余 域 上 所 诱导 的 序 . 而 典型 R- 值 位 ys 与 序 < 相 容 . 

命题 3.3.2 Ho ER F HA L 值 位 ， 且 对 于 下 的 一 个 序 <p 以 及 工 的 
一 个 序 <1, o 与 < 和 <i 相 容 , W 少 的 赋值 环 4 = ACE, <r), 对 于 已 的 某 个 子 
Sh E. 

证 明 根据 定理 3.1.5 和 定理 3.2.2 的 推论 1, 只 需 证 明 : Ao 关于 序 <p bh 
的 . 设 0<PasFbe Ag, 则 9(b) #00. 由 相 容 性 有 0<z O(a) <z O(b). 这 表明 ， 
ga) 关 oo, 即 ae Ay. 因此 ， Ag 关于 <p 是 凸 的 . 证 毕 . 

定理 3.3.3 设 $ 是 域 下 的 一 个 L 值 位 ， 则 下 列 叙述 等 价 ， 

(1) 4 是 一 个 实 位 ; 

(2) 工 是 一 个 实 域 ， 且 对 于 工 的 每 个 序 <z, F 有 一 个 序 <F, 使 得 <r 和 
<L HA; 

(3) 已 有 一 个 序 <F, 且 工 有 一 个 序 <L, 使 得 9 与 <F 和 <z HR. 

证 明 (1) 一 (2): RR 是 o 的 剩余 域 ， 则 Fs HF L 的 一 个 子 域 ， 从 而 
可 认定 Fo C L. i < 是 工 的 任意 一 个 序 ， 且 记 So 是 <z 在 Fs 上 的 限制 由 命 
题 3.3.1 A, o 的 赋值 环 Ay 是 下 的 一 个 实 赋值 环 ， 由 命题 3.1.3 的 推论 2 知 ， F 
有 一 个 序 <r, 使 得 <p 与 实 赋值 环 As HA ( 即 Ay 关于 <r 是 凸 的 ), E <o 恰 为 
Sp 在 Fy 上 所 诱导 的 序 . 

Ü 0 <r a <r b, H ġ(b) # œ, WA 0 <r a <r bE Ay. HF Ay SEF <r È 
凸 的 , 从 而 ce Ay. 由 于 <o E <r 在 Fy 上 所 诱导 的 序 , 从 而 有 0 <o ola) <e olb), 
BP O <s O(a) <czy(). 这 表明 9 与 序 <r 和 <i 相 容 . 

(2) => (3): BAR. 

(3) 一 (1): 由 于 工 有 序 ， 从 而 L eK. 因而 ， 4 是 一 个 实 位 . 证 毕 . 

推论 设 $ 是 域 下 的 一 个 工 值 位 ,其 中 工 是 一 个 实 闭 域 , 则 下 有 一 个 序 <， 
使 得 $ 与 < 相 容 . 

定理 3.3.4 io ER F A L ti, <r 是 域 下 的 一 个 序 , 而 <z EL 
的 一 个 序 ， 则 $ 与 <F 和 <z 相 容 ， 当 且 仅 当 由 的 赋值 环 As 关于 <p 是 凸 的 ， 
H #$ 诱 导出 一 个 从 序 域 (4s/Me <o) 到 (L, <1) 的 保 序 嵌 入 ， 这 里 <o 是 <p 在 
4s/Ms 上 所 诱导 的 序 . 
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证 明 设 $ 与 <F 和 <z AA. 由 命题 3.3.2 A, Ao 关于 <p BOW. 显 
然 ，9 诱导 出 4s/Ms 到 工 的 一 个 嵌入 $, 使 得 对 于 每 个 ae Ay, 9g(a) = da), 其 
H ā := a + My E€ Ag/Mg. Ù 0 <o a <o b, FEF a, b E Ag/Mo, WIH <o 的 规定 知 ， 
0<ra<rb. BI ob) #00. H o <r M <. 的 相 容 性 ，0 <L O(a) < olb), BI 
0 <z O(@) <r (6). 因此 ， 允 是 一 个 保 序 嵌 入 . 

充分 性 显然 ， 证 毕 . 

对 于 实 位 的 拓展 ， 可 以 建立 如 下 结论 . 

定理 3.3.5 HoE FHA L fii, 其 中 工 是 一 个 实 闭 域 ，K 是 下 的 一 
个 代数 扩张 ， 则 6 可 以 拓展 为 K 的 一 个 值 位 ， 当 且 仅 当 天 有 一 个 序 <, 使 得 
4 与 和 P 相 容 ， 这 里 < 是 < EF LRA. 

证 明 设 K 有 一 个 序 <, 使 得 与 < 在 上 的 限制 <p MA. 设 4y i o 
赋值 环 ， 则 4y 是 F 的 一 个 实 赋值 环 ， 由 命题 3.3.2 Ml, Ay = AE, <r), KE 
Æ K 的 一 个 子 域 . $ B= A(E,<), W B 是 KK 的 一 个 与 < 相 容 的 实 赋 值 环 ， 令 
Mp 是 B 的 赋值 理想 ， 且 <p 是 < 在 剩余 域 Fe := B/MB 上 所 诱导 的 序 ， 容 易 验 
证 ， (Fe, <p) EFIR (Fe, <o) 的 序 扩张 ， 这 里 Fo oO 的 剩余 域 ，<o 是 <r 在 
Fo 上 所 诱导 的 序 . 由 于 4 与 <F 相 容 ， AT o AFR (Fo, <o) 到 (L, <12) 的 
一 个 保 序 嵌 入 ， 这 里 <a 表示 工 的 惟一 序 ， 据 此 可 认定 Fs CL, <E <e 
在 Fo 上 的 限制 . $ RUE Fs 在 工 中 的 代数 闭 包 由 命题 2.1.5 可 知 ， REFR 
(Fo, So) 的 实 闭 包 . FE Ri EFR (Fo, <B) 的 实 闭 包 .注意 到 Fs 是 Fs 的 代数 
扩张 ， 从 而 Ri 也 是 序 域 (Fe, <o) 的 实 闭 包 ， 由 实 闭 包 的 惟一 性 ， 有 R 到 RR 的 一 
个 Fo- FIH r. 显然 7 是 Ry BL MRA. 

将 K 的 正规 位 Ba 和 合成 ， 即 得 到 K 到 工 的 一 个 位 水. BR, y Ett g 
在 天 上 的 一 个 拓展 . 

RU y Æ K 的 一 个 L 值 位 , 且 多 是 少 的 一 个 拓展 . 由 定理 3.3.3 的 推论 知 ， 
KAT <, 使 得 多 与 < 相 容 . 此 时 易 知 ，9 与 < 在 下 上 的 限制 相 容 . 证 毕 . 

作为 定理 3.3.5 的 一 个 应 用 ， 可 建立 如 下 结论 . 

定理 3.3.6 设 是 域 下 的 一 个 工 值 位 ,其 中 工 是 一 个 实 闭 域 , 且 < 是 下 
的 一 个 序 ， 则 $ 与 < 相 容 ， 当 且 仅 当 9 可 以 惟一 地 拓展 为 RN L i, d 
BR RARER (F, <) 的 实 闭 包 . 

证 明 设 6 可 以 惟一 地 拓展 为 RAA Late o. 由 定理 3.3.3 的 推论 知 ， 
与 尽 的 惟一 序 <e 相 容 .此 时 易 知 ， $ 与 < 相 容 . 

反 过 来 , 设 g 与 < 相 容 . 由 定理 3.3.5 知 ，9 可 以 拓展 为 RR 的 一 个 L- 值 位 少 
设 4s 和 By 分 别 为 和 乡 的 赋值 环 . 根据 命题 3.3.2, Ay = A(E, <), HH EP 
的 一 个 子 域 ， 由 定理 3.2.5 中 的 惟一 性 知 ， By = A(F, <m), 这 里 <p 为 已 的 众 
一 序 . 这 表明 少 实际 上 等 价 于 RR 的 关于 子 域 MF <e 的 典型 实 位 . 证 毕 . 
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对 于 R- 值 位 的 拓展 ， 上 面 有 关 定 理 可 进一步 改进 如 下 . 

定理 3.3.7 设 乡 是 域 下 的 一 个 R- 值 位 ，K 是 下 的 一 个 扩张 , 则 9 可 以 拓 
RH K 的 一 个 R 值 位 ， 当 且 仅 当 K 有 一 个 序 <, 使 得 与 < 在 F 上 的 限制 相 
容 . 

证 明 必要 性 的 证 明 类 似 于 定理 3.3.5, 下 证 充分 性 . 

RK 有 一 个 序 <, 使 得 $ 与 <F 相 容 ， 其 中 <p 表示 SEF 上 的 限制 . 令 
Ag 是 $ 的 赋值 环 ， 则 由 命题 3.3.2 HI, Ao = A(E, <r) ,其 中 已 是 下 的 一 个 子 
域 . 注意 到 QC E, AT 4(Q,<r)S4(B,<p). ia E Ao, W o(a) ER. HF R Hy 
惟一 序 <po 是 阿 基 米 德 序 ， 从 而 有 9 € Q, E14 lola) <r q, 即 —a <r (0) <r q. 
由 9 与 序 <r 的 相 容 性 知 ， -4 <F a <F gq. WETA, ac 4(Q,<r)， 因而 
Ap = AQ, <r). © UK 的 关于 < 的 典型 R- 值 位 ， 则 y 的 赋值 环 为 AQ, <). 
显然 A(Q, <) NF = AQ, <p), Ae Y Eti o TE K 上 的 一 个 拓展 .证 毕 . 

根据 定理 3.3.7 的 证 明 ， 可 附带 地 获得 下 面 结果 . 
命题 3.3.8 oR F 的 一 个 R- 值 位 ， 则 对 于 下 的 每 个 与 9 相 容 的 序 <, 
都 有 Ag = AQ, <), 这 里 Ay 是 9 的 赋值 环 . 
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Hensel 赋值 是 一 类 重要 赋值 ， 在 本 节 中 ， 实 Hensel 赋值 将 得 到 研究 ， 域 玉 的 
一 个 赋值 v 称 作 Hensel RRI, WMR v 在 F 的 每 个 代数 扩张 上 有 惟一 拓展 ， 这 里 的 
“惟一 性 ” 是 指 赋值 等 价 的 意义 下 的 惟一 性 ， 此 时 ，v 的 赋值 环 A, 称 作 域 的 一 
个 Hensel 赋值 环 . 显然 , 域 下 的 一 个 赋值 v 是 Hensel 赋值 ， 当 且 仅 当 v 在 下 的 代 
数 闭 包 上 有 惟一 拓展 . 设 v 是 域 下 的 任意 一 个 赋值 ，K 是 下 的 一 个 扩张 ，w 是 赋 
值 v 在 K 上 一 个 拓展 . 如 果 ~w 和 we 的 值 群 相同 ， 旦 剩余 域 4,/M, 到 Aw/Mo 的 自 
然 媒 入 是 一 个 同 构 ， 那 么 称 w 是 v 的 一 个 直接 扩张 ， 或 称 (K, w) ERER (Fv) 
的 一 个 直接 扩张 . 

下 面 结论 是 赋值 论 中 关于 Hensel 赋值 的 熟知 事实 ， 这 些 事实 对 于 本 节 的 讨论 
是 必需 的 . 

命题 3.4.1 (1) 域 下 的 一 个 赋值 v 是 Hensel 赋值 ， 当 且 仅 当下 面 两 个 条 件 之 
一 成 立 : 

(bw 的 赋值 环 A, 满足 如 下 Hensel 引 理 ， 对 于 多 项 式 f(z) € Ala), GH File] 
中 两 个 互 素 多 项 式 O(c) 和 %(z), 使 得 F(x) = 6(z)w(z), 其 中 f(z) 表示 f(z) LAR 
HS: Ale] 一 4。/Molz] FAR, WA g(z), h(x) € Avia}, 使 得 f(x) = g(z)h(z)， 
5(z) = gz), h(a) = ¥(z), E g(z) 和 9(z) 具有 相同 的 次 数 . 

(i) 对 于 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 f(z) € Ale), 若 f(z) 在 自然 同 态 ，4v[z] 一 
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Av/My[2] FHR f(z) 在 剩余 域 A/M, 中 有 单 根 8, WA bE A, 使 得 f(b) =0, 且 
B=b:=b+My. 

(2) 若 域 F 的 一 个 赋值 v 在 下 的 每 个 真 代数 扩张 上 的 拓展 都 不 是 直接 扩张 ， 
则 vv 是 下 的 一 个 Hensel 赋值 . 

(3) 每 一 个 赋值 域 (Fv) 都 有 这 样 的 Hensel 代数 扩张 (K w), 使 得 对 于 五 和 KK 
的 每 个 不 等 于 K 的 中 间 域 E, w 在 EE 上 的 限制 w |e 不 再 是 Hensel 赋值 . 

上 面 命题 的 叙述 (3) 中 ， 满 足 所 述 条 件 的 Hensel 代数 扩张 (K,w) ERER 
(F,v) 的 一 个 Hensel 化 .对 于 赋值 域 (F,v) 的 Hensel 化 ， 有 下 列 熟 知 的 结果 . 

命题 3.4.2 (1) RÈR (F, v) 的 每 个 Hensel 扩张 都 包含 (F, v) 的 一 个 Hensel 
化 . 

(2) 赋值 域 (Fv) 的 每 个 Hensel 化 都 是 直接 扩张 . 
(3) 若 (Ka wa) 和 (Ko, w2) 都 是 赋值 域 (F,v) 的 Hensel 化 ， 则 存在 Ki 到 Ko 

的 一 个 F- 同 构 n, 使 得 对 于 每 个 ae Ky, wi(a) = wz(r(oa)). 

定义 3.4.1 域 上 一 个 赋值 v 称 作 实 Hensel 赋值 ,如果 v 是 实 赋值 ， 同 时 
也 是 Hensel 赋值 . 

命题 3.4.3 ” 实 闭 域 的 每 个 实 赋值 都 是 Hensel 赋值 . 

证 明 设 已 是 一 个 实 闭 域 ，v 是 已 的 一 个 实 赋值 ， 且 4, M 分 别 是 v 的 赋值 
环 和 赋值 理想 . 

设 f(z) € Alr) 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 且 f(z) = w(z)u(z), 其 中 ul), 
v(x) 是 4/M[z] 中 的 两 个 互 素 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 . 由 定理 2.1.3 的 推论 知 ， 
f(z) 在 RIz] 可 分 解 如 下 : 


F(a) = (z — a1) +++ (£ — am)|(£ — b1)? + CR] --- [(£ — bn)? + c2), 


HEH ai, bj, cy ER, Hej #0, i= 1, +, m j=l, n. 
SBIR, an by + cj VT M by — op V=T ER A LM, i=l, m j=l 
n. FÈ G + B= (bj + oj V=1) (bj — 3 V=1) 在 环 A 上 整 ，j = 1,…, n. 由 于 赋值 
环 4 在 尽 中 是 整 团 的 ， 从 而 有 a € 4 = pm, 且 好 + 中 ec 4= 1 
由 于 v 是 一 个 实 赋值 ， 从 而 由 命题 3.1.2 的 推论 1 知 ， bj, cj EA, j=1,…,n. 
由 上 面 分 解 式 有 


Fa) = (2 — a) +++ (£ — Gn) [(e — b1)? +8?) - -+ bn)? + 22), 
Hp z:=2+M, 对 于 每 个 ze 4. 
由 此 有 (z — 本)lu(z)u(z), 进而 有 (x 一 本 lu(z) 或 者 (z - a)|v(e), i = 1, =, 
m. 同样 有 (x — 63)? 十 可 lu(z)u(z), j =1, +, n. 4G FOB, (2—5)? + E 
4/M 四 中 也 是 不 可 约 的 ， 因 为 A/M 是 一 个 实 域 . 此 时 必 有 ， (z — bj)? + lula) 


Ae ED h 
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或 (z -b;)? + Glv(z). 4 z = 0 时 ， (Zz 一刀)?lu(z)v(z)， 由 于 wlz) 和 v(x) 互 
K, ATA (z 一 万 )?|u(z) 或 (z 一 如 )?lv(z). 因而 总 有 ， (z — bj)? + 可 lu(z) 或 
(x - bj)? + Glo(z), j =1, =, n. 

由 上 面 讨论 ， 可 设 o-a,---, 2-4, (2-b)? +4, °°, (5 bs)? +e 是 
u(z) 的 因 式 , 而 z- Orsi, +++, ©— Am, (£ be41)? + Bary) (@ — bn)? + R 
是 v(z) WAR. $ g(x) = (x 一 01)…(z — ar) [(x — b1)? + cf).…[(z — bs)? + c3), 
而 A(x) = (z — ar+1)+: (£ 一 am)[(z 一 bt)2 十 cs …[(z — bn)? +2]. AR, 
f(z) = g(z)h(z), 且 g(a) = u(z), h(x) = v(z). 由 命题 3.4.1(1) HI, v 是 一 个 Hensel 
赋值 .证 毕 . 

定理 3.4.4 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ， 则 对 于 赋值 域 (F v) 的 每 个 Hensel 
化 (K,w), w 是 K 的 一 个 实 赋 值 . 

证 明 由 命题 3.4.2(2) 知 ， (K,w) 是 (F v) 的 直接 扩张 . 因而 ， Fu = Fu, 这 
E F, Al Fu DAA v M w 的 剩余 域 . 由 所 设 知 ， Fe 是 一 个 实 域 .从 而 F 也 是 
一 个 实 域 ， 即 w 是 K 的 一 个 实 赋值 .证 毕 . 

下 面 定理 反映 出 Hensel 赋值 和 序 之 间 的 重要 关系 . 

定理 3.4.5 设 (F,v) 是 一 个 Hensel RER, WIF F HEE <, v t <A 
容 . 

证 明 设 4 和 M 分 别 为 v 的 赋值 环 和 赋值 理想 ， 对 于 每 个 be M, f(x) = 
z2+z+be Alz], RÆ A/M[z] 中 有 分 解 式 f(z) = z(z+1), HP z, 1+1 Æ A/M[z] 
中 互 素 的 多 项 式 ， 由 Hensel AFA, f(x) = (z 一 a)(z — c), EH a, ce A. 注意 到 
五 的 特征 为 零 ， 由 此 有 1-b=1+(a?+a) = (a+ 3)? +3>0. 因而 有 5<1. 由 命 
题 3.1.3 Ml, v 与 序 < MA. 证 毕 . 

推论 设 v 是 域 下 的 一 个 Hensel 赋值 , 则 * 是 实 赋值 , 当 且 仅 当 已 是 实 域 . 

证 明 由 命题 3.1.2 的 推论 2 知 ， 必 要 性 成 立 . 现 设 下 是 一 个 实 域 ， 则 由 定理 
1.1.3 知 ， 至 少 有 一 个 序 <. 由 定理 3.4.5 知 ，w 与 < 相 容 . 根据 定理 3.1.4,v 是 
一 个 实 赋值 ， 证 毕 . 

上 面 推论 表明 ， 实 域 的 每 个 Hensel 赋值 都 是 实 Hensel 赋值 . 

引 理 3.4.6 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ，K 是 域 的 一 个 扩张 ，w 是 赋值 
Vv 在 K 上 的 一 个 直接 扩张 ， 则 从 XE 到 Xp 的 限制 映射 >: Q 一 QF 是 一 个 同 
胚 映射 . 

证 明 由 条 件 知 ，wv 和 w 的 剩余 域 是 自然 同 构 的 ， 从 而 w 是 K 的 一 个 实 赋 
值 . 根据 命题 3.2.6, 限制 映射 + 是 一 个 连续 映射 . 注意 到 XE 和 XP 均 为 Hausdorff 
的 紧 空间 .由 拓扑 学 知识 知 ， 只 须 再 证 明 > 是 一 一 对 应 . 

对 于 Pe Xp, 构造 K 的 如 下 子 集 : 
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n 
= {Sonate — ni) | pi € Pai € Kme My, i = 1, 中 


1 
n 
BR, PUK? CT,T+T CT, AT-T CT. 假若-leT, 则 -1= 了 pio?(1- 


isl 
m), 其 中 me P, ai € K, m € Mu, H pi Mai MARS, i=1, n. 由 于 w 和 wv 的 
值 群 相 同 ， 从 而 有 ai € F, 使 得 w(ai) = v(a) = wla), i=1, ---, n. 4 Bi = a7}, 
则 Bi€ Aw, Œ pi ¢ Mu. 又 由 于 人 是 自然 同 构 的 ， 从 而 有 bi € Ad, 
使 得 Bi + Mu = bi + Mw, i= 1, +++, 0. FER & E Mu, W Ai = B+ Gi, 1 =1,- 


n 由 上 面 的 等 式 有 ， 1+ Dorie +6)? - m) =0, 其 中 7 = pia? € P,i=1,- 
it ro = bo =1€P, 4 vive) = minfu(r,) |i =0, 1; sam OSkS ngs ring! A 
i=0,.…,n, 则 gi€ A,NP,i=0,1,..,n. AT o+ Dab +6) —m) =0, 


i=1 


即 有 wbi + Doat? = Dat- (+ &)?(1—n)] € Mw N F = Me. 此 时 有 


0 <p b? = qbk <r wt + Xat. 由 于 M, 关于 <p 是 凸 的 ， 从 而 b2 © M, 即 


bk € My, FR. 因而， 了 是 域 开 的 一 个 亚 正 锥 . 由 定理 1.1.2 的 推论 ，K 有 一 个 
TEE Q, 使 得 TC Q. 注意 到 1+ My CQ, 从 而 由 命题 3.1.3 知 ， Qe xe. 显然 ， 
Pc QNF. Mili QAF = 已 . 因而 > 是 一 个 满 射 : 

设 Qi, Qe E XR, 使 得 QF = QAF. 假若 Qi + Qo, 则 有 非 零 we K, 使 
得 a € Qi, E -a € Q2. HF (K, w) Æ (F v) 的 直接 扩张 ， 从 而 有 ac F, 使 得 
w(a) = v(a) = w(a). 由 于 w(a) = w(-a), 从 而 不 妨 设 ae Qi. 于 是 ae Qinr= 
Q2nF. 令 B=aa-!, 则 w(8) =0,Be Qi 但 -BeQ2. 记 吏 和 可 是 在 剩余 域 
Fw 上 分 别 由 Qi 和 Q 所 诱导 的 正 锥 ， 则 6+ My e 可 ,但 -B+ My € Qo. 注意 
到 Ay/My- Al Av/Mw 是 自然 同 构 的 . 从 而 有 bE Ay, 使 得 86+ Mu. = b+ My. 于 是 
b+ Mu € Qi, Œ -b+ My E Qo. 由 命题 3.1.3 的 推论 后 面 的 事实 可 知 ，be Q, 
-be Q2. 此 时 有 be QIN F = Q20F CQ2. 从 而 be Q2M—Qo, Bl b= 0, FH. 
因此 ，r 是 一 个 单 射 . 证 毕 . 

定理 3.4.7 设 (K,w) 是 赋值 域 (F,v) 的 一 个 Hensel 化 ，< 是 下 的 一 个 序 ， 
则 wv 与 < 相 容 ， 当 上 且 仅 当 < 可 以 拓展 为 KK 的 一 个 序 . 此 时 , 序 < 在 K 上 的 拓展 
是 惟一 的 . 

证 明 设 < 可 以 拓展 为 K 的 一 个 序 <x, 则 由 定理 3.4.4, w 与 <k 相 容 . 由 
此 可 知 ，v 与 < 相 容 . 

现 设 "与 < 相 容 , AS PE < 的 对 应 正 锥 , 则 Pe XP. 根据 命题 3.4.2(2)， 
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(K,w) 是 (F,v) 的 一 个 直接 扩张 . 由 引 理 3.4.6 知 ， 从 XE 到 XP 的 限制 映射 > 是 
一 个 同 胚 映射 . 从而， 正 锥 P 在 K 上 有 惟一 的 拓展 Q. 因而 序 < 在 K 上 有 惟一 
的 拓展 <q, 这 里 <q 是 Q 的 对 应 序 . 证 毕 . 

推论 i (K, w) 是 赋值 域 (F,v) 的 一 个 Hensel 化 , H. v 是 五 的 一 个 实 赋值 ， 
TU w 是 赋值 v 在 K 上 惟一 的 实 拓展 . 

证 明 设 w 是 v 在 天 上 的 任意 实 拓展 . 由 定理 3.1.4 知 ，wi 与 K 的 一 个 序 
< 相 容 .再 由 定理 3.4.5 知 ， 忆 也 与 < 相 容 . 设 REFR (K, <) RAW. 由 定 
理 3.2.5 Al, w 和 w 都 可 分 别 惟一 地 拓展 为 R 的 实 赋值 w 和 u. 记 <r 是 序 < 
EF EKRE. 由 于 5 < 相 容 ， 从 而 显然 v 与 <F 相 容 . 注意 到 ，K 是 下 的 
代数 扩张 ， 从 而 REFR (F, <r) 的 实 闭 包 .由 定理 3.2.5 中 的 惟一 性 知 ，， 和 
u 具有 相同 的 赋值 环 ， 从 而 w 和 wi 具有 相同 的 赋值 环 ， 因此 ， 在 赋值 等 价 的 意 
XF, w =w. 证 毕 . 

作为 实 Hensel 赋值 的 一 个 刻画 ， 可 以 建立 如 下 定理 . 

定理 3.4.8 hy 是 域 的 一 个 实 赋值 ， 则 v 是 Hensel 赋值 ， 当 且 仅 当 对 于 
赋值 域 (Fv) 的 每 个 有 限 扩张 (K,w), Xk =X. 

证 明 设 v 是 域 AY Hensel 赋值 ， 则 由 定义 易 知 ， (F,v) 的 每 个 有 限 扩张 
(K,w) 也 是 Hensel 的 .根据 定理 3.4.5 可 知 ， Xk = XR- 

现 设 对 于 (F, v) 的 每 个 有 限 扩张 (K, w), Xk = XR, WAR, 对 于 (F, v) 的 每 个 
代数 扩张 (K,w), Xk = XE. 由 定理 3.1.4 知 ， 玉 有 一 个 正 锥 P, 使 得 v 与 已 相 容 ， 
i R AFP (F, P) 的 实 闭 包 , BS wH v tE R LERH, W XE = Xp = {R?}. 
RR w 与 RMA, Bw ho RETR. 由 定理 3.2.5 知 ，w 是 v 在 民 
上 的 惟一 拓展 ， 此 外 ， 由 命题 3.4.3 知 ， w 是 R hy Hensel 赋值 .从 而， 赋值 w 在 
R(V-1) 上 仅 有 惟一 拓展 . 这 样 ，v 在 F 的 代数 闭 包 RVT) 上 仅 有 惟一 拓展 . 
根据 定义 易 知 ，v" 是 F 的 Hensel 赋值 ， 证 毕 . 

引 理 3.4.9 设 v ERAR 的 一 个 赋值 ， 则 w 的 剩余 域 F, 是 实 闭 的 或 代数 
闭 的 . 
证 明 由 赋值 的 拓展 定理 知 ，v* 可 拓展 为 RV) 上 的 一 个 赋值 w. RR 是 
w 的 剩余 域 . 由 于 R(V-1) 是 代数 闭 域 ， 从 而 Fo 也 是 代数 闭 域 . 由 赋值 论 知识 ， 
[Fo : Fo] < [BRV-D : R] = 2. 当 [Fw : Fo] = 1 Rt, F, = Fy 是 代数 闭 域 ， 当 
[Fu : Fo] = 2 时 ， 由 定理 2.1.5 知 ， Fs 是 一 个 实 闭 域 . 

作为 实 闭 域 在 赋值 理论 方面 的 一 个 刻画 ， 可 建立 下 面 结论 . 

EH 3.4.10 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ， 则 FF 是 实 闭 域 ,， 当 且 仅 当 如 下 三 个 
条 件 都 成 立 : 

(1) v 的 值 群 G, 是 一 个 可 除 群 ， 即 对 于 任意 g e G, 以 及 任意 自然 数 n, 有 
he Gy, 使 得 g=nh. 
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(2) 剩余 域 Fo 是 实 闭 域 . 

(3) v 是 F 的 Hensel 赋值 . 

TA 设 下 是 一 个 实 闭 域 . 由 命题 3.4.3 知 ，v 是 下 的 一 个 Hensel 赋值 注 
意 到 F, 是 实 域 ， 从 而 由 引 理 3.4.9 知 ， Fo 是 实 闭 域 . 对 于 任意 ge Cu, 有 ae F, 
使 得 v(a) = g. 注意 到 v(a) = v(—a), 从 而 可 设 0 < a, 这 里 < WF 的 惟一 序 . 由 
中 间 值 定理 可 知 ， 多 项 式 z" -a 在 下 中 有 一 个 根 b, 这 里 n 是 任意 自然 数 ， 于 是 
g = v(a) = v(b") = nv(b), 其 中 v(b) € Gy. 因而 ， Gy 是 一 个 可 除 群 . 

现 设 条 件 (1), (2) 和 (3) 都 成 立 . 由 定理 3.1.4 知 ， FANE <, 使 得 v 与 
<A. i REFR (F <) 的 实 闭 包 ， 则 由 定理 3.2.5 MI, v 可 以 拓展 为 R 的 一 
个 实 赋值 w. 令 Gy 和 F 分 别 为 w 的 值 群 和 剩余 域 ， 则 G。 和 Fo 分 别 是 Gw 和 
Fu 的 子 群 和 子 域 . 由 于 商 群 Gw/G。 中 每 个 元 素 的 阶 是 有 限 的 ， 且 Gy 是 可 除 群 ， 
从 而 必 有 Gy = Gy. 此 外 ,由 于 Fw 是 F 的 实 代数 扩张 ， 且 Fo 是 实 闭 域 ， 从 而 
Fy = Fy. 

BaF AR, WA a € R, 使 得 a g F. ha 在 已 上 的 极 小 多 项 式 为 + 
alzn-1 十 … 十 am SEH ay, ++, an E F, An > 1. FB =at Lay, WB EP LAR 
小 多 项 式 具有 形式 2” + bot”? +--+ bn, FEAF bz, +, bn € F. 由 于 Gu = Go 从 而 
有 ee 下 ,使 得 w(B8) = v(e) = w(e). HS y= je- N wy) =0, Hy Æ F LAK 
小 多 项 式 具有 这 样 的 形式 。 f(z) =a” +err”? +- Cn, 其 中 co +, Cn E F. G 
Ay 和 Ay 分 别 是 v Ail w 的 赋值 环 . 由 于 v 是 Hensel 赋值 ， 从 而 Ay 是 A, TE RP 
的 惟一 拓展 ， 因 而 Ay 实际 上 是 A, 在 R 中 的 整 闭 包 ， 从 而 y s Aw 在 Ay EE. 
于 是 f(z) € Apa]. 由 于 Fu = Fo, 从 而 有 de Ay, 使 得 7+ Mu = d+ Mu, 这 里 My 
Æ w 的 赋值 理想 . 由 此 有 f(d) = f(d) — f(y) € Mu, BUA f(d) € Mu OF = Mu 这 
里 M, 是 v 的 赋值 理想 . 设 f(z) 是 f(z) 在 Fulz] = 4。/Molz] 中 的 对 应 多 项 式 ， 则 
FÀ) =0, XB d=d+M, e Fy. 从 而 在 Fulz] 中 ，z 一 dlf(z). 如 车 z-d 是 f(x) 的 
惟一 的 ( 首 项 系数 为 1 的 ) 不 可 约 因 式 ， 则 f(z) = (z 一 d)". 注意 到 f(x) PA a 
的 系数 为 零 ， 从 而 nd = 0. 由 于 Fo 的 特征 为 零 ， 从 而 4=0, 即 de M,C My. 于 
是 Ye Mu, FH. 如 车 f(x) 除 z 一 d 外 还 有 其 他 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 因 式 ， 
WW f(x) 可 表示 为 F(x) = $(z)w(z), 其 中 %z) 和 %(z) 是 Fole) 中 两 个 互 素 的 多 项 
式 ， 且 0< degd(z) <n. 根据 Hensel 条 件 可 知 ， f(z) 在 Aje) 中 可 约 ， 矛 盾 . 
此 ， 政 = RR, 即 下 是 一 个 实 闭 域 . 证 毕 . 


83.5 实 全 纯 环 


本 节 将 考虑 域 中 与 实 赋值 相关 的 一 类 子 环 一 一 实 全 纯 环 ， 从 而 得 到 这 类 子 环 
的 结构 ， 此外， 我 们 研究 域 的 实 赋值 环 与 实 全 纯 环 的 素 理想 之 间 的 对 应 关系 . 
(AT) 是 一 个 亚 序 域 ， Xp(T) 是 它 的 序 空间 ， 且 D 是 下 的 一 个 包含 单位 
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元 1 的 子 环 . 

定义 3.5.1 所 设 同 上 ， 域 FF 的 所 有 与 了 相 容 且 包含 子 环 D 的 ( 实 ) 赋值 环 
之 交集 称 作 F 关于 亚 序 了 和子 环 D 的 实 全 纯 环 ， 且 记 作 He(T,D). 特别 地 ， 
当 D = Q 时 ， 相 应 的 实 全 纯 环 径 称 作 (FT) 的 实 全 纯 环 ， 且 简 记 为 He(T); 当 
T= jf? 且 D=Q@ 时， 相应 的 实 全 纯 环 么 称 作 F 的 实 全 纯 环 ， 且 简 记 为 He. 

显然 ， 实 全 纯 环 Hr 是 下 的 全 体 实 赋值 环 的 交集 ， 而 He(T) 是 下 的 所 有 与 
T 相 容 的 赋值 环 的 交集 . 

对 于 P € X(T), 按照 3.1, 可 得 到 子 环 D AF <p 的 凸 包 C(D,<p). 为 简 
便 起 见 , 记 C(D, P) 为 这 样 一 个 凸 包 . 注意 到 Z CD, 从 而 有 AQ, <p) = C(Z, P) € 
O(D, P). 由 于 A(Q, <p) 是 下 的 一 个 ( 实 ) 赋值 环 从 而 C(D, P) 也 是 下 的 一 个 赋 
值 环 ， 根据 命题 3.1.3 和 定理 3.1.5 可 知 ， C(D, P) 是 一 个 与 了 相 容 的 实 赋值 环 . 

设 4 是 下 的 任意 一 个 与 了 相 容 且 包 含 D HTM. 根据 定理 3.1.5 知 ， 对 
FRE Pe Xp(7), 4 的 赋值 与 PHA. 再 由 命题 3.1.3 知 ，A 关于 <p 是 凸 的 . 
从 而 易 见 ，C(D, P) CA. 

由 上 面 讨论 ， 下 面 命题 成 立 . 

命题 3.5.1 所 设 同 上 ， 则 


H,(T, D) = pha P). 


由 上 面 命题 可 见 ， 我 们 可 以 把 关于 实 全 纯 环 He(T, D) 的 结构 问题 转化 为 讨论 
交集 站 OOP 中 元 素 的 形式 . 
EXP 


定理 3.5.2 (F T) 是 一 个 亚 序 域 ，D 是 下 的 一 个 子 环 则 对 于 ze F, 下 
列 叙 述 等 价 : 
(DJ)ze 站 C(D,P); 
PeXP(T) 


(2) 对 于 某 个 de D, d 土 zeT. 

证 明 (1) 一 (2): 对 于 每 个 Pe Xr(T), 由 叙述 (1) 有 z € C(D, P). 由 
C(D, P) 的 结构 知 ， 有 dp € D, 使 得 -dp <p x <p dp, B dp +z € P. 这 表明 : 
P € H(dp + z,dp - 1). 因而 有 Xr(T) C Ya Hide +2, dp -z). 由 定理 1.5.4 


Kl, HF Xr 的 Harrison 拓扑 ， #r(T) go Xr 的 DETR. 从 而 存在 有 限 个 已， 

+; Pa € Xp(T), 使 得 Xp(T) € U (dp, +zdp - 2). & d=} + dh, ++ dh. 
i=l 

对 于 每 个 P € Xp(T), ARF j € { n}, E P € H(dp, + 2,dp, — 2), 即 


dp, +s eP. 此 时 ，d 土 z= (dp; +2)+ (dp; - 4)? +) d, € P. 由 定理 1.1.2 知 ， 


ižj 
dtaetT. 


76 第 三 章 TRULIA 


(2) => (1): 对 于 每 个 Pe Xr(T), d 土 TETC P, BI -d <p z xpd 从 而 
z € C(D, P). WEH. 

现在 可 以 建立 下 面 的 主要 定理 , 这 一 定理 给 出 了 实 全 纯 环 Hr(T, D) 中 元 素 的 
形式 . 

定理 3.5.3 设 (F, T) 是 一 个 亚 序 域 ，D 是 FEFA, WIF EF, FAR 
述 等 价 : 

(1) z € Hp(T, D); 

(2) FRG tET, z? +te D; 

(3) z € D[(1 +£)" |t € T), RB D1 +4) |t € T] RRHFR {0 +t) | 
teT} 添加 到 子 环 D 上 所 得 到 的 扩 环 . 

证 明 (1) => (2): x € He(T,D), 则 显然 zz € He(T,D). 根据 命题 3.5.1, 


we 站 C(D,P). 再 由 定理 3.5.2 知 ,有 deD, 使 得 4-z?ET. 令 t=d-z?€ 
PEXF(T) 


T, Wa? +t=deD. 

再 设 4 是 下 的 任意 一 个 与 了 相 容 且 包 含 D 的 赋值 环 . 由 定理 3.1.5 知 ， 有 
某 个 Pe Xp(T), 使 得 4 的 赋值 与 PHA, BY 4 关于 序 <p EAH. 由 叙述 (2) 
Al, O<pa?<pa?+teEDCA. Mit z? EA, Mace Ah. 由 4 的 任意 性 知 叙述 
(1) 成 立 . 

(1) => (3): 设 z € He(T,D). 由 命题 3.5.1 和 定理 3.5.2 可 知 ， 有 d e D, 使 得 
diz ET. $ tı =d+z, H tz =d—z, Wty, t2 € T, A (d+1+2)(14te) = (1+tı)(d+ 
1-a). 由 此 可 得 z = (d+ 1)[(1 + tg)! (1+ ta)? HER ta = (14 ta)(1 +t), 
ty=(1+t)(1+t2)" ET. Mii, xe Di(1+t)-!|te 7]. 

反 过 来 , Ree Di(it+t)"|teT). HF F WERD THARE DH 
赋值 环 A, 由 定理 3.1.5 知 ， 有 某 个 Pe Xp(T), 使 得 4 关于 序 <p 是 凸 的 ， 对 于 
每 个 te T, 显然 有 0<p(L+b-i<Ple4. 从 而 (1+t-Le4. 因 而 4 包含 子 集 
{(1+t)! |teT}, AT D0 +t) |tEeT] CA. FE re A. 由 4 的 任意 性 知 ， 
z € Hp(T, D). 证 毕 . 

推论 1 设 (FT) 是 一 个 亚 序 域 , 则 He(T) =Q +t) | te 7). 

推论 2 设 下 是 一 个 实 域 , 则 Hr =Q +t te 》 FE]. 

此 外 ， 由 定理 3.5.3, 容易 建立 下 面 结论 . 

定理 3.5.4 所 设 同 定理 3.5.3, 则 


Hf(T, D) = {dzr(1 +2? +t)? |de D,tET Axe Fh. 


证 明 xe He(T,D), 则 由 定理 3.5.3 中 蕴含 关系 “(1) 一 > (2)” 知 ， 有 te 了， 
使 得 z22?+te D. 令 d=1+z?+tED, 则 有 z=dz(1+z?2+t)-1. 


uN 
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反 过 来 ， 设 y = dz(1+z?+t)-!, 其 中 de D,te7T, 有 是 zEF. 令 A 是 下 的 
任意 一 个 与 7 相 容 且 包含 D 的 赋值 环 ， 则 对 于 某 个 Pe Xp(T), 4 关于 序 <r 是 
是 的 ， 此 时 ， 显 然 有 O<py?<pPEDCA. 从 而 如 Eh, 即 ye A. 由 4 的 任意 
性 ，y e HF(T, DD). 证 毕 . 

推论 i (FT) 是 一 个 亚 序 域 ， 则 


Hp(T) = {nz(1 +2? +t) '|nEN,teT HzeF}. 


现在 ,着手 考虑 实 全 纯 环 的 素 理想 以 及 关于 这 些 素 理想 的 局 部 化 . 为 此 ， 先 证 
明 如 下 引 理 ， 

引 理 3.5.5 所 设 同 定理 3.5.3, 则 F 的 每 个 包含 Hr(T, D) 的 赋值 环 都 与 7 相 
容 . 

证 明 假若 不 然 ， 则 F 有 一 个 赋值 环 4, 使 得 He(T,D) S 4, 但 4 不 与 T 相 
容 . 设 M 是 4 的 极 大 理想 . 由 定理 3.1.5 的 推论 ， 剩 余 域 4/M HTE T := (a = 
a+M|aeTNA} RE A/M HELER. 这 表明 : -1ET, 即 对 于 某 个 te TN 4， 
-l=t 从 而 1+tE M. 由 定理 3.5.3 HM, (1+t)-? © HF(T,D) S A. 由 此 有 ， 
1=(1+4t)(1+t) eM, FH. IBE. . 

引 理 3.5.6(Dress 引 理 ) i F 是 一 个 特征 不 等 于 2 的 域 ， B 是 下 的 一 个 子 
环 ， 使 得 对 于 每 个 ye F, (1+y?)* € B, 只 要 1+ y? £0, WUE B 的 每 个 素 理想 
p, B RF p 的 局 部 化 Be 为 的 赋值 环 ， 特别 地 ， 五 是 B 的 分 式 域 . 

证 明 由 条 件 知 ， Bep 是 下 的 一 个 包含 B 的 局 部 子 环 ， 且 对 于 每 个 y EF, 
(1+)! € Bp, RB 1+y £0. 因此 ， 不妨 直接 设 B 是 一 个 局 部 子 环 ， 由 此 只 
BUEN B 是 F 的 一 个 赋值 环 . 设 M 是 B 的 极 大 理想 ， 为 此 ， 我 们 证 明 如 下 两 个 
断言 . 

断言 1 对 于 每 个 非 零 ae Fi a? € BR (a7!) EB. 

事实 上 , MË a? ¢ B, 则 1+a? ¢ B. HF (1+0?)-! € B, 从 而 (+a?) €M. 
TÆ 1- (1 +a)! € B\M, BM a(1 +a?) € B\ M. 由 此 有 1+(a-!)?= 
[a2(1 +.a2)—1]-! € B, 即 有 (a7)? € B. 

断言 2 Fae B, Macs. 

事实 上 ,如 若 ag B, 则 2a ¢ B, 因为 2= 1+1? 是 B PAW. 从 而 
(1+a)? =1+0?+20¢ B. 由 断言 1 知 ，(1+a)-?€ B. 进而 有 (1+a)-2e M. 因 
而 (1+a?)(1+a)-2 € M. 于 是 2a(1+a)?=1 一 (1+a?)(1+a)-?€B\M. 由 此 
有 (1+o)2(2a)-1e B. FH a = (2a?) - (1 +.a)-?- [(1 + a)2(2a)-}] € B, 矛盾. 

综合 上 面 两 个 断言 可 知 ， B 是 FF 的 一 个 赋值 环 . 证 毕 . 

定理 3.5.7 设 (F, T) 是 一 个 亚 序 域 ， 且 D 是 下 的 一 个 于 环 ， 则 F 的 所 有 
与 工 相 容 且 包 含 D 的 赋值 环 与 实 全 纯 环 Hr(T, D) 的 所 有 素 理想 之 间 存在 一 一 对 
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证 明 ”为 方便 起 见 ， 简 记 Hr(T,D) 为 H, 记 4 为 的 所 有 与 了 相 容 且 包 含 
DD 的 赋值 环 组 成 的 集合 ， 且 P 为 五 的 所 有 素 理想 组 成 的 集合 . 

对 于 pe P, 由 引 理 3.5.6 M, Hp 是 F 的 一 个 赋值 环 ， 再 由 引 理 3.5.5 知 ， 
Ho ST HWA, 即 Hp €A. 

据 此 ， 可 规定 P 到 4 的 如 下 映射 : 


$ 了 一 及，peP. 


AEA, AM 是 4 的 极 大 理想 . 4 p= MNH. 注意 到 及 Cc 4, 从 而 p 是 
五 的 一 个 素 理想 , 即 peP. 显然 Bo CA. 假若 AZ Hy, WA ac 4, 使 得 a ¢ Hy. 
由 于 Hy 是 下 的 一 个 赋值 环 ,从 而 a 是 Hp 中 一 个 不 可 逆 元 素 . 注意 到 Ho 的 极 
大 理想 为 Hy, 从 而 a“! € pH, Bl a~ = be}, HEP bE p, ce H\p. 由 于 aeh 
Abe ep CM, Mit c=abe M, MA ce MAH =p, FE. Ali, A= Hp. X 
表明 o 是 一 个 满 射 . 

设 pi, pz E P, 使 得 Ho, = Hon, W Ho, 和 Hy, 的 极 大 理想 相同 ， 即 pip, = 
pHo 由 此 有 ， pa = Hp, NH = poly, NH = p2. 这 表明 $ 是 一 个 单 射 . 证 
毕 . 

推论 1 设 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ， 则 已 的 所 有 与 了 相 容 的 赋值 环 与 实 全 纯 环 
HF(T) 的 所 有 素 理想 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

推论 2 设 下 是 一 个 实 域 , 则 下 的 所 有 实 赋值 环 与 实 全 纯 环 He 的 所 有 素 理 
想 之 间 存在 一 一 对 应 . 
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域 民 上 函数 域 实质 上 是 域 F 的 有 限 生成 的 超越 扩张 K = Fla ,am). 在 
代数 几何 中 ， 域 上 函数 域 是 作为 定义 在 尺 上 的 代数 能 的 函数 域 而 出 现 的 .而 在 
实 代数 几何 中 ， 域 ERROR 可 看 作 定义 在 F EHK R ROR. 

关于 函数 域 的 实 位 的 实质 性 系统 研究 是 由 S. Lang 开始 的 ， 在 Lang 的 诸多 成 
果 中 ， 有 这 样 的 三 个 特别 重要 定理 : 有 理 位 的 存在 定理 ， Lang 同 态 定理 和 Lang 
RACH. 尽管 Lang 同 态 定理 可 看 作 有 理 位 的 存在 定理 的 一 个 推论 ， 但 它 在 解决 
Hilbert 第 十 七 问题 中 乃至 实 代数 几何 中 有 极其 重要 的 作用 . 

Bo: K 一 LU {oo} 是 域 天 的 一 个 无 值 . 如 果 下 是 KK 和 工 的 共同 子 域 , 
AOE F EMRBMERSRA ( 即 对 于 每 个 a e F, pla) = a), 那么 称 ER K H 
一 个 (六 值 ) F- 位 . 如 果 同 时 又 有 : 工 是 下 的 一 个 代数 扩张 ,那么 称 # 是 一 个 代 
数 FF- 位 . 若 进一步 有 K =F, WK o 是 一 个 有 理 F- 位 . 

引 理 3.6.1 设 尺 是 一 个 实 闭 域 ， R(z) 是 R 上 的 一 元 有 理沙 数 域 ， hi(z)， 
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+++, hm(z) 是 R(x) 中 有 限 个 非 零 元,， 且 尸 是 R(z) 的 一 个 正 锥 ， 则 有 b, ce R, 使 
得 5 <m c, 且 对 于 RR 的 开 区 间 ]b,c[ 中 每 个 元 a, 下 列 事实 成 立 : 

(1) hi(a), +++, hm(a) 都 有 意义 ， 即 在 替换 z =a F, a(x), +++, hm(z) 的 分 母 
均 不 为 零 ; 

(2) hi(z) 关于 P 的 符号 与 hi(a) 关于 R? 的 符号 相同 ，i = 1,…, m. 

证 明 由 于 R(z) 是 多 项 式 环 Rie) 的 分 式 域 ， 从 而 可 设 hi(z LH, 其 中 
fi(z) € Riz], 且 fi(z) # 0, i = 0, 1, …, m. 由 定理 2.1.3 KEEN. 这 些 多 项 式 
Pols), fala), +, fm(z) 在 RIz] PETAR- KARR ARTARAK 
从 而 可 令 


fila) = alz = a) ++- (8 — a)" (0 = b1)? + eh] ++ [la — by)? + I, 


其 中 ai, aj, bk, ck € R, Ck #0, eij, dik > 0, i =0,1, 0, m j=l, ,rk=1, 
s, ME al <m ag <m … <p ar. 


将 元 素 an, …, ar 与 z 按 序 <p 排列 如 下 ; 
al LR? ++ CR Qt <P I <p At41 SR? … LR Qr, 


其 中 0<t<r. 

当 上 =0 时 , 4b=a-lc=a; 当 t=r 时 ,， K b= a, c= a +1; m4 
0<t<r 时 ， 取 b= at c= ay ZA, WET acb, cl, s- ai XF P HRS 
相同 于 a 一 ai 关于 R? 的 符号 ，(z — by) +R AF 已 的 符号 相同 于 (a — by)? +02 
关于 R 的 符号 ,此 时 可 知 ， 引 理 中 条 件 (1) 和 (2) 都 成 立 ， 证 毕 . 

引 理 3.6.2 设 K 是 域 尺 上 一 个 超越 次 数 为 1 的 函数 域 ，4 是 K 的 一 个 代 
数 F- 位 ， 则 9 的 值 域 (K) 是 下 的 一 个 有 限 扩张 . 

证 明 任 取 天 中 一 个 在 上 超越 的 元 素 t, 则 K 是 F(t) 的 有 限 扩张 . 

不 妨 设 O(t) 去 oo; 否则 以 t! 代替 t 此 时 可 断言 ， (F(t) = Folt). 事 
实 上 ， 对 于 任意 IË e F(t), 其 中 SO), g(t) 是 Fil] 中 两 个 互 素 的 多 项 式 ， 使 得 


at) 

HE) # 0 FAD) = A) = OER) = ono LQ).  o(6(0) = 
) 
)= 


att) 
0, 则 FOO) = 0, FEF SO 与 9( ERE. 从 而 g(g(D) #0, 进 而 有 oA 
Hot) < 

KE) e FOH). ET FO) = FOO) 


此 外 ， 由 赋值 论 知识 ， [4(K) : AFE) < [K : FO). 从 而 AK)  O(F(O) 的 
有 限 扩张 .又 由 于 o 是 代数 F- 位 ， 从 而 F(8(t)) 是 下 的 有 限 扩张 . 因此 ， 9(K) 


是 F HARDIK. WEE. 
定理 3.6.3( 有 理 位 的 存在 定理 ) REDRAR, KBR E-TRBH 
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域 , 且 z1,…, zn 是 KK 中 任意 有 限 个 元 素 , 则 存在 一 个 有 理 玉 位 少 K 一 RU{oo}, 
(E olz) € R,i=1,---,n. 

证 明 ir WK 在 RR 上 的 超越 次 数 . 下面 对 > 施用 归纳 法 : 

当 r=1 时 , 令 t= 寻 +… 二 奴 , 若 好 +… 十 到 在 尽 上 是 超越 元 ， 否 则 令 
t=Qt--+R+2, 其 中 z 是 下 上 任意 一 个 超越 元 ， 显 然 ，t 上 是 R 上 超越 元 . 
从 而 有 天 = R(t)(a), 这 里 a 是 R(t) 上 一 个 代数 元 . 设 a 在 R(t) 上 的 极 小 多 项 式 
为 ， f(z) = za+aa(tjze-1++…+ad(tb ,其 中 ailt) € R(t), i=1,--+,d. 

令 ps 是 如 82.3 中 由 多 项 式 f(z) 所 确定 的 域 R(t) 上 二 次 型 ， 则 经 过 一 个 非 退 
化 的 线性 替换 后 ， py 可 化 成 标准 形 ， py = b(t)y? +++ 十 ba(t)y3, 其 中 bi(t),…， 
ba(t) € R(t). 

由 于 K 是 一 个 实 域 ， 从 而 K 有 一 个 正 锥 Qk. 令 Q=QKN R(t), MI f(a) 在 
序 域 (R(t), Q) 的 序 代数 扩张 (K, Qk) 中 有 根 a. 由 定理 2.3.3 知 ， sgng(py) > 0. 
根据 引 理 3.6.1, 有 a € R, 使 得 bi(a) 有 意义 , H bi(t) 关于 Q 的 符号 相同 于 bi(a) Æ 
FR 的 符号 ，i = 1,…, d. 按照 定理 2.6.3, 设 Qa+ 是 由 RASH Dar 所 确定 的 
R(t) KWEH. 根据 定理 2.6.3 可 知 ， bi(t) 关于 Qat 的 符号 相同 于 bila) 关于 R? 的 
符号 ，i=1,.…, d. 由 此 有 seng,, (pf) > 0. 由 定理 2.3.7 的 推论 知 ， Qa+ 可 拓展 
为 K 的 一 个 正 锥 Qh. 


4 A= (29 | FO, a(t € Ri, Hola) 4 0}. 易 知 A EME RC) 的 一 个 峰值 


3, AA 的 赋值 理想 M = 4 | FO, g(t) € Rit], f(a) = 0 但 g(a) # 0}. 据 此 ， 

tE RO ary {oo} pet 内 ERT ERMIT TENEAN F(t), g(t) € Rid), 
a, 

WE = ‘(a)’ 若 FO) EA; 否则 O = oo. FA, Y Æ R(t) 的 一 个 R- 位 ， 


且 少 的 赋值 环 为 A. 对 于 a EM, o(t+a)— f(t-+ag(t-+a) 的 常 项 系数 为 及 中 


TEKH g(a). AT g(t) - FEIU) € Qar, BP 1 w € Qos. 由 命题 3.1.3 知 ，A 
FF TEE Qa+ 是 凸 的 . 此 外 , 由 于 A/M S Rit]/(t—a) = R, 从 而 少 的 剩余 域 4/M 
是 一 个 实 闭 域 .由 引 理 2.3.4 知 ， 由 v 所 诱导 的 A/M 到 RR 的 嵌入 是 保 序 的 .由 定 
理 3.3.4 知 ， 少 与 Qos WE. 根据 定理 3.3.5, Y 可 以 拓展 为 K 的 一 个 RHEL o. 
由 于 gt) = Y(t) = a € ,从 而 te Ay, 这 里 Ay 是 的 赋值 环 ， 由 t 的 规定 有 ， 
Bt +a E Ap Reet +22 +27 E Ay. 再 由 命题 3.1.2 的 推论 1 知 ，zi€ Ay 
即 Wai ER i=l, -n 因此 ， 当 7 二 1 时 ， 定 理 成 立 . 

假定 对 于 超越 次 数 为 > 1 的 实 函数 域 , 定理 成 立 . 现 设 K = R(a1,.… ,am) 在 
RR 上 的 超越 次 数 为 r, Hti, tr X K ER EIPRE. 设 Qk 是 天 的 任意 -个 
EH, E Ry 是 序 域 (K,QK) 的 实 闭 包 . $ E= R(t1,… t1), H Ro BEER, tH 
的 代数 闭 包 . 由 命题 2.1.5 知 ，Ro 是 一 个 实 闭 域 . 注意 到 Ro C Rolon,- ,am) C Ri. 
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从 而 Ro(a1,… ,am) 是 Ro 上 一 个 超越 次 数 为 1 的 实 函数 域 . 由 7 = 1 时 的 证 明 ， 
有 一 个 从 Rolar- ,am) 到 Ro U {oo} 的 有 理 Ro- 位 vi, WẸ Yil) € Ro, i=1, 
on. & oi =h lk, W or BRE K 的 一 个 代数 E- 位 注意 到 天 EE EAE 
越 次 数 为 1 的 函数 域 . 由 引 理 3.6.2 知 ， 1(K) 是 E 的 一 个 有 限 扩张 ， 从 而 是 R 
上 一 个 超越 次 数 为 7 一 1 的 实 函数 域 . 由 归纳 假定 ， 有 一 个 从 和 四 (K) 到 RU {oo} 的 
有 理 R- 位 do, 使 得 加 (办 (2)) < R,i = 1,…,n. S o R oa M p 的 合成 , 即 
¢=¢20¢1, W o Æ K 的 有 理 R- 位 ,使 得 9(zi) € R,i=1,…,n. 证 毕 . 

为 应 用 上 需要 ， 上 面 的 定理 可 以 进一步 改进 ， 使 得 有 理 位 $ 满足 更 多 的 所 需 
要 的 条 件 . 

定理 3.6.4 设 R 是 一 个 实 闭 域 ， K 是 R 上 一 个 实 函数 域 ， z1,，…， Zn 
U1… ,Um E K. 如 果 天 有 一 个 序 已 , 使 得 <p uj, j = 1,…, m, 那么 存在 一 个 
有 理 R- 位 $: K — RU {oo}, 使 得 $(zi) € R, i =1, +, n, HO <m 9(w) € R, 
j = 1,- ym. 

证 明 it Ry EFR (K, P) 的 实 闭 包 . 由 于 wj € PC R?, 从 而 有 vi © Ra, 使 得 
uy =F, j=1,:, Mm 令 Ky = Kv, 0 Um Um’), W K 也 是 玉 上 一 个 实 函 
BUR. 由 定理 3.6.3 知 ， Ki 有 一 个 有 理 R- 位 y: Ki — RU {oo}, E1} v(x) € R, 
t=1, +++, n, H pley), Yoz’) ER, j =1, =+, m. HAT plus) = vlo?) = (yy), B 
plp’) =y) = 1. Am, 0< plu), j= 1,- m. $ o= lr, W o ii 
足 定理 中 条 件 ， 证 毕 . 

当 函 数 域 的 基 域 不 是 实 闭 域 时 ， 上 面 定理 可 作 如 下 相应 的 调整 . 

定理 3.6.5 i K 是 域 E—-PRBBRM, zi, zn, ui, Um EK. 如 
RP fi K 的 一 个 正 锥 ,使 得 0<p uj, j=1,…,m, A REFR (F, PAF) 的 实 
闭 包 ,那么 存在 一 个 代数 F- 位 8: K 一 RU {oo}, 使 得 gz) € R,i=1,…,n, 且 
0 <p ġ(u;) E€ R,j=1,.…,m. 

证 明 H R EFR (K, P) 的 实 闭 包 , 且 令 Ro 是 下 在 R 中 的 代数 闭 包 由 
命题 2.1.5 知 ， Ro 实际 上 也 是 序 域 (F, PN FF) 的 实 闭 包 ， 由 实 闭 包 的 惟一 性 ， 存 
在 Ro 到 民 的 一 个 保 序 的 F- 同 构 m. 

显然 ， Ro(K) 是 Ro 上 一 个 实 函 数 域 ， 且 它 有 一 个 正 锥 REN Ro(K), 使 得 
uj € P C RIEN Ro(K), j = 1,---, m. 由 定理 3.6.4 知 存在 一 个 有 理 Ro- filo: 
Ro(K) — Ro U {oo}, 使 得 V(zi) € Ro, i = 1, ---, n, HO <p ww) € Ro, 
j=1,…,m. 将 少 在 K ER Yl 与 同 构 7 合成， MW d= roy lk 为 所 求 . 
证 毕 . 

推论 设 K 是 域 下 上 实 函 数 域 ，a,…,ar 是 K 中 非 零 元 素 ， 则 对 于 序 空 
间 Xk 的 每 个 非 空 开 子 集 W, A K 的 一 个 非 浅 显 实 赋值 v, 使 得 如 下 条 件 成 立 : 
(1) 对 于 任意 元 素 ee F, v(a) = 0; (2)o(ai) =0,i=1,---, r; H (3)W NXE FY. 
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证 明 对 于 Xk 的 任意 非 空 的 基本 开 子 集 Ha, ,an), AF 的 一 个 相应 的 
实 函 数 域 L := K(i, yan). 设 Qi 是 工 的 任意 一 个 正 锥 ， 且 记 R 为 序 域 
(FQ. OF) 的 实 闭 包 . 由 定理 3.6.5 知 有 一 个 代数 F- 位 o: L — RU {oo}, 使 得 
9(ai) € R, H (ai) #0,i= 1,.…,T. 令 w 是 与 位 9 相对 应 的 赋值 .由 于 9 是非 
浅显 实 位 ， 从 而 w 是 域 工 的 一 个 非 浅显 实 赋值 ， 由 定理 3.1.4 知 ， 有 某 个 Q EVR, 
使 得 w 与 8 相 容 . 令 v=w|k ewe K 上 的 限制 , 且 PP=QNK. 此 时 易 知 ， 
v 满足 上 面 的 条 件 (1) 和 (2), 且 Pe (a1,… ,an) XR. 证 毕 . 

作为 有 理 位 的 存在 定理 的 一 个 重要 推论 ， 可 以 建立 被 称 为 Lang 同 态 定理 的 
如 下 结果 . 

定理 3.6.6 设 工 是 实 闭 域 尺 的 一 个 实 扩 张 ， 则 对 于 工 的 任意 一 个 在 尽 上 有 
限 生成 的 子 环 D, 总 存在 D 到 R 的 一 个 R- 代数 同 态 . 

证 明 设 K 是 DD 在 工 中 的 分 式 域 , 则 K 是 尺 上 实 函 数 域 ， 由 条 件 可 设 
D = RIz1,… zn], 其 中 z1,…, zn E L. 由 定理 3.6.3 知 ， 存 在 一 个 有 理 R- 位 少 
K — RU {oo0}, 使 得 9(z:) € R,i=1,…,n. IERT, ġ |o 显然 是 DD 到 有 R 的 一 个 
Re 代数 同 态 ， 证 毕 . 

同样 ， 定 理 3.6.6 可 作 如 下 改进 . 

定理 3.6.7 设 工 是 域 下 的 一 个 实 扩张 ，P 是 工 的 一 个 正 锥 ， 且 REFR 
(F, POF) 的 实 闭 包 . 如 果 D 是 工 的 一 个 在 下 上 有 限 生成 的 子 环 , HO <p uj ED, 
j= 1，…, m, 则 存在 D 到 R i—i F- 代数 同 态 由 使 得 0 <Ra olu) j=l, 
m. 

证 明 类 似 于 定理 3.6.5 的 证 明 . 

由 Lang 同 态 定理 ， 容 易 建 立 如 下 重要 引 理 . 

引 理 3.6.8 设 K RAM 的 一 个 扩张 ，P 是 的 一 个 序 ，f(z1,… ,zn) 
Æ R EAn TEAR, H bi c E R, 其 中 bi <m ci,i 一 1,…,n. 如 果 下 面 叙述 
成 立 ， 对 于 任意 y …… yn E€ R, f(u ,yn) <r 0, 只 要 bi <p Yi <r ci, i=l, 
…, 那么 在 序 域 (K, P) 中 ， 如 下 相应 的 叙述 也 成 立 ， 对 于 任意 y, yn EK, 
Flui ,yn) <P 0, RÆ bi <p yi <P i=l, n 

证 明 MERR, WARE y,- yn € K, 使 得 b; <p yi <P ci, i = 1,…， 
n, 但 flyn: ,yn) >P 0. 由 定理 3.6.7 知 ， 有 一 个 从 Rju ,yn] BIR AY R- fe 
数 同 态 由 使 得 b; <m (ui) <r ci i= 1,…,n, 但 f(y,… ,yn)) >r 0 即 
了 (9(W1),… ,9(yn)) >r 0, 矛盾 于 所 设 .证 毕 . 

作为 有 理 位 的 存在 定理 的 一 个 推广 ， M. Knebusch 建立 了 如 下 结果 . 

定理 3.6.9 设 K ERF ERUR, ti, t EK 在 FF 上 的 一 个 超越 基 ， 
7 之 1, 忆 是 包含 下 的 一 个 实 闭 域 , 且 RR 是 下 在 EE 中 的 代数 闭 包 WOR FER 
EAF 可 以 拓展 为 K 的 一 个 正 锥 ， 那 么 有 bi c e R, 其 中 bi <m c i=l, o, 
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r, 满足 如 下 条 件 ， 对 于 E 中 任意 一 组 7 个 元 素 e1, …, er, 只 要 bi <p ei < 本 Gi, 
i=1,-+-,7, BAT F- it $: K — EU {oo}, 9 plti) =e:,8=1,---, r. 

证 明 由 所 设 知 ， 下 的 特征 为 零 . 由 本 原 元 定理 知 ，K = F(ti,---,t)(a), 其 
中 a 是 域 F(t1,… tr) 上 的 代数 元 . 设 a 在 F(t1,… ,tr) 上 的 极 小 多 项 式 为 


F(x) := g(t tr, 7) = 24+ hisi! +- ha, 


HF hi, +++, ha € F(ti,..,tr). 

如 若 h € Flt1,… ,tr] 是 有 理 函数 hi,…, ha 的 一 个 公分 母 ， 则 易 知 ha 在 
F(t str) 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 仍 为 d， 且 该 极 小 多 项 式 的 全 部 系数 都 属于 
下 内 ，… tr]. 因而 ， 通 过 用 ha 代替 a 后 ， 可 设 hi, +, ha E€ Flti,… ,tr]. 

W P= PF, Hit P GRY K 的 一 个 正 锥 Q. 令 Ri 是 序 域 (K,Q@) 的 实 
HE, 则 f(z) 在 R PAR a 注意 到 ，f(z) 在 Ri 中 不 可 能 有 重 根 .从 而 易 知 ， 
H u, v € Ri, E f(u) <r 0 <r f(v). 

B RÆ PF EE PARRA, 则 由 命题 2.1.5 知 ，RR ÆFIR (F, P) 的 实 闭 
包 , 由 定理 3.6.8 知 ， 存 在 一 个 D = Flin , tr, u,v] 到 RAY FF- 代数 同 态 办 使 得 
O(F(u)) <r 0 <r O(f(v)). 从 而 有 g(a1,… ,ar,b) <p 0 <p2 g(a1,… parc), 其 中 
b= $(u), c= ġ(v), ai = O(ti), i= 1,.…, r. 由 命题 1.2.1 的 推论 2 知 ， 玉 有 一 个 正 
TOR 5, 使 得 下 面 的 叙述 成 立 ， 对 于 任意 y1,… ,yr € R, HÆ — ô <m Yi — ai <m 
i 二 1，… Ag Yb) <r 0 <r glyn: Yre). & bi = ai — ô, Th 
G=u+ő, i=l, r. 下面 证 明 这 些 元 素 满足 定理 的 要 求 . 

Her, er 是 巨 中 任意 7 个 元 素 , Hbi <p ei <p ci, i = 1,…,7. 任意 取 域 
巨 上 7 个 代数 无 关 的 元 素 m, m HS L= Elm, np). 按照 定理 2.6.3, 二 有 
一 个 正 锥 Q, 使 得 mh EET E 上 的 正 无 限 小 元 素 , 而 m BETR EMm,- ,mh-1) 
上 的 正 无 限 小 元 素 ， i = 2, …, 7. 对 于 多 项 式 环 Em, ,mr] 中 全 部 项 ， 可 规定 
一 个 字典 序 <, 使 得 m < tp < … < 加， 容易 证 明 ， 对 于 非 零 pe Elm, ym), 
0 <o p HENS p 关于 字典 序 < 的 尾 项 系数 为 E 中 正 元 素 .对 于 8 L, 其 中 pp 
A q 是 Elm,… ,mr] 中 非 零 多 项 式 ， 可 按 如 下 方式 规定 : 若 p 的 尾 项 低 于 q HB 
项 , M yG) = 00; Ë p 的 尾 项 高 于 4 WRT, W v(2) = 0; Hp 和 9 有 相同 尾 项 ， 
MI YG) = §, EH a M bD pA a 的 尾 项 系数 . 此外， 规定 (0) = 0. 这 样 ， 
实际 上 规定 了 一 个 映射 y: L — EU {oo}. 

进一步 可 验证 ， 少 是 工 的 一 个 有 理 E- 位 . 设 0 <e 8 <q H, H y) fo. 
必要 时 可 通 分 ， 从 而 可 设 q = ge Q. 由 于 v2) oo, 从 而 pi 的 尾 项 不 低 于 的 
尾 项 . 注意 到 0 <o p, 且 0 <e pi 一 p. 因而 ，p 和 pi 一 p 的 尾 项 系数 都 为 正 .从 而 
?的 尾 项 不 低 于 pi 的 尾 项 ， 自 然 不 低 于 9 的 尾 项 ， 于 是 p -的 尾 项 不 低 于 9 的 
尾 项 .由 少 的 规定 可 知 ，y(3) 和 (3?) 关于 正 锥 E? 都 是 已 中 非 负 元 素 . 从 而 
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有 O<m W(3) <e V). 因此 ， 光 与 8 相 容 . 

令 Ry 是 序 域 (L,Q@) 的 实 闭 包 . 由 定理 3.3.6 MI, Y BT (惟一 地 ) 拓展 为 Ri 的 
一 个 E- fiti Y. 

由 引 理 3.6.8 知 ， 将 域 尺 扩 大 到 Ai, 上 面 的 叙述 仍然 成 立 ， 由 正 锥 Q 的 规定 
Bl, bi <Q ei +m <Q ci, i= 1, +, r. AMA glei +m, €r + nr, b) <r 0 <p 
gler +M, er 十 人 

由 中 间 值 定理 知 ， 有 7Y © R, 使 得 gle +m erty) = 0， 显 然 ， 
ertmy +: er 十 办 在 已 上 是 代数 无 关 的 . 从 而 ， 存 在 天 到 R 的 这 样 一 个 F- ik 
入 BU a(t) =ei+m, i=1, r, H ala) = y. S onr yE nK) 的 限制 
Vira 的 合成 , N oÆ KE EWA F- 位 ， 而 且 lti) = (er +n) =e i=l, 
…,7. TER. 

推论 RK 是 实 闭 域 R LKB, t, t 是 K 在 R 上 的 一 个 超越 
基 ，7 > 1, 是 包含 RR 的 一 个 实 闭 域 ， 则 有 bi, ce R, 其 中 bi <m ci i = 1,…， 
r, 满足 如 下 条 件 : 对 于 E 中 任意 一 组 7 个 元 素 el, …, er, 只 要 bi <p ei <E? Gi, 
i=1… 7, 总 有 一 个 尺 位 $: K — EU {oo}, 使得) =e 0= 1, r. 

现在 ， 我 们 来 讨论 Lang 的 第 三 个 重要 结果 一 KAEM. 

定理 3.6.10 设 天 是 域 下 上 一 个 超越 次 数 为 7 的 函数 域 ， 已 是 下 的 一 个 实 
闭 扩 张 ， 且 互 在 上 的 超越 次 数 >r, 则 存在 一 个 从 KK 到 巨 的 F- 嵌入 ， 当 且 仅 
4 F WIE ENF 可 以 拓展 为 K 的 一 个 正 锥 . 

证 明 必要 性 : Rn EK BI EB —* F-RA S Q= rE), WAAN, Q 
是 K 的 一 个 正 锥 ， 且 有 POF CQ. 从 而 必要 性 成 立 . 

充分 性 ， U ti o, tr E K E F EDERE, Hit RÆ FE E PHR 
数 闭 包 . 根据 定理 3.6.9, 有 bi ci € R, 其 中 <P cb i = 1,…, r, 满足 如 下 条 件 ， 
对 于 已 中 任意 一 组 > 个 元 素 e1, …, er, 只 要 bi <p ei <p ci, i 二 1,…,7, 总 有 一 
A F- (it. $: K — EU {oo}, 1849 olti) = ei, i=1, +++, r. 

HY EEF ERK >r, 从 而 E PAK A, Br, HEME F LAR 
数 无 关 . & R = Rb, Bi), i= 0,1, +++, 7. HAR 1.4.4 8, X FFR (Fi, E?NF;) 
的 区 间 拓扑 ， A \ Fi-1 是 Fi HARTE, i=1,---,7. 从 而 有 ai e Fi\ Fa, 
使 得 b; <m oi <p ci, i = 1,…,r. 于 是 有 一 个 -位 8: K — EU {oo}, 使 得 
(ts) =a i=1,…,T. IE oo HIE G Æ F(t str) 上 的 限制 由 aa, +++, ar 的 
BER, on, ++, ar 在 上 是 代数 无 关 的 . 从 而 可 知 ， ‰ 实际 是 Flt , 女 ) 到 
EtS—MRA, BÈ po 是 浅显 的 . 由 于 天 是 F te) 的 代数 扩张 ， 从 而 本 
身 也 是 一 个 浅显 位 ， 即 oÆ K 到 巨 的 一 个 F- 嵌入 . 证 毕 . 

Hit WK 是 实 闭 域 R 上 一 个 超越 次 数 为 > 的 实 函 数 域 ， 已 是 一 个 包含 R 
WSR, AE 在 R 上 的 超越 次 数 >r, 则 存在 一 个 从 K F E BY RRA. 


SOR Hilbert 第 十 七 问题 及 其 逆 问 题 


在 本 章 中 ,我 们 将 在 前 面 有 关 知 识 的 基础 上 讨论 著名 的 Hilbert 第 十 七 问题 ， 
并 给 出 E. Artin 对 这 一 问题 的 的 解答 . 同时 ， Hilbert 第 十 七 问题 以 一 种 更 一 般 化 
的 形式 得 到 讨论 ， 从 而 获得 更 普遍 性 的 结论 ， 此外， 我 们 研究 了 所 谓 的 Hilbert 第 
十 七 问题 的 道 问题 ， 即 研究 使 得 Hilbert 第 十 七 问题 得 以 成 立 的 序 域 和 亚 序 域 . 


$4.1 Hilbert 第 十 七 问题 与 Artin 的 解答 


1900 年 ， 伟 大 数学 家 D. Hilbert 在 巴黎 国际 数学 家 会 议 上 作 了 题 为 《数学 问 
题 》 的 著名 讲话 .在 这 篇 讲话 中 ， Hilbert 提出 了 对 以 后 的 数学 发 展 产生 重大 影响 
的 著名 的 23 个 数学 问题 ， 其 中 第 十 七 问题 可 氢 述 如 下 : 

设 f(z1,… ,zn) E Rei, +++ ,zn] 是 一 个 实 系数 nn 元 多 项 式 , 使 得 对 于 任意 a, 
vty Qn E R, A f(a1,… ,an) 20. fA: 多 项 式 f(z1,… ,zn) 是 否 一 定 可 表 为 
民 (Z1,.… tn) 中 若干 个 有 理 函数 的 平方 和 ? 

当 n= 1 时 , 根据 定理 2.1.3 的 推论 可 知 ,满足 如 上 条 件 的 单元 多 项 式 f(z) 可 
表示 为 两 个 实 系 数 单元 多 项 式 的 平方 和 ， 当 n = 2 时 ， Hilbert 本 人 也 对 上 述 问题 
给 出 了 肯定 的 证 明 . 

Hilbert 第 十 七 问题 的 第 一 个 正面 的 解答 ， 是 由 E. Artin 在 1926 年 获得 的 . 
Artin 的 解答 是 建立 在 他 与 0. Schreier 共同 建立 的 实 域 理 论 的 基础 上 , 这些 理论 及 
其 思维 方法 渗透 在 前 面 的 有 关 章 节 中 . 

实际 上 ， Artin 的 正面 解答 是 一 个 比 Hilbert 第 十 七 问题 的 原形 式 更 为 精致 的 
结果 . 在 这 里 , 为 简明 起 见 , 我 们 不 照搬 Artin 的 原始 证 明 方法 , 而 应 用 前 面 的 Lang 
同 态 定理 . 

定理 4.1.1(Artin) 设 域 忆 仅 有 惟一 的 正 锥 P, AP 是 一 个 阿 基 米 德 正 锥 . 若 
f(z1,… ,Zn) € Flz1,… ,Zn], 使 得 对 于 任意 a1,… ,an E F, f(a1,… ,an) >p 0, 则 
f(z1,… ,zn) 可 表 为 F(z1,… ,zn) 中 若干 个 有 理 函 数 的 平方 和 . 

证 明 RR APR (F, P) 的 实 闭 包 ， 则 由 定理 142M, RAE <m 是 
一 个 阿 基 米 德 序 . 

BE f(z1,… ,zn) 不 能 表示 为 F(z1,… ,zn) 中 若干 个 有 理 函数 的 平方 和 ， 则 
Í(21,: tn) ¢ SFtz an) 这 里 Sfer en) 是 有 理 函 数 域 F(z1,… ,zn) 的 弱 亚 
JERE. 由 定理 1.1.2 知 ， 存 在 下 (z1,… ,zn) 的 一 个 正 锥 Q, 使 得 f(z1,… tn) EQ, 
BD f(z1,… En) <Q 0. 

由 Lang 同 态 定理 (定理 3.6.7) 知 ， 有 FIz1,… ,zn] 到 R 的 一 个 F- 代数 同 
D o, 使 得 (f(z1,… ,zn)) <r 0, Bl f(a,- ,an) <r 0, 其 中 ay = 9(zi), i = 


86 第 四 章 Hilbert 第 十 七 问题 及 其 逆 问 题 


1,… ,n. 由 多 项 式 函 数 的 连续 性 知 ， RR 有 一 个 正 元 素 ô, 使 得 对 于 任意 we RR, 只 
要 -5 <m yi 一 Qi <r Ô, i= 1, +, n, EA f(y,… ,yn) <r 0. 

由 于 序 <e 是 阿 基 米 德 序 ， 从 而 由 命题 1.4.3 知 ， 对 于 R 上 的 区 间 拓 扑 ， 下 
在 R 中 稠密 .于 是 有 a, …, an € F, 使 得 -5 <m ui 一 Qi; <m ô HNH, 
f(a1,… ,an) <p2 0, BP f(a1,… ,an) <p 0, FFT. 证 毕 . 

当 环 = 及 时 ， 显 然 实数 域 R 满足 上 面 定理 中 的 条 件 ， 因 此 ， 上 面 的 Artin 定 
理 以 更 为 一 般 的 形式 肯定 地 回答 了 Hilbert 第 十 七 问题 . 

注意 到 有 理 数 域 Q 仅 有 惟一 序 ， 且 该 序 显然 是 阿 基 米 德 的 ， 从 而 由 定理 4.1.1 
立即 可 建立 下 面 的 推论 : 

推论 设 f(z1,… ,zn) 是 Q[z1,… ,zn] 中 一 个 多 项 式 , 使 得 对 于 任意 a1,…， 
an E€ Q, f(a1,… ,an) > 0, 则 f(z1,… ,zn) 可 表 为 Q(z1,… ,zn) 中 若干 个 有 理 函 
数 的 平方 和 . 

由 于 Lang 同 态 定理 适用 于 任意 实 域 上 的 实 函 数 域 ， 并 不 要 求 这 个 实 域 的 序 满 
足 其 他 附加 条 件 (比如 ， 是 否 为 阿 基 米 德 序 ) 因而 ， Hilbert 第 十 七 问题 及 其 解答 
可 在 一 种 更 一 般 的 形式 下 进行 讨论 。 对 此 ， 我 们 需要 如 下 定义 . 

定义 4.1.1 (RT) 是 一 个 亚 序 域 ， f(z1,… ,zn) E Flz1,… ,zn]. 若 对 于 
任意 a,…, an E F, 都 有 f(a1,… ,an) E T, 则 称 多 项 式 f(z1,… ,zn) 在 (F,T) 上 
是 半 正 定 的 .车 f 和 一 f EFT) 上 都 不 是 半 正 定 的 ， 则 称 了 在 (FT) LERE 
的 .特别 地 ， 可 定义 序 域 (F, P) 上 的 半 正 定 和 不 定 多 项 式 . 

定义 4.1.2 设 (F,T) 是 一 个 亚 序 域 ， f(z1,… ,zn) < Fler ,zn]. 车 对 于 
(FT) 的 每 个 实 闭 包 R, f(z1,… ,zn) EFR (R, R?) 上 半 正 定 , WA f(z1,… ,zn) 
在 (FT) 上 强 半 正 定 . 特别 地 ， 可 定义 序 域 (F, P) 上 的 强 半 正 定 多 项 式 . 

显然 ， 强 半 正 定 多 项 式 必 是 半 正 定 的 ， 但 反之 未 必 . 此 外 易 知 ， 多 项 式 f EE 
序 域 (F,T) EEE ( 强 半 正 定 ), 当 且 仅 当 对 于 每 个 Pe tr(T), f EFR (F, P) 
上 半 正 定 ( 强 半 正 定 ). 

由 定理 4.1.1 及 其 证 明 ， 可 以 建立 下 面 稍为 一 般 的 结果 . 

定理 4.1.2 (RT) 是 一 个 亚 序 域 ， 且 下 在 (FT) 的 每 个 实 闭 包 中 稠密 ， 
W (F,T) 上 每 个 半 正 定 n 元 多 项 式 f 可 表 为 如 下 形式 : 


f=} tih, 
i=) 
其 中 起 ET hi € F(z yan), i= 1, +++, m. 


证 明 MAAR, WARDE (FT) 上 半 正 定 的 多 项 式 f(z1,… ,zn), 使 得 f 
不 能 表 为 如 定理 所 示 的 形式 . 作 域 F(z1,… ,zn) 的 如 下 子 集 : 


Sea Ee 
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T= (Su | m 为 自然 数 , €T, hi € F(z tn), i=l ++ 中 
i=l nd 

易 知 , PERF ,zn) RNEER, E f # 全. 由 定理 1.1.2 知 ,F(z1,… ,zn) 
有 一 个 正 锥 Q, 使 得 0 <o f. REFR (F,QNF) 的 实 闭 包 . BRT CONF, B 
RÈ (FT) 的 一 个 实 闭 包 . 由 Lang 同 态 定理 (定理 3.6.7) 可 知 , 有 an, an € R, 
使 得 f(a1,… ,an) <m 0. 根据 多 项 式 函 数 的 连续 性 以 及 FF 在 R 中 的 稠密 性 可 
知 ， 有 a, +++, an E 下, 使 得 f(a1,… ,an) <r 0, 即 f(a1,… ,an) ¢ R?. 注意 到 ， 
TCR 从 而 f(a1,… ,an) ET, 矛盾 于 S 的 半 正 定性 . 证 毕 . 

推论 1 设 下 是 一 个 实 域 ， 且 下 在 它 的 每 个 实 闭 包 中 稠密 ， f(z1;… ,zn) E 
Fler En]. 若 对 于 每 个 P E Xp, f(z1,… tn) 在 (FP) 上 半 正 定 ， 则 多 项 式 
Flan ,zn) 可 表 为 F(z1,… ,zn) 中 若干 个 有 理 函 数 的 平方 和 . 

证 明 将 定理 4.1.2 应 用 于 情况 T= Sp. 

推论 2 设 (F, P) 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 ， 则 对 于 (F, P) 上 的 每 个 半 正 定 n 元 
多 项 式 f, 


其 中 me P, hi € F(z tn), i= 1, +++, m. 

在 上 面 结论 中 ， 所 设 的 条 件 都 含有 或 殖 含 “在 实 闭 包 中 稠密 " 这 一 条 款 . 下 面 
的 例子 表明 ， 对 于 半 正 定 多 项 式 的 平方 和 表示 ，“ 在 实 闭 包 中 稠密 ” 这 一 条 款 并 不 
是 多 余 的 . 

例 设 已 = 了 R(t), 其 中 + 是 实数 域 玉 上 一 个 超越 元 . 由 定理 2.6.3, 忆 有 一 个 正 
HE 已 , 使 得 t 在 民 上 是 正 的 无 限 小 元 素 . 令 f(x) = (z2 - t)? — t, 则 可 断言 ， f(z) 


在 (F,P) 上 是 半 正 定 的 . KKE, MERR, WA 二 E F, HP u(t), v(t) € Rid), 


且 v(t) #0, 使 得 1) <p 0. HF f(0) = - 8 >p 0, 从 而 u(t) 40. 于 是 可 进 
一 步 假定 ， ult) 与 v(t) 互 素 . 注意 到 fu?(t) -tv t)? <p t3v4(t). 从 而 u(t) — tv(t) 
的 常 项 必 为 零 ， 即 有 u(0) = 0. 令 ult) = tult), 其 中 ult) € Ril. HEA, 
[tu3(b) -v (t)? <p tut(t). 从 而 又 知 ，tu3(t) 一 v(t) 的 常 项 为 零 , 从 而 有 v(0) = 0， 
矛盾 于 ult) 5 v(t) WERE. 因此， f(z) 在 (F,P) 上 是 半 正 定 的 . 

然而 ，f(Vi) = - <p 0, 这 里 VE 是 多 项 式 z2 -t t (F, P) 的 实 闭 包 已 中 一 
个 正 根 . 这 表明 f(z) 在 (F, P) 上 不 是 强 半 正定 的 . 由 下 面 的 定理 可 知 ， f(z) 不 
能 表示 为 定理 4.1.2 中 所 示 的 平方 和 . 究 其 原因 ， 自 然 是 因为 在 R 中 不 稠密 . 
ERE, ARR 中 开 区 间 ]Vi,2Vi[ 不 含有 F HER. 

作为 一 个 不 含有 措辞 “稠密 性 ” 的 一 般 性 结论 ， 可 建立 下 面 的 定理 . 
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定理 4.1.3 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ， f(z1,… ,zn) e Fler tn], 则 多 项 
R f(z1,… tn) Æ (FT) 上 是 强 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 f 可 表 为 


m 
f= > tih, 
i=l 


HF ti €T, hi € F(z1,… ,Tn), i= 1, +++, m. 

证 明 充分 性 ， 设 多 项 式 f(z:,… ,zn) 可 表 为 如 上 所 示 的 平方 和 . 假若 f 在 
(ET) 上 不 是 强 半 正 定 的 ， 则 有 (F/T) 的 某 个 实 闭 包 RUB a, an E RR 使 得 
f(a1,… ,an) <m 0. 由 多 项 式 函数 的 连续 性 知 ， R 中 有 正 元 素 5, 使 得 对 于 任意 
Yi Yn E R, f(y, ,Yn) <r 0, 只 要 -6 <ra yi — ai <r Ô, i= 1, +++, nN. 

由 于 RR 中 区 间 Jai- ô ai + 5[m 含有 无 限 多 个 元 素 ， 从 而 有 bi, …, bn Elai 一 
Sai + Sle, 使 得 对 于 代 换 zi = bi, i=l, n 加 ,…, hm 的 分 母 均 不 为 零 ， 从 而 
有 flon bn) = So tih? lbn ,bn). 该 等 式 左 端 对 于 序 <e 为 负 ， 而 右 端 为 非 

i=l 
fh, FR. 因此 ， fE (FT) 上 是 强 半 正 定 的 . 

必要 性 : 设 在 (F,T) 上 是 强 半 正定 的 ， 且 令 个 = {9 tih | m 为 自然 数 ， 

i=l 


ti ET, H hi € F(21, Zn), i= 1, ++, m}. 

假若 f 不 能 表 为 如 上 所 示 的 平方 和 ， 则 FET. ieta, ÎR Fl, ,zn) 
的 一 个 亚 正 锥 .由 定理 1.1.2 知 ， F(z1,… ,zn) 有 一 个 正 锥 Q, 使 得 f <q 0. 
由 定理 4.1.2 的 证 明知 ， (FT) 有 一 个 实 闭 包 R 以 及 o, +++, an € R, 使 得 
f(a1,… Qn) <r 0; 这 矛盾 于 多 项 式 f(z1,… ,zn) 在 (FT) 上 的 强 半 正 定性 . 从 
而 必要 性 获 证 ， 证 毕 . 

推论 1 设 (F,P) 是 一 个 序 域 ， 且 f(z1,… ,zn) E Flen ,zn], 则 多 项 式 
f(z1,… ,zn) 在 (F, P) 的 实 闭 包 上 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 f 可 表 为 


Š 
=F pih, 
a 


其 中 pi € P, hi € F(z ,Tn), i= 1, ---,m. 


推论 2 设 尺 是 一 个 实 闭 域 ， f(z1,… ,zn) € Rlz1,*… ,zn), W f(E ,zn) 
在 (R, R?) 上 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 f 可 表 为 


r= don, 
i=l 


其 中 hi € R(z1,… ,zn), i= 1, +++, m. 
作为 Hilbert 第 十 七 问题 在 实 函数 域 上 的 一 个 推广 ， S. Lang 建立 了 下 面 结 


Wesson ¢ 
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果 . 
定理 4.1.4 设 天 是 域 LTR, TR FAEN, WIF 
ae K, FIRES 
(1) a AYRE a= 67, IEA m HARK, ET, BeK, i=l, m 


i=1 

(2) 对 于 K 的 每 个 代数 的 实 F- 位 o 以 及 OK) 的 每 个 包含 T HIER Q, 
(a) = 00 BK g(a) >q 0. 

证 明 (1) = (2): 设 5 是 K 的 任意 一 个 代数 的 实 F- 位 ，Q 是 AK) 的 一 
个 正 锥 ,使 得 TC Q. 若 wa) #00, Mae Ay, 这 里 Ay 是 位 o 的 赋值 环 ， 由 定 
理 3.3.3 知 ，K 有 一 个 正 锥 P, 使 得 o 与 <P 和 <q 相 容 .注意 到 ， 对 于 每 个 非 零 
teT, dt) =te Q. HOS <p Ml <Q 的 相 容 性 知 ， 对 于 每 个 非 零 te T,te P. 从 
TT CP. 由 叙述 (1) 知 ，a e P. 由 于 O(a) 4 00, 从 而 由 o 与 <P 和 <q 的 相 容 
性 知 ，4%(o) EQ, 即 0 <q gla). 

(2) 一 (1): T= {》 tp |m HARK, ET, Bie K,i=1,…,m}. 假 

i=l 


EROE (1) 不 成 立 ， 则 a # 人. 此 时 易 知 ， 个 是 K 的 一 个 亚 正 锥 ， 使 得 TCT. 由 
定理 1.1.2 知 ， K 有 一 个 正 锥 P, HET CP, ag P, 即 a <p0. @ REFR 
(F,POF) 的 实 闭 包 . 由 定理 3.6.5 知 ,存在 K 的 一 个 代数 F- 位 ,使 得 O(a) € R. 
E 9(a) <r 0. 此 时 ，R2Ng(K) 是 9(K) 的 一 个 正 锥 , H T ERAF CRNA): 
这 矛盾 于 叙述 (2). 因而 叙述 (1) 成 立 . 证 毕 . 
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从 定理 4.1.1 及 其 推论 可 见 ， 对 于 不 少 有 惟一 序 P HR F, (F, P) 上 的 半 正 定 
多 项 式 可 以 是 有 理 函数 的 平方 和 .尽管 上 节 的 例子 表明 ， 对 于 一 个 序 域 (FP), 如 
果 忆 在 它 的 实 闭 包 内 不 是 稠密 的 ， 那 么 (F, P) 上 的 半 正 定 多 项 式 不 一 定 可 表 成 有 
理 函 数 的 平方 和 . 不过， 该 例子 中 的 域 FR 已 外 还 有 无 限 多 个 序 . 因而 ， 历 史上 
曾经 有 人 产生 这 样 一 个 误解 : (F, P) 上 的 半 正 定 多 项 式 总 是 有 理 函数 的 平方 和 ， 
只 要 P 是 下 的 惟一 序 . 但 不 久之 后 ， D. W. Dubois 用 下 面 的 例子 否决 了 这 一 误 
解 . 

例 RH E=Q(t), 其 中 上 是 有 理 数 域 Q 上 的 一 个 超越 元 .由 定理 2.6.4 MI, E 
有 一 个 正 锥 P, 使 得 上 成 为 在 Q 上 的 正 无 限 小 元 素 ， 即 对 于 所 有 的 正 有 理 数 9, 都 
AHO<pt<pq. ¢RR(EP) HLA, AWFPREER PH PHA (B E 
通过 开平 方 运算 而 得 出 的 在 R 中 最 大 扩 域 ). 此 时 ， F 显然 只 有 惟一 的 序 F. 

考虑 F[z] 中 多 项 式 f(z) = (z3 - t)? 一 友 . 多 项 式 f(z) 不 是 一 个 强 半 正 定 多 项 
式 ， 因 为 3) = -要 <p 0, 这 里 光 是 多 项 式 -tE RR 中 的 正 根 . 因此， 由 
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定理 4.1.3 知 ， 在 F(z) 中 f(z) 不 能 表 为 平方 和 . 

另 一 方面 ,能够 证 明 : 上 面 的 多 项 式 f(z) 是 (F, F?) 上 的 一 个 半 正 定 多 项 式 . 
今 假设 多 项 式 /(z) 在 上 不 是 半 正 定 的， 于 是 对 于 某 个 ae F, f(a) <r 0. 从 而 
H t- VE <ps aè <pa t+ VE. FARE $ € E, BEP g, h e Qld, ME oF) = g 的 
尾 项 的 次 数 -h 的 尾 项 的 次 数 . 此 外 规定 ， v(0) = 00. HA, vÆ EE 的 一 个 值 群 
为 Z 的 赋值 ， 使 得 v(t) = 1. 进一步 可 知 ，v 与 序 PMA. 由 定理 3.2.4 知 ， 可 
拓展 为 的 一 个 实 赋值 w, 使 得 w SEE F? 相 容 . 由 SER F 的 相 容 性 有 ， 
w(t — VĚ) > w(a3) > w(t + VE), BI 1 > 3w(a) > 1. 从 而 ，3w(a) = 1. HF FE 
由 已 经 开平 方 运算 而 得 到 的 R 中 的 子 扩张 ， 故 存在 有 限 个 F HT E,- Er 
使 得 E, > Er-1 > … D E, D Eo = E, H a € En, RF E Æ Eii 的 二 次 扩张 ， 
i=1,:,r. BR wa) ¢ Z = w(E), 但 wla) € w(E,). 从 而 可 选取 尽 可 能 小 的 自然 
数 s 1 < s < ,使 得 wa) € w(E,), 但 wla) ¢ w(Ès-1). 由 赋值 论 知识 ， w(B,-1) 
是 wÈ.) 的 一 个 子 群 ， 且 指标 [w(B.) : w( 亡 -1)] < 2. 从 而 有 ， 2w(a) € wÈ). 
FH, w(a) =1-2w(a) € w(E,1), FA. 因而， 多 项 式 f(a) 是 (FF?) 上 的 一 
个 半 正 定 多 项 式 . 

上 面 例子 自然 引起 了 这 样 的 思考 ， 对 于 一 个 序 域 (及 P), 要 使 得 其 上 的 半 正 定 
多 项 式 (含有 任意 多 个 未 定 元 ) 能 表 成 上 有 理 函 数 的 平方 和 ， 应 对 该 序 域 赋予 什 
么 条 件 ? 换言之 , 一 个 序 域 应 具有 何 种 性 质 ,才能 保证 相应 的 第 十 七 问题 有 肯定 的 
解答 ? 这 一 问题 在 当前 文献 中 被 称 为 Hilbert 第 十 七 问题 的 逆 问 题 . 

在 上 节 中 ， 定 理 4.1.3 及 其 推论 只 给 出 了 一 些 充 分 条 件 . 在 第 十 七 问题 获得 解 
答 后 的 一 段 时 期 内 ， 人 们 并 不 知道 哪些 条 件 是 既 充分 又 必要 的 . K. McKenna 于 
20 世纪 70 年 代 中 期 考虑 了 上 述 逆 问题 ， 并 就 序 域 的 情形 获得 解答 . 在 本 节 中 ,我 
们 将 介绍 McKenna 所 讨论 的 序 域 情形 . 在 以 后 的 两 节 中 ， 将 对 问题 作 一 般 性 的 讨 
论 . 为 叙述 上 的 方便 ， McKenna 引进 了 下 面 的 概念 . 

定义 4.2.1 it (F, P) 是 一 个 序 域 . 若 对 于 每 个 正 整 数 n, (F, P) 上 每 个 n 元 
半 正 定 的 多 项 式 f(z1,… ,zn) 都 可 以 表 成 F(z,… ,zn) 中 有 理 函 数 的 平方 和 ， 则 
称 (F, P) 具有 Hilbert 性 质 . 

若 对 于 每 个 正 整 数 n, (F, P) 上 每 个 n 元 半 正 定 的 多 项 式 f(z1,… ,zn) 都 可 以 
表 成 如 下 形式 ， 


7 了 = rh, 


i=l 
其 中 m 为 自然 数 ， pi EP, hi € Flz yan), i = 1,…, m, 则 称 (F, P) RAI 
Hilbert 性 质 . 
为 使 研究 更 一 般 化 ， 上 面 的 定义 可 推广 到 亚 序 域 的 范畴 中 . 
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定义 4.2.2 设 (F, T) 是 一 个 亚 序 域 . 若 对 于 每 个 正 整数 n, (F, T) 上 每 个 nn 元 
半 正 定 的 多 项 式 f(z1,… ,zn) 都 可 以 表 成 F(T1,… ,zn) 中 有 理 函 数 的 平方 和 ， 则 
称 (F, T) 具有 Hilbert 性 质 . 

若 对 于 每 个 正 整 数 m%, (FT) 上 每 个 nn 元 半 正 定 的 多 项 式 f(z1,… ,zn) 都 可 以 
表 成 如 下 形式 : 


f= San’, 
i=l 


其 中 m WARM, ti €T, hi € FUz ,Zn), i = 1, +++, m, WEE (FT) RAS 
Hilbert 性 质 . 

首先 ， 我 们 可 建立 如 下 一 个 很 简单 的 刻画 . 

命题 4.2.1 (1) 亚 序 域 (FLT) 具有 弱 Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 正 整数 
n, (F,T) 上 的 n 元 半 正 定 多 项 式 同 时 是 强 半 正 定 的 . 

(2) 亚 序 域 (F,T) 具有 Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 亚 序 域 (FT) 具有 弱 Hilbert 性 
M, ATER FHKE, H T= Sp. 

证 明 (1) 设 亚 序 域 (F,T) 具有 弱 Hilbert 性 质 ， 如 果 了 是 (F, T) b—* n t 
半 正 定 多 项 式 , 则 /可 表 成 如 定义 4.2.2 所 示 的 形式 . 由 定理 4.1.3 知 ，f 在 (RT) 
上 是 强 半 正定 的 . 

反 过 来 ， 若 (FT) 上 的 n 元 半 正 定 多 项 式 f 同时 是 强 半 正定 的 ， 则 由 定理 
4.1.3 知 ，y 可 表 成 如 定义 4.2.2 所 示 的 形式 . 由 定义 4.2.2 知 ， 亚 序 域 (F,T) 具有 
53 Hilbert 性 质 . 

(2) 如 果 (已 7) 具有 Hilbert 性 质 ， 则 (F,T) 显然 具有 弱 Hilbert EM. 此 外 ， 
T 中 任何 元 作为 (FT) 上 的 半 正 定 多 项 式 得 以 表 为 平方 和 .因此 有 了 = Sr. 

反 过 来 ， 设 亚 序 域 (FT) RAS Hilbert 性 质 , HT = Sp. 如 果 了 是 (已 IT 
上 一 个 n 元 半 正 定 多 项 式 ， 则 f 可 表 成 如 定义 4.2.2 所 示 的 形式 . 由 于 了 = Sr, 
从 而 f 实际 上 可 以 表 成 F(z1,… ,zn) 中 有 理 函 数 的 平方 和 . 这 表明 ， (FLT) 具有 
Hilbert 性 质 ， 证 毕 . 

推论 JFIR (F, P) 具有 Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 正 整数 n, (F, P) 上 的 
nn 元 半 正 定 多 项 式 同时 是 强 半 正 定 的 ， 并 且 P 是 下 的 惟一 序 . 

McKenna 的 工作 是 对 具有 Hilbert 性 质 或 弱 Hilbert 性 质 的 序 域 作出 刻画 . 为 
论证 的 需要 ， 首 先 引 进 一 些 有 关 的 概念 . 

定义 4.2.3 it RAR (F, P) 的 实 闭 包 ， ae R. 若 对 于 某 个 正 元 素 ce P, 
R PHEN ja 一 c,a+clrz 不 包含 下 的 元 素 ， 则 称 a 是 关于 下 的 孤立 元 . 此 时 ， 
XF Ja -ca 十 clrz 与 下 是 分 离 的 . 非 孤 立 元 又 称 为 关于 F 的 极限 元 . 
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BR, FUP R? 所 诱导 的 区 间 拓 扑 不 是 R 的 稠密 子 集 ， 当 上 且 仅 当 RR 中 有 
关于 FF 的 孤立 元 ,孤立 元 在 下 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 必定 大 于 1. 

为 获得 有 关 极 限 元 的 有 关 事 实 ， 我 们 需要 建立 下 面 的 引 理 . 

引 理 4.2.2 it REFR (F, P) 的 实 闭 包 ， 则 R 中 所 有 关于 F 的 极限 元 组 成 
一 个 包含 下 的 子 域 . 

证 明 AF Rm R 中 全 体 关 于 下 的 极限 元 所 组 成 的 子 集 ， BR, PCP. 
Ba, p E R 是 任意 两 个 关于 FF 的 极限 元 ， 对 于 每 个 正 元 素 ce P, 由 所 设 知 ， 总 
有 wbe F, 使 得 a-3 <ma<mat 外 且 B-5<mb<m B+5. 从 而 有 
a-~B-c<pa-b<pa-—B+e, BFR la-B—-c.a-Bt+ele 包含 下 的 元 
Ka-b. AM a-p eF. 进一步 设 B 关 0. 由 引 理 12.2 4, 有 Me Sr C P, 使 得 
-M < p~! < M. 对 于 每 个 正 元 素 ce P, 令 cı = min{ 5377, gaa) 由 所 设 知 , 总 有 
be F, {E1 0-ci <r b <m B+er Het, |b] >r |6|— 18-0] > M- - zir = oh. 
显然 上 天 0. WEH, |87 -b= |8- bllbp < c. 这 表明 Oe F. 再 由 引 理 
1.2.2 可 知 ， 有 Mi E SF C P, (87 -Mi < 8 < Mi, 且 -Mi <a < Mi. 对 于 每 个 
正 元 素 ce P, $ co = min{37 g1) 由 所 设 知 ， 总 有 a, be F, W a 一 ca <ra 
a<r a+c, H b-c <Rb<RB+c. 由 此 可 得 —c+ap <p ab<Rpa ab +c. 从 
而 age 六 Bit, FR WP FR. 证 毕 . 

以 下 始终 用 天 表示 由 R PRAT F 的 极限 元 所 组 成 的 子 域 .显然 已 在 天 
内 是 稠密 的 . 容易 证 明 ， 尽 中 关于 云 的 极限 元 必 是 关于 F 的 极限 元 , 从 而 属于 F. 

现 设 (F, P) B—-NPR, REP 的 一 个 实 闭 扩张 ， 使 得 PCR, 且 令 = 
R(V=1). 按 定理 2.1.3, Q = R(V=T) 是 一 个 代数 闭 域 .从 而 对 于 2 中 每 个 元 素 z, 
可 惟一 地 写 为 ， z =a+bV-1, 其 中 ob 都 属于 R. 此 时 ， 我 们 可 规定 z ATER 
R? 的 绝对 值 |z|a 如 下 : 


lela = Va F € R, 


这 里 Va FE RREMR 2? — (a? +6?) 在 尺 中 惟一 的 非 负 根 ， 

容易 验证 ， 如 上 规定 的 | -| 具有 和 通常 复数 的 绝对 值 相 类 似 的 性 质 ， 为 简便 
起 见 ， 在 不 引起 误解 的 情况 下 ， 记 号 | le 常 简写 为 | .|. 

引 理 4.2.3 所 设 同 上 , 又 设 f(x) = aoz"+alzn-1+.…+an € Flz], Ha; € F, 
i=0,1,---, n, H ao #0. 如 果 z1,…, zr 为 f(z) 在 人 2 中 重 数 分 别 为 mi,…, mr 的 
全 部 相 异 的 根 , 且 c 是 忆 中 一 个 正 元 素 ,使 得 c <r min{ 直 2 一 zs<i<7sr 则 
必 有 某 个 正 元 素 6 € P, 使 得 对 于 Fiz] 中 任意 多 项 式 g(x) = bor” +b11™! +- -+bn, 
g(z) Æ 9 PRA mj SR y, WE |z -yl <r c j= 1, r, RE fbi — a| <p 4, 


i=0,1,---,n. 
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证 明 记 Ro X FA RPR. 由 命题 2.1.5 知 ， Ro KREE (F, P) 
AOA. BR, Ltlal+---+lal" € Ro. 根据 引 理 1.2.2, 有 M € Sp, 使 得 
1+lal+:…+lal" <r M. 

设 F(a) = (2-21) f(z), HF f(x) = aga"! +a}.2"-2 +---+al,_, € Ro(V-D)[z]. 
根据 归纳 法 原理 ， 可 假定 : 存在 某 个 正 元 素 ô €P, 使 得 对 于 Ro(V—1le] 中 任意 
多 项 式 g(x) = box” + bya? + --- + baa, g(z) Æ 2 HRA m — 1 MB y, W 
FE |a — yl <r c, 同时 恰 有 mj 个 根 y, 满足 |zj -yl <r c j= 2,…, 7, 只 要 
lbi — aj] <r? 61, i=0, 1, ---,n-1. 


考虑 Ro(V-1) 上 的 如 下 诸多 项 式 : 


hi(zo,** ,Tn-1,Y) 
= (a0+zo)(a1 +y)! + (a1 + 1) (zi +y)! +--+ (ai + zi), 


这 里 i=0,1,…,n—1. 

易 见 ，hi(0,… ,0,0) = aj, =0,1,--+,n-1. 由 多 项 式 函 数 的 连续 性 知 , 存在 
某 个 正 元 素 ô € P, 使 得 对 于 任意 ao ++, an1, 8 € N, |hi(ao,… y an-1, 8) — af 
<m bi=01 +, n— 1, RÆ Jai] <m ô2, i=0, 1, ++, n— 1, H |B| <ra do. 

& 6 = min{52, Biel, blaol, Shel}, Hi g(x) = bor” + bye") +--+ bn € Fla), 
使 得 |bi — ail <ra Ô, i= 0, 1, ++, n. 此 时 ， |bo| >ra Jao] — [bo — ao| >ra }|a0| > 0. 
ys yn 是 g(z) 在 9 中 的 全 部 根 ， 则 


la) = lg(a) — f(z)| 
<ra [bo — aol|za|” + [bi — ailea? + +++ + [bn — anl 
<ra 6M Sr “1201 < pa crlbol. 


由 此 有 

ly. — za] lyn — 21] <r cn 
同样 有 

Iya — zil- lyn — 21] <ra OF. 
从 而 有 


lyi 一 二 | lm — 21] <r (min{c 62})™. 
这 表明 ， 必 有 某 个 {1,… ,n}, 使 得 ly 一 z1| <r min{c, 6g}. 不 妨 设 jy 一 
21| <r min{c, 69}. 


令 g(z) = (ev) gu (2), KH gi (x) = bz"? 40,224.48), © Ro(V=1) [zx]. 


94 第 四 章 Hilbert 第 十 七 问题 及 其 逆 问 题 


SW, b, = hi(bo -ao bn- 一 an — 21), i = 0,…, n 一 1， 注意 到 ， 
ly: —z1| <r 62, H lbi -ail <r 62,1i=0,1,.…,n—l. JATI |b; — aj] <ra ôi, i= 0,1, 
…,n 一 1. 由 上 面 的 讨论 知 ，g1(z) 在 中 恰 有 mi 一 1 个 根 y, 满 足 la -yl <r c 
同时 恰 有 mj 个 根 y, 满足 |z; — yl <r c, 7 = 2,…,7. 因此 ， 元 素 6 为 所 求 . 证 
毕 . 

推论 设 (PP) 是 一 个 序 域 ，RR 是 下 的 一 个 实 闭 扩张 , 使 得 PC R?, 且 正 锥 
R 在 FF 上 是 阿 基 米 德 的 . 若 RIz] 中 多 项 式 f(x) = 2" + Ba" +--+ Bn ERE 
AMAR u, 则 对 于 任意 给 定 的 正 元 素 ce P, 必 有 某 个 正 元 素 de P, 使 得 只 要 Fle) 
中 多 项 式 g(z) =a" + ba") +--+ bn 满足 ，|bi 一 Bi| <r d, i= 1, +++, n, gl£) 在 
下 中 必 有 一 个 根 v, HWE Ju- v| <r c. 

证 明 H N= R(V-T), H z2 =u, o, zr 为 f(z) 在 人 2 中 全 部 相 异 的 根 .不 失 
一 般 性 ， 可 设 c<g min{flza — zj||1<i<j <r} 由 引 理 4.2.3 知 ， 有 某 个 正 元 素 
6 € RR2, 使 得 对 于 RIz] 中 任意 多 项 式 g(x) = 2" + biz"? +--+ + bn, g(a) E R 中 恰 
有 一 个 根 v; 满足 lu — v| <r c, 只 要 |b; - Bi] <r ô i = 1,…,n. 由 于 正 锥 R? 在 
F 上 是 阿 基 米 德 的 ， 从 而 有 P PETR d, 使 得 d<r ô. 这 样 ， 对 于 Fle) 中 任意 
EMA g(x) = 2" + ba") +---+ bn, g(x) 在 人 中 有 惟一 的 根 v, 满 足 lu- o] <r c 
只 要 |b 一 Bi| <r d, i= 1, ++, n. 

(RG v é R, W g(5) = 0, KH o Æ v 的 R- SERETC. 此 时 ， BBM Ju- òl = 
lu- v| <m c, 这 矛盾 于 v 的 惟一 性 . 因而 ， ve R 这 表明 ， 多 项 式 g(z) ERP 
有 一 个 根 w 满足 lu 一 v| <r <. 证 毕 . 

在 上 面 结论 的 基础 上 ， 可 建立 下 面 的 重要 定理 .这 一 定理 说 明 ， 要 使 得 序 域 
(F, P) 上 的 半 正 定 多 项 式 能 表 作 有 理 函 数 的 平方 和 , 条件 “F 在 (F, P) 的 实 闭 包 中 
稠密 ”也 是 必要 的 . 

定理 4.2.4 (McKenna) 序 域 (F, P) RAB Hilbert HER, SAMY FEE 
RF P 的 实 闭 包 R 内 是 稠密 的 . 

证 明 定理 的 充分 性 可 从 定理 4.1.2 直接 得 出 ， 下 证 必要 性 . 

用 到 表示 由 RR 中 全 体 关于 下 的 极限 元 所 组 成 的 子 域 . 假若 F 在 RARER 
密 的 , 则 R 中 必 有 关于 下 的 孤立 元 , 令 a 是 尺 中 一 个 关于 下 的 孤立 元 , AS ple) 
是 a 在 下 上 的 极 小 多 项 式 . 我 们 可 以 选择 这 样 一 个 孤立 元 a, 使 得 其 极 小 多 项 式 
p(z) 有 最 小 的 次 数 m. 显然 ，m > 1. 如 果 p(x) 在 RR 中 尚 有 其 他 的 根 az, 
arn 则 可 断言 。 a2z, …, ar 都 是 关于 F 的 孤立 元 . 因 若 不 然 ， 可 设 a2 是 极限 元 ， 
则 有 pi(z) € Fla), 使 得 p(z) = (z - az)pi(z). 由 于 a 是 民 中 关于 下 的 孤立 元 则 
对 于 某 个 正 元 素 ce P, R 中 开 区 间 ja 一 c,a + c 不 包含 下 的 元 素 . 由 定理 1.4.2 
知 , ER R 在 上 是 阿 基 米 德 的 . 注意 到 ，F 在 中 是 秽 密 的 ，pi(z) 是 疡 上 一 
个 m1 次 的 多 项 式 , Ho 为 其 单 根 . 根据 引 理 4.2.3 的 推论 ， 玉 上 有 一 个 次 数 为 
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m-1 的 多 项 式 , 它 有 一 个 根 6, 使 得 |a 一 8| <r $. 此 时 ， 开 区 间 ]8 ~ §,6+ gle 
不 包含 下 的 元 素 . 从 而 B 也 是 关于 FF 的 孤立 元 ， 但 这 与 a 的 取 法 矛盾 . 因此 ， 
az …, Or 都 是 关于 F 的 孤立 元 . 

现在 我 们 来 作出 一 个 在 (F, P) 上 是 半 正 定 的 , 但 不 是 强 半 正 定 的 单元 多 项 式 . 
对 于 上 面 出 现 的 每 个 根 at, 都 有 一 个 R 中 开 区 间 ]ai 一 ci,ai + cla 不 包含 下 的 元 
K, 其 中 ce P,i=1,…,7. 取 c= min{ci|1i= 1,… ,r}, FE oai + § BML, 
i=1,:-,r. & gq(z) = plz- $), W a(z) 是 上 的 多 项 式 , Aat$,---,a,+§ 
为 它 在 R 中 的 全 部 根 . 

再 令 f(x) = p(z)q(z). 现 证 明 f(z) 在 上 是 半 正 定 的 ， 但 不 是 强 半 正定 
A. 假若 对 于 某 个 a € F, f(a) <p 0 即 p(a)p(a - $) <p 0, 则 由 中 间 值 定理 知 ， 
p(z) 在 R WAR B, 使 得 a 一 9 <p B <m a. 此 时 必 有 B=aj,1<j<r. 从 
Ti a- $ <m aj <m a, 即 oj <p a <m oj + $, $ c 的 取 法 矛盾 .因而 ， jz) 
在 (F, P) 上 是 半 正 定 的 . 另 一 方面 , 若 ak = max{a; |i = 1,- ,r}, 1 <k <r, W 
ar + § Æ f(z) 的 (最 大 ) 单 根 . 从 而 当 z 通过 atg BY, f(x) 必 变 号 . At, f(e) 
在 RR 上 不 是 半 正 定 的 ， 即 f(z) 在 (FP) 上 不 是 强 半 正 定 的 ， 由 命题 4.2.1 知 ， 序 
H (F, P) RRAS Hilbert 性 质 ， 必 要 性 证 毕 . 

下 面 的 推论 可 直接 从 上 面 定理 的 证 明 中 得 出 . 

推论 FESR (F, P) A3 Hilbert 性 质 ， 当 上 且 仅 当 (F, P) 上 每 个 半 正定 的 单元 多 
项 式 都 是 强 半 正 定 的 . 

结合 命题 4.2.1 和 定理 4.2.4, 立即 可 获得 下 面 结果 . 

定理 4.2.5 JFR (F, P) 具有 Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 F 在 它 关 于 P 的 实 闭 包 
内 是 稠密 的 ， 且 已 = Sr, 即 P 是 域 下 惟一 的 序 . 

推论 JFIR (F, P) 具有 Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 (FP) 上 每 个 半 正定 的 单元 多 
项 式 都 能 表 为 单元 有 理 函 数 的 平方 和 . 

在 后 面 ， 我 们 将 看 到 ， 上 面 推 论 中 的 “单元 有 理 函数 ”一 词 尚 可 改进 为 “单元 
EHR”. 
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在 84.2 中 ,我 们 就 序 域 的 情形 讨论 了 Hilbert 第 十 七 问题 的 道 问题 .在 本 节 和 
下 一 节 , 我 们 将 对 亚 序 域 的 情形 进行 讨论 . 在 本 节 中 ， 只 讨论 仅 有 有 限 个 序 的 亚 序 
域 ， 至 于 一 般 情形 ， 则 留待 于 下 一 节 讨论 ， 从 命题 4.2.1 BP, HFEFR (FT) 
TWH, Hilbert 性 质 与 弱 Hilbert 性 质 的 差异 ， 仅 仅 在 于 是 否 有 T= Sp. 因此 ， 下 
面 的 讨论 不 妨 仅 针对 弱 Hilbert 性 质 . 

序 域 可 以 看 作 是 仅 有 一 个 序 的 亚 序 域 .因此 ，MeKenna 定理 可 看 作对 仅 有 一 
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个 序 且 具有 弱 Hilbert 性 质 的 亚 序 域 的 一 个 刻画 . 作为 McKenna 定理 的 一 个 推广 ， 
可 建立 如 下 定理 . 

定理 4.3.1 H (F T) 是 一 个 仅 有 有 限 个 序 的 亚 序 域 , 则 (FT) RAI Hilbert 
ER, HHNH FE (FT) 的 每 个 实 闭 包 中 都 是 稠密 的 

证 明 充分 性 : 按 定理 4.1.3, 只 须 证 明 : 亚 序 域 (F,T) 上 的 每 个 非 强 半 正 定 的 
多 项 式 ， 同 时 也 不 是 半 正 定 的 ， 设 多 项 式 f(z1,… ,zn) 在 (FT) 上 不 是 强 半 正 定 
HY, BUR (FT) 的 某 个 实 闭 包 R URRE al, …， an € R, 有 f(a ,an) <r 
0. 由 多 项 式 函 数 的 连续 性 以 及 FF 在 R 中 的 稠密 性 知 ， 有 a, …，an EF, 使 得 
f(a1,… ,an) <P0, 此 处 已 := ROOF 是 亚 序 域 (F,T) 的 一 个 序 . 因此 , f(z1,… ,zn) 
在 (F,T) 上 也 不 是 半 正 定 的 . 

必要 性 ， 设 已 , Pi,…,， Pm 是 亚 序 域 (F,T) 的 所 有 的 相 异 正 锥 ， 且 以 R 表示 
FRI 已 的 实 闭 包 , HF PLP, 从 而 有 a € P\P,i=1,---,m. iE, F 
E R PAE. 

假若 断言 不 成 立 ， 则 RR 中 必 有 关于 F 的 孤立 元 ， 即 有 某 个 a € RR 以 及 菜 个 正 
TER ce 已 ,使 得 ja 一 ca+c[ma 与 下 是 分 离 的 . 设 a F ERREN f(z) 在 
Rix) 中 分 解 成 


F(z) = (z-a): (2-ar)(z - p1): (2 — ps) 


((@-u)? + of] --- ((@— u)? + 08], 


其 中 oa = a, ai, Bj, thy Ue € R, ve #0, H Jo; — Sros + Slee 与 是 分 离 的 ,但 
B5-5.8;+ Sle WA, T= Ley Gabe haley t 
于 是 存在 by € F, WE lbj- By <r g j=l, s dah F ve JEP ER 
非 零 代数 元 ， 则 由 引 理 1.2.2 可 知 ， 有 正 元 素 ck € P, 使 得 |vk| > cr k= 1, +, t. 
SAGUA R 考虑 如 下 多 项 式 : 


H(t = Afa) — 1+ DR 
i=1 j=1 


BR, Alz;yiz;)) 是 上 的 一 个 st+mt+1 元 多 项 式 , H% z = ae Ru = 
(Vla -b)- 2)! €R, i=1,---, s, H zj = (VE) ER, j=1, +--+, m, 多 项 
R A(a; ys z) 所 取 的 值 为 ~1. 因此 ， 多 项 式 Ale; yiz) 在 (FT) 上 不 是 强 半 正 
ZW. 由 于 (FT) RAB Hilbert 性 质 ， 从 而 根据 命题 4.2.1, 多 项 式 H(z; yi; zj) 在 
(FT) 上 也 不 是 半 正 定 的 . 这 意味 着 : 对 于 {P,P ,Pm} 中 的 某 个 Po, WRF 
中 元 素 a, di, …, ds, e1,…, em 有 


H(a;d;;e;) <p, 0, 
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即 下 式 成 立 : 


afa) -1+ Sate —b)?-e]-1P + Ye —1)? <p, 0. 
i=l 


j=1 
由 此 可 得 


A-? f2(a) <p 1; 
l(a—bi)? — 2] >r 0; 1 =1, +++, 8; 


aye? >n 0; j= 1, =, m. 


于 是 有 a; >p, 0, Bla; € Po, j =1,---,m. 从 a1,…, am 的 取 法 ， 我 们 有 
P =P. 从 而 有 


Pa) <p A?, (*) 
UR (a-b)? >p 2 BP la—bi| >p ci =1,---, s. 于 是 la- Bi] >r la- bil- 
[bi — Ail pre S= ih,s. 


由 于 Ja 一 人 + Sle 与 己 是 分 离 的 ， 故 有 as -al >m Sim er F 
是 又 有 


Pa) = (a-a)?---(a—ay)?(a — By)? +++ (a — b)? 
[(@ — u)? +v]? -+ [a — w)? + v2? 


> a(S Pet.. = A?， 
2 


与 上 式 (*) 矛盾 ， 必 要 性 即 告 证 明 . 

由 定理 4.3.1, 立即 可 推出 A. Prestel 所 建立 的 如 下 结果 . 

定理 4.3.2 设 下 是 一 个 仅 有 有 限 个 序 的 实 域 , 则 (F, Sp) 具有 Hilbert HEM, 
当 且 仅 当 F 在 它 的 每 个 实 闭 包 中 都 是 稠密 的 . 

由 上 述 定理 , 人 们 也 许 会 猜测 : 对 于 任何 一 个 有 弱 Hilbert 性 质 的 亚 序 域 (FT)， 
FE (F T) 的 每 个 实 闭 包 内 都 是 稠密 的 .但 事实 并 不 如 此 ， 请 看 下 例 : 

B B F =RU), 其 中 t 是 实数 域 尺 上 的 一 个 未 定 元 ， 记 了 HR F WREE 
E SRo 下 面 将 考虑 亚 序 域 (F,T). 对 此 ， 可 证 明 以 下 的 论断 ， 

(1) 亚 序 域 (F,T) 具有 Hilbert 性 质 ， 按 命题 4.2.1, 只 须 证 明 亚 序 域 (F,T) 具 
AF Hilbert 性 质 ， 即 (F,T) 上 每 个 非 强 半 正 定 多 项 式 同时 也 不 是 半 正 定 的 . 

设 f(z1,… ,zn) Æ (FT) 上 一 个 非 强 半 正 定 多 项 式 ， 则 对 于 (F T) 的 某 个 实 
HE R URRH on, ---, an € R, 有 flan ,an) <m 0. 
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WARS d(t) € Rie], 使 得 P(t) f(ar,--- ,zn) < RR[t,z1,… ,zn]. 此 时 有 
g(t ar> an) <p? 0, 


其 中 glt, zl ,En) = P(t) f(e1,-++ tn) € Rit, £1,- £n]. 
由 定理 3.6.7 知 ， 存 在 一 个 从 Rit, a ,an] 到 及 的 R- 代数 同 态 9, 使 得 


G(g(t,.01,+++ an) < 0, Bh g(c,a1,-+ ,an) <0, 


其 中 c= g(t), ai = Gai), i= 1, 0. 
根据 定理 2.6.3, 我 们 可 规定 R(t) 的 一 个 正 锥 P, 使 得 上 一 关于 P EERE 
的 无 限 小 元 素 ， 由 多 项 式 函 数 的 连续 性 知 ， 从 上 式 可 得 


glt, ar,- ,an) = glc + (t — ¢),a1, ++ ,an) <p 0. 
从 而 有 
flar- ,an) = glt, a1,- ,an)d~2(t) <p 0. 


RRHH: f(z1,… ,zn) 在 (F, T) (EI (R(t), Sro) 上 不 是 半 正 定 的 . 

(2)F 在 (FT) 的 每 个 实 闭 包 中 都 不 是 稠密 的 RIE (FT) 的 任意 一 个 实 
Hid. $ P= POF. 不 失 一 般 性 ， 可 设 te P. 今 证 明 ， F 中 有 一 个 。 使 得 
F =R(e), 且 e 关 于 尸 是 在 尺 上 的 正 无 限 小 元 素 . 

At EER EWERMATH, WA e=t MA. BM, VARA a ER, 使 
得 + <p a. 此 时 实数 集 


M={reR|t<pr} 


是 一 个 有 下 界 0 的 非 空 集 ， 从 而 存在 下 确 界 ce R. 此 时 可 断言 : |t—c| 是 在 Rb 
的 正 无 限 小 元 素 . 事实 上 ， 对 于 任意 正 实数 ee 了 R, c-e¢ M, MH c-e<pt 从 而 
-e<pt—c. 另 一 方面 ， 有 roc M, 使 得 ro < c+e. Alt, t-c<pro—c<pe. 
从 而 |t—cl<pe. FE, e= jt- c 满足 如 上 要 求 . 

依照 84.1 中 的 例子 ， 可 以 证 明 : RR 中 开 区 间 ]Ve,2VelR? + F (=R(e)) 是 分 
离 的 . 


84.4 ” 亚 序 域 的 局 部 秽 密 性 与 弱 Hilbert 性 质 
上 节 末 的 例子 说 明了 这 样 一 个 事实 : LE, MEE 一般 来 说 是 一 个 


WF “HH Hilbert 性 质 ” 的 概念 . 因此 ， 自 然 会 产生 这 样 一 个 问题 :怎样 给 出 一 个 与 
“F Hilbert 性 质 ”等 价 的 特性 ， 使 得 这 一 特性 与 稠密 性 具有 相近 的 性 质 和 一 定 的 关 
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联 ? 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 中 心 问题 . 

定义 4.4.1 一 个 亚 序 域 FT) 称 作 是 局 部 稠密 的 ， 如 果 对 于 (FT) 的 每 个 有 
限 实 扩张 K 以 及 任何 相 异 的 a, 8 EK, 总 有 一 个 a € F, 使 得 对 于 K 的 某 个 包含 
T WEHE Q, 有 a cla, Blo, 这 里 及 以 后 各 处 ， ]a, le 表示 K 中 关于 Q 的 且 以 a 
和 有 为 端点 的 开 区 间 ， 并 不 意 指 a <Q B. 

以 下 始终 设 下 是 一 个 实 域 ， 2 是 下 的 代数 闭 包 .不 失 一 般 性 ， 可 以 认定 F 
的 任何 代数 扩张 都 包含 在 之 内 . 设 R 是 下 的 任何 一 个 实 闭 包 . 按 定理 2.1.3, 有 
NQ = R(V- 了 ). 从 而 对 于 2 中 每 个 元 素 z, 可 惟一 地 写 为 。，z = a+bV=T H a, b 
都 属于 R. 此 时 ， 称 b 为 z 关 于 RR 的 虚 部 系数 ， 且 记 作 : b= Ima(z). 同时 ， 我 们 
还 可 规定 z 关于 正 锥 R 的 绝对 值 |z|az 如 下 : 


llr = Va FE € R, 


这 里 Va FERRER z? — (a? +0) 在 已 中 惟一 的 非 负 根 . 

容易 验证 ， 如 上 规定 的 |`|a* 具有 和 通常 复数 的 绝对 值 相 类 似 的 性 质 .为 简便 
起 见 ， 在 不 引起 误解 的 情况 下 ， 记 号 | le 常 简写 为 ||. 

在 建立 主要 结果 之 前 ， 首 先 给 出 下 面 几 个 引 理 . 

引 理 4.4.1 设 f(z) 是 已 上 一 个 次 数 > 0 HERR, WH e, M E Sp, 使 得 对 
于 下 的 每 个 实 闭 包 R, 总 有 


e <m lalrz <r M, 


此 处 a 是 f(z) 在 中 的 任何 一 个 非 零 根 . 

证 明 i f(x) = aoz” +a”! +- +an , KH a 40,n 21 M= 
Hots (S++ (EP) E€ Sr. 注意 到 ， 对 于 己 的 任意 一 个 实 闭 包 尼 所 规定 
的 绝对 值 |. ee 具有 和 通常 复数 的 绝对 值 相 类 似 的 性 质 ， 从 而 通过 引 理 1.2.2 的 类 
似 证 明 可 知 ， 对 于 f(z) 在 2 中 的 任意 一 个 根 w 有 lole <r M. 

当 a 关 0 时 ，or! 是 onzn + ania") +--+ ao 的 根 .由 上 面 的 讨论 知 ， 有 
de Sp, 使 得 la" ge <m d. 因此 ， 只 须 取 e = d 即 可 . 证 毕 . 

引 理 4.4.2 设 f(z) SEF LBM > 0 的 多 项 式 ， 则 有 ee Sp, 使 得 对 
FF WEAR R, 总 有 


[Imp(a)|z2 >r e, 


此 处 ，a 是 f(z) ER 中 但 不 在 已 中 的 任意 一 个 根 . 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 f(z) 的 首 项 系数 为 1. 又 设 Y, ZRF LB TRE, 
则 有 
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FY + ZV- = fi(Y, Z) + fol¥, Z)V-1, 
其 中 AY, Z), fa(Y, Z) € FIY, Z]. 此 时 可 断言 : Aal, Z) 与 f2(Y,2) 无 非常 量 的 公 
Ax. 
假若 d(Y, Z) 是 AY, 2) 与 fo(Y,2) 的 一 个 非常 量 公 因 式 ， 则 有 
FY + ZV-D) = d(Y, Z)(a (Y, Z) + œ(Y, Z)V—1), 


此 处 qi(Y, Z), gq2(Y,2) € FIY, Z]. 
Han an 是 f(z) 在 2 内 的 全 部 根 ， 其 中 为 多 项 式 f(z) 的 次 数 ， 于 是 
有 


FY +2V-D) =(Y+2V-T- a) (Y +2V-T— on). 
由 于 OLY, 2] 是 惟一 因 式 分 解 整 环 ， 故 有 
d(Y, Z) =b(Y + ZV=1 - aj) +- (Y + ZVI ~ ajm), (x) 
这 里 be Fy ji jm 是 取 自 1,…, n 中 的 m 个 不 同 的 数字 . 


B REFERTE. 于 是 2[Y, Z) = RIY, Zv]. & rÆ RY, Z| 
的 一 个 RIY, 2]- 自 同 构 ， 使 得 7(V-1) = -V=I. 于 是 有 


d(Y, Z) = r(d(¥, 2)) =b(Y — ZVZ — r(a3,))-+- (Y — ZV-1 — T(@jm )). Gx) 


这 样 就 得 到 d(Y, Z) 在 QY, 2] 中 的 两 个 不 相伴 的 因 式 分 解 (*) (oe), FE. 
而 ， 户 (% 2) 与 户 (% Z) 无 非常 量 的 公 因 式 . 

W Res(f fn Y) 为 多 项 式 户 (% 2) 与 fo(Y,2) 关于 未 定 元 Y 的 结 式 ， 则 
Res(fi, fi Y) 是 一 个 F ERRET 2 的 正 次 数 多 项 式 . 由 引 理 4.4.1, 存在 某 个 
ee Sp, 使 得 对 于 F 的 每 个 实 闭 包 R, 总 有 


\Blaz >r e, 


此 处 B 是 Res(fi, fn Y) 在 2 中 的 任何 一 个 非 零 根 . Ba 是 f(x) 在 2 中 但 不 在 
RR 中 的 任意 一 个 根 ， 则 Ima(a) 显然 是 Res(fi, fY) 的 一 个 非 零 根 . 由 上 面 的 论 
Wi, BA Ima(a)|ln >r e. 证 毕 . 

引 理 4.4.3 设 f(zi,… ,zn) e Flz1,… ,Tn], 且 a1,…, an EQ PER, 使 
得 flan: ,an) £0, 则 存在 一 个 &e Sp, 使 得 对 于 F 的 每 个 包含 al, …， an 的 
A R AREE 加, ……, yn €R, RE |yi — ailr <r d,i=1,…,n, 总 有 


FU ,Yn)f (ar ,an) >r 0. 


oe 


RE ee a s 
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证 明 在 下 的 每 个 包含 a1,…, an 的 实 闭 包 R H, h Taylor 展开 式 ， 我 们 
有 如 下 的 估计 : 


G+ BSG): = flor +t an +En)f(ar yan) 
= FOG) + 2 faina i] 
= PO + D Ofan Oa 


>m P0) — IPE) + fi, (Ble enlie 


从 而 当 |zilm <m 1,i=1,…,n, 我 们 有 
f(a+3)f(6) >m PO- E PO + Fass Olele +--+ + enla). 


irvin 


$ A= ipa E PE + f2 (0), WO <r A <r 1, EY Jeil <r 
4,i=1,.…,n, 有 f(a+73)f(a) >m 0. 

再 按 引 理 4.4.1, 存在 de Sp, 使 得 有 A = |A|Rz >m d. 显然 , 这 个 d 满 足 引 理 
WER. WEE. 

由 如 上 引 理 ， 我 们 可 以 给 出 与 局 部 稠密 性 等 价 的 几 个 性 质 . 

EH 4.4.4 ”对 于 一 个 亚 序 域 (FT), 以 下 的 断言 是 等 价 的 : 

(1) (FT) 是 局 部 稠密 的 ; 

(2) 对 于 (F T) 的 每 个 有 限 实 扩张 F(a) 以 及 每 个 非 零 €T, F(a) 必 有 一 个 
DE THEE Q, HA ae F, 使 得 la- alg <Q e; 

(3) Æ K Æ (F, T) 的 一 个 有 限 实 扩张 oy,…, an EK, He WT PAST, 
N K 必 有 一 个 包含 了 的 正 锥 Q, HA a, «++, an €F, 使 得 |ai -ail <Qe i=l, 
vi 

(4) Æ K 是 (FT) 的 一 个 有 限 实 扩张 ， qi,…, an, bis …, Bn © K, 其 中 
ai FB, t=1,---,n, 则 天 必 有 一 个 包含 了 的 正 锥 Q, HA a,- an € F, 使 得 
ai Eai, Bilg, i=1, +++, n. 

证 明 (1) = (2): 由 局 部 稠密 性 ， 有 a e F, 使 得 对 于 F(a) 的 某 个 包含 了 的 
IEE Q, H a Ela—e,a+ela, Bl la- alg <ge. 

(2) = (3): 由 熟知 的 本 原 元 定理 ， 可 设 K = F(a). 从 而 oi = hi(a), 此 处 
hi(z) € Fla] i = 1,…, n. 考察 多 项 式 Vlz, y) = 》 (hai(z) -hi(y))? — e. 按 引 理 


i=l 
4.4.3 知 , BARS d € Sp, 使 得 对 于 下 的 每 个 包含 a 的 实 闭 包 RR, 只 要 |z-alpz <p d 
且 必 -alm <m d, WV(z,y) E5 plaa) = -e FAAS, Bl W(z,y) <r 0. 由 断言 
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(2) MI, Hae F, 使 得 对 于 K 上 的 某 个 包含 T 的 正 锥 Q, le- ale <Q d 从 而 
(a, a) <@ 0, 即 有 


E (hila) = ai)? = P (h(a) — hia)? <q e. 
i=) i=l 
FE |hi(a) — ailg <Q e i =1, ---, n. 4 a; =hi(a), i= 1, ++, n, Wear, +++, an BR 
为 所 求 . 

(3) 一 (4): 由 引 理 4.4.1 知 ， 有 非 零 ae Sr, 使 得 对 于 下 的 每 个 实 闭 包 RR, 恒 
有 ee) >A eti=1 n e= Ted +e) € Sp. 由 断言 (3) 知 ， 有 
aa, ,an E F, 使 得 对 于 K 的 某 个 包含 了 的 正 锥 Q, 有 

lai- sale <eoei= n 
此 时 显然 有 
lai — 对 &le <Q ei <q 558loi=1 +++, 0. 


这 表明 ， ai Ela, bilg i= 1, pm. 

(4) = (1): 显然 成 立 ， 证 毕 . 

下 面 ， 我 们 来 给 出 具有 弱 Hilbert 性 质 的 亚 序 域 的 一 个 刻画 . 

定理 4.4.5 WFR (F,T) AAR Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 (FT) 是 局 部 稠密 
的 . 

证 明 充分 性 ， 由 命题 4.2.1, 只 须 证 明 每 个 在 (FT) 上 为 非 强 半 正 定 的 多 项 

R f(z1,… ,zn) 也 不 是 半 正 定 的 .根据 非 强 半 正 定 的 所 设 ， 对 于 (FT) 的 某 个 
实 闭 包 R, 有 an +, an E€ R, 使 得 fla ,an) <m 0. thd € SF 是 由 
S(T yn) 以 及 on, +, on 所 确定 的 ， 且 满足 引 理 4.4.3 中 结论 的 全 正 元 素 . 
令 K = F(a Qn, Yf Gn) C R, 于 是 天 EFR (FT) 的 一 个 有 
限 实 扩张 . 由 定理 4.4.4 中 蕴含 关系 “(1) 二 > (3)” 知 ， 有 K 的 一 个 包含 了 HE 
锥 Q, HG a, …, an E F, 使 得 la - asle <Q d, i = 1 ,nm 按 引 理 4.4.3, 
flan ,an) 与 flan ,an) 关于 正 锥 Q 有 相同 的 符号 . 由 于 f(a1,… ,an) = 
(V-a > On)? <Q 0, 从 而 f(a1,… ,an) <q 0. EME), QOF Æ (FT) HY 
一 个 正 锥 ， 因此， f(z1,… ,zn) Æ (FT) 上 不 是 半 正 定 的 . 

必要 性 :根据 定理 4.4.4 中 蕴含 关系 “(1) <=> (2)” 知 ， 只 须 证 明 ， 对 于 (FT) 
的 每 个 有 限 实 扩张 F(a) 以 及 非 零 ee T, 必 有 天 的 一 个 包含 工 的 正 锥 Q 以 及 某 
Aa € F, TER la — alg <q e- 

设 f(z) 是 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 ，el 是 由 f(z) 所 确定 的 , 且 满 足 引 理 4.4.2 
的 全 正 元 素 . 令 6=ee(i+e) Mite) 1). 现 考虑 下 上 多 项 式 d(x) = f?(z) 一 62"， 


a OX 
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Delt n Æ f(z) 的 次 数 . 由 于 F(a) 是 (F,T) 的 一 个 实 扩张 ， 从 而 K 有 一 个 包含 
了 的 正 锥 Qi. 此 时 有 ， pla) = -562 <q, 0. 因此 ， v(x) 在 (FT) 上 不 是 强 半 正 
定 的 . 按 所 设 ， (FT) RA Hilbert 性 质 ， 由 命题 4.2.1, VW(z) 在 (F,T) 上 也 不 
是 半 正 定 的 .。 于是， 对 于 (了) 的 某 个 正 锥 P 以 及 某 个 ae F, 有 yla) <p 0, B 
f(a) 一 62m <p 0. 从 而 有 |f(a)lp <p 6". 

B REFR (F, P) 的 实 闭 包 ， 且 f(z) 在 尺 上 可 以 分 解 为 


J (a) = (z - a1) +++ (2 — or) — 11)? + vf] lz — us)? +08), 


HP r+ 2s =n, ai, uj, vj E€ R, Hv #0,t=1,---, 4H j=l, ++, 8. 
由 前 面 不 等 式 f(a)|p <p 6”, 可 得 


le 一 aa) (a — ar)lra[(a — u1)? + 09] +-+ [(a — us)? +03] <ra 5”. 
另 一 方面 ， 由 引 理 4.4.2 有 
(a-u)? + vf] --- l(a — us)? + v3] >r v? +++ >p e-e? > po 0%. 
这 表明 n> 2s, 因此 r > 0. 从 上 面 两 式 ， 进 一 步 可 得 到 
le 一 aa)…(e 一 or)lm <p ô. 


因此 ， a, ar 之 中 必 有 一 个 ， 设 为 a1, 使 得 |a 一 alRz <r 6. 

i n È F(a) 到 尽 内 的 一 个 F-RA, 使 得 "(a) = a. 令 Q = rR). 显 
然 ，Q@ 是 F(a) 的 一 个 正 锥 , 使 得 TC Q. 由 于 -5 <m a-o = rha- a) <r ô, 
从 而 有 -5 <Q a-a < ô, BP |a -alg <Q Ô <o e. 必要 性 即 告 证 明 . 

在 上 述 必要 性 的 证 明 过 程 中 , 实际 上 只 用 到 这 样 的 一 个 事实 : 每 个 在 (FT) 上 
的 半 正 定单 元 多 项 式 也 是 强 半 正 定 的 . 因此 ， 根 据 定理 4.4.5 的 证 明 ， 实 际 上 可 获 
得 以 下 结论 . 

推论 1 亚 序 域 (F,T) RAS Hilbert 性 质 ， 当 上 且 仅 当 每 个 在 (F,T) 上 的 半 正 
定单 元 多 项 式 ， 同 时 也 是 强 半 正定 的 . 

推论 2 亚 序 域 (F,T) 具有 Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 每 个 在 (F,T) 上 的 半 正 定 
单元 多 项 式 都 能 表 为 单元 有 理 函数 的 平方 和 . 

为 了 阐明 局 部 稠密 性 与 稠密 性 之 间 的 联系 , 由 定理 4.4.5 可 以 建立 下 面 结果 : 

EH 4.4.6 设 亚 序 域 (FT) AAG Hilbert 性 质 , H Pe Xp(T) 对 于 Harrison 
拓扑 是 一 个 孤立 点 ， 则 F EFR (F, P) 的 实 闭 包 中 稠密 . 

证 明 RR APR (FP) 的 实 闭 包 ， 只 需 证 明 ， 对 于 任意 a e RR 以 及 非 零 
e € P, 存在 一 个 a€ F, 使 得 |a — alr <R2 e. 

设 a = a,…, ar 是 a 在 R 中 全 部 F- siz. 由 于 Pe XF(T) 对 于 
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Harrison 拓扑 是 一 个 孤立 点 ， 从 而 有 Xp(T) 的 一 个 基本 开 子 集 Hb, ,bn), 使 
得 Hlb,- ,bn) = {P}. & K = Faa ar, VD VBa), AY K C R, BP K È 
(F,T) 的 一 个 有 限 实 扩张 . HEH 4.458, (FT) 是 局 部 稠密 的 . 根据 定理 4.4.4， 
KAMBE T HEH Q, BA a1,…, an E F, 使 得 |ai 一 aile <Q Ter, i=1,…， 
n. 注意 到 ，b; = (yb) € QNF,i=1,…,n. 从 而 QNF € H(bi,: +- ,bn) = {P}, 
即 QNF =P. FE, (K,Q) EFR (F, P) 的 一 个 代数 序 扩张 . 因而 ,存在 (K,Q) 
到 R 的 一 个 保 序 F- RA r. 此 时 ， 必 有 某 个 ak, 1< k< r, E4 ra) = a. 由 
lax - arlo <qe Hl, |r(ak —ak)lRz <r 7(e), 即 |ak — alr? <r e. A, FER 
中 是 稠密 的 . 证 毕 . 

应 用 定理 4.4.6 很 容易 推出 定理 4.3.1 的 必要 性 (自然 也 包括 定理 4.3.2 和 定理 
4.2.4 的 相同 部 分 ). RLE, FLFR (FT) 仅 有 有 限 个 序 ， 则 Xp(T) 中 每 个 正 锥 
都 是 孤立 点 , 因为 tF(T) 是 一 个 有 限 的 Hausdorff 空间 . 根据 定理 4.4.6, F E (F,T) 
的 每 个 实 闭 包 中 稠密 . 

现 使 用 定理 4.4.5 来 证 明 下 述 命题 ， 这 一 命题 可 看 作 Hilbert 第 十 七 问题 的 一 
个 推广 . 

命题 4.4.7 EFR (FT) RAR Hilbert 性 质 , S91, gs € Flz1,… ,zn]， 
其 中 g1,… ,gs WARS. BMF (FT) 的 每 个 正 锥 已 以 及 任意 a1,…, an EF, R 
要 gi(a1,… ,an) >P 0,i=1,…, 8, 总 有 f(a1,… ,an) >p 0, 则 下 可 以 表 成 如 下 形 
式 : 


DD 
i=l 
其 中 m 为 自然 数 ， ET, h € F(z1… tn), kj =O RI G=1,---,mj j=l, 
+, 8. 
证 明 id K = F(a1,--- ,zn), 且 作 K 的 如 下 子 集 : 


m 
T= {F tigi" .gh | m > 0,ti € T, hi € K, kij =0 BK 1, 


i=l 


i=l, m j=l,- 8} 


假若 命题 不 成 立 , MS ET. 容易 验 知 , 此 时 企 是 K 的 一 个 亚 序 . 按 定理 1.1.2, 
K 有 一 个 正 锥 Q, 使 得 了 和 Q, 以 及 全 c Q, ERAT CT CQ, Mii P=QNF iÈ 
EFR (FT) 的 一 个 正 锥 . 令 REFR (F, P) 的 实 闭 包 . 由 于 % €TCQ,i=1, 
…, s, 从 而 由 定理 3.6.7 知 ， 存 在 一 个 从 F[z1,… ,zn] 到 R H F- 代数 同 态 由 使 
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得 有 
bzi) =aiER, i=l, n, 
0<g $9;)) ER, j=l, S, 
O(F) <r 0. 

从 而 有 


{ Glanann) = $(9;) >R 0,5 =1,---5 8, 
Flarn) = 9(f) <r 0. 


Üd, di, …，d 分 别 是 由 多 项 式 f, g1, …, gs MICK al ,…… an 所 确定 的 ， 且 满 
足 引 理 4.4.3 的 全 正 元 素 . 构造 域 的 如 下 扩张 ; 


K = F(a ,an, V9 (a1, 5 Qn) Vgs(al an) V—f a1, ,Qn)). 


BR, KCR. Al, KE (FT) 的 一 个 有 限 实 扩张 . 由 定理 4.4.4 和 4.4.5, 有 天 
的 一 个 包含 了 的 正 锥 Q 以 及 al, …, an E F, 使 得 


la 一 asle <Q ô, i = 1, +++, n, 
这 里 5= d(1 +a) T] dill + dj) € Sp. 
j=1 
于 是 |u -oile <Q 6 <Q dj, i = 1,…, n; j= 1,…, s. 由 引 理 4.4.3， 
gijlai," ,an)gj(aa ,an) >Q 0. HERB, gila ,Qn) = (V9i(aa ,an))? € 
Q, 即 gj(a1,-++ ,an) >Q 0. 因此 gj(a1,… ,an) >Q 0, j = 1,…, s. 同样 ， 由 于 


lai -aile <Q d, i = 1,…, n. 根据 引 理 4.4.3, 可 得 到 f(a1,… ,an) <Q 0. 令 
P=QNF, 则 PP 是 (F,T) 的 一 个 正 锥 ， 且 有 


9j(@1,-** ,an) >p 0, i=1,---, 8, 
f(a1,*** ,an) <p 0, 


这 与 命题 的 所 设 矛盾 .因此 应 有 了 eT. 证 毕 . 
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在 这 一 节 中 ， 我 们 研究 具有 弱 Hilbert 性 质 的 序 域 与 亚 序 域 的 实 赋值 ， 从 赋值 
论 角度 进一步 了 解 具有 弱 Hilbert 性 质 的 序 域 与 亚 序 域 . 

首先 , 我 们 考虑 具有 弱 Hilbert 性 质 的 序 域 . 由 McKenna 定理 ， 我 们 容易 建立 
如 下 事实 ， 

命题 4.5.1 设 (FP) 是 一 个 序 域 ，v 是 五 的 一 个 与 己 相 容 的 非 浅显 赋值 
车 (F, P) RAB Hilbert EK, 则 v HRC 是 可 除 群 ， 且 剩余 域 Fy 是 实 闭 域 . 
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证 明 i REFR (F P) 的 实 闭 包 .由 定理 3.2.5 A, v 可 (惟一 地 ) 拓展 为 
RAER w. 根据 定理 3.4.10, 赋值 w 的 值 群 Gw 是 一 个 可 除 群 ， 且 剩余 域 
Fy 是 一 个 实 闭 域 . 为 证 明 命题 ， 只 须 证 明 Gu = Gu, H Fo = Fu. 

BR, Gu C Gu, H Fo C Fu. Uh E Gy, Hh>0, WA a € R, (AF h = w(a). 
由 定理 4.2.4 知 ， 下 在 R 中 是 稠密 的 . 从 而 有 ac F, 使 得 la - alr <r o. 由 
于 赋值 v 与 R 的 惟一 正 锥 R 是 相 容 的 ， 从 而 wla- alr) > wla?) = 2h > h, 
即 w(a 一 a) > wao). HLA, vla) = wla) = wla- a) +a) = w(a) = h, WA 
h = v(a) € Gv. 因而 有 Gr = Gu- 

再 设 区 = 0+ My e Fu, 其 中 a 是 ww 的 赋 信 环 Aw PER, Mu E w RE 
#8. 由 于 v 是 非 浅显 赋值 ， 从 而 有 某 个 ce F, 使 得 v(c) > 0. 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 
c>p0. HF FR PMH, AMA ae F, 使 得 la 一 alma <r c H w tF <e 
的 相 容 性 知 ，w(a 一 a) > w(c) > 0. HEA a-a E Mu, HWH a= (a-a)+a E Aw. 
此 时 有 5G=a+Mw=a+ Mw =ae 忆 . 因而 有 ，F, = Fw. 证 毕 . 

然而 ， 上 面 命题 的 逆 形 式 不 成 立 ， 见 下 例 . 

例 EG = (Q,+) 是 由 有 理 数组 成 的 加 法 群 ， 且 G 中 元 素 间 的 序 关系 即 为 通 
常 有 理 数 之 间 的 大 小 关系 , 则 G 是 一 个 可 除 的 序 群 . 记 G? =G x G, 则 G? 也 是 一 
个 可 除 序 群 , 其 中 元 素 之 间 的 序 关系 < 为 由 G 的 序 所 确定 的 字典 序 ， 即 对 于 (a,b), 
(c,d) € G?, (a,b) < (c,d) 当 目 仅 当 a < c, RÆ a=cfhb<d. 

Ay RIG?] 是 群 G? EXPOR 上 的 群 环 , 则 RG] 是 一 个 整 环 . 对 于 任意 非 零 
z E€ RG’), z 可 惟一 表 为 


z = a (a1, b1) 十 … 十 am(amybm)， 


其 中 at e R, (abi) € G?, i = 1, +++, m, a1 #0, H (a,b) < (a2,b2) < … < 
(am,bm). 此 时 ， aa 称 作 元 素 z 的 尾 项 系数 .此 外 ， 可 规定 vo(z) = a, 而 wo(z) = 
(a1, b1). 

JL F Y RIG) 的 分 式 域 . 对 于 任意 非 零 E F, 其 中 x, 22 € RIG?), 进一步 
规定 VŽ) = volar) — volza), 而 w) = wo(za) — wola). 容易 证 明 ， 所 规定 的 
Aw 都 是 域 的 非 浅显 赋值 . 

令 己 是 由 正中 零 元 以 及 所 有 这 样 的 非 零 元 2 组 成 的 子 集 ， 其 中 z1z2 的 尾 项 
系数 为 正 实数 ， 显 然 ，P 是 的 一 个 正 锥 .容易 验证 ， v 和 BY PHA. 

不 难 知 道 ， 赋 值 w 的 值 群 为 G, 其 剩余 域 为 R. 因此 ，w 的 值 群 是 可 除 群 ， 
且 剩 余 域 是 实 闭 域 . 

RT, FR (F, P) 不 具有 弱 Hilbert 性 质 . 事实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 由 命题 4.5.1 
知 ，v 的 剩余 域 F, 是 实 闭 域 . ERE, v 的 剩余 域 A HHH RI{0} x G] 的 分 式 
域 . 据 此 ， 不 难 验证 。 土 [(0,0) + (0,1)] 都 不 是 Fo 中 元 素 的 平方 ， 矛 盾 . 
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然而 ， 当 命题 4.5.1 中 的 赋值 v 为 一 阶 赋值 时 ， 命 题 4.5.1 的 逆 也 是 成 立 的 . 

命题 4.5.2 it (F, P) 是 一 个 序 域 ，v 是 已 的 一 个 与 已 相 容 的 一 阶 赋值 ， 则 
(F, P) RAS Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 v 的 值 群 是 可 除 群 ， 且 其 剩余 域 为 实 闭 域 . 

证 明 由 命题 4.5.1 知 , 只 需 证 明 充 分 性 . 由 于 wv 是 一 阶 赋值 , 从 而 赋值 域 (F,v) 
APB (FD). WREE, TL F iy Hensel 赋值 ,由 命题 3.4.2(1) 知 ， 
( 记 避 包含 (Fv) 的 一 个 Hensel 化 (R,w), HH FCRC Fw TER EKR 
W, w= |p. 根据 定理 3.4.4, w 是 域 K 的 一 个 实 赋值 . 由 于 (R, w) FE (Fv) 的 
直接 扩张 ( 见 命题 3.4.2(2)), 从 而 由 所 设 知 ， w 的 值 群 是 可 除 群 ， 且 其 剩余 域 是 实 
闭 域 . 再 由 定理 3.4.10 知 ， 民 是 一 个 实 闭 域 . 由 于 v 与 P 相 容 ， 从 而 由 引 理 3.4.6 
知 ， PP 可 拓展 为 RR 的 一 个 正 锥 ， 这 个 正 锥 只 能 是 R 的 惟一 正 锥 R. 这 表明 R 
实际 上 是 序 域 (FP) 的 实 闭 包 . 

WacR HeX P PEST, 则 ae 六 E vle) eG. 由 于 下 关于 赋值 人 在 
F 中 是 稠密 的 ， 从 而 有 a € F, 使 得 Va 一 a) > vle), H wla- alr) > wle). 由 定 
理 3.4.5 M1, wj <p 是 相 容 的 .从 而 必 有 lo - alma <m e RIRH: FERA 
包 RR 中 稠密 ,根据 定理 4.2.4, (F, P) AA Hilbert HER. WE. 

为 用 赋值 理论 来 刻画 具有 弱 Hilbert 性 质 的 序 域 和 亚 序 域 ， 我 们 需要 如 下 定 
义 . 

定义 4.5.1 设 KK 是 域 下 的 一 个 扩张 ，W 是 由 域 KK 的 若干 个 赋值 组 成 的 集 
合 . 称 正 和 天 是 本 -等 价 的 ,如 果 对 于 任意 a € K, 总 有 某 个 we W 以 及 某 个 
ae F, (79 wa-a) > 0. 特别 地 ， 当 W = {w} 时 ， 我 们 径 称 下 和 K 是 w- 等 价 
的 . 

引 理 4.5.3 设 K 是 域 下 的 一 个 扩张 ，w 是 域 K 的 一 个 非 浅 显 赋值 ，4 是 
w 的 赋值 环 ， 如 果 K 没有 包含 4 的 一 阶 赋值 环 ， 且 对 于 K 的 任意 非 浅显 赋值 w 
RE v 的 赋值 环 包含 4, v 的 剩余 域 与 v |p HARRA, WFA K 是 w- 等 价 
的 . 

证 明 假若 引 理 不 成 立 , 则 有 某 个 a € K, 使 得 对 于 每 个 ae F, Ht wa-a) < 

0. Wat, BR ad A. 

构造 如 下 集合 : 


=={B1B 是 的 赋值 环 , HH ACB, Hag B}. 


BR, AcE, 且 对 于 集合 的 包含 关系 是 一 个 偏 序 集 . 
设 {B | 入 CA} 是 三 中 任意 一 个 链 . + B= YU Be 显然 ，B 是 KK 的 一 

E. 
个 包含 赋值 环 4 的 子 环 ， 从 而 B 也 是 K 的 一 个 赋值 环 .很 清楚 ， og B. 因而 
B € 5, 即 链 {B、| 和 eA} 在 三 中 有 一 个 上 界 B. 由 Zorn 引 理 ，S 中 有 一 个 极 大 
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元 C. 此 时 ， 可 断言 K = Clo). 事实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 Cla] 是 K 的 一 个 包含 4 
的 非 浅 显 赋值 环 . un 是 由 Clo] 所 确定 的 赋值 ， 由 所 设 知 ， vi 的 剩余 域 与 v1 |r 
的 剩余 域 相同 ， 从 而 有 a € F, 使 得 a 一 a € Man, 这 里 My, 是 vi 的 赋值 理想 ， 注 
意 到 AC Cla], 从 而 Mo E Mu, 这 里 Mw 为 ww 的 赋值 理想 . 于 是 a 一 a € Mw, 即 
w(a 一 Qa) > 0, 矛盾 . 

i DER K 的 任意 赋值 环 , 使 得 C C D. 由 C 的 极 大 性 可 知 ， ae D. 从 而 
D2Cla]= K, 即 D=K. 这 表明 C 是 天 的 一 阶 赋值 环 ; 矛盾 于 所 设 ， 因 此 ， 
PRK Ew 等 价 的 . 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 以 建立 下 面 定理 : 

定理 4.5.4 (FP) 是 一 个 非 阿 基 米 德 序 域 ， 则 下 列 叙述 等 价 : 

(1) (F, P) RAB Hilbert 性 质 ; 

(2) 对 于 下 的 每 个 与 相 容 的 非 浅显 赋值 w v 的 值 群 是 可 除 的 ， 且 其 剩余 域 
为 实 闭 域 ; 

(3) 有 一 个 与 相 容 的 非 浅显 赋值 w 满足 下 列 条 件 ， 对 于 F 的 每 个 非 浅显 
的 赋值 w 只 要 的 赋值 环 Au 包含 v 的 赋值 环 Av, u 的 值 群 总 是 可 除 的 ， 且 4 的 
剩余 域 为 实 闭 域 ; 

(4) (F, P) 的 实 闭 包 RR 有 一 个 非 浅显 的 实 赋值 w, 4 FA RE 等 价 的 . 

证 明 (1) 一 (2) 由 命题 4.5.1 可 知 . 

(2) = (3) 由 命题 3.2.3 知 ， F 有 一 个 非 浅显 的 赋值 v 与 PHA. hu 
F 的 一 个 非 浅显 赋值 ， 使 得 4。C Au, 则 Mu C Mv, 这 里 My 与 Mu 分 别 为 v 与 
u 的 赋值 理想 .由 于 v 与 P 相 容 ， 从 而 由 命题 3.1.3 知 ， 1+ Mu CP. 由 此 有 ， 
1+MyC1+M, GE P. 再 由 命题 3.1.3 知 ut PHA. 由 叙述 (2) 即 知 ， 的 值 
群 是 可 除 的 ， 且 其 剩余 域 是 实 闭 域 . 

(3) 一 (4) 设 v 是 下 的 一 个 满足 叙述 (3) 中 条 件 的 非 浅显 赋值 . 由 定理 3.2.5 
A, v 可 拓展 为 RR 的 一 个 实 赋 值 w, Hwt REE < 相 容 . 对 如 下 两 种 情 
况 进行 讨论 ， 

情况 1 “已 有 一 个 一 阶 赋值 w 使 得 A, C Au 此 时 ， 由 叙述 (3) A1, u 的 值 群 
是 可 除 的 ， 且 其 剩余 域 是 实 闭 域 .注意 到 ，% 与 PABA. 由 命题 4.5.2 知 ， (FP) 
具有 弱 Hilbert 性 质 .根据 定理 4.2.4, F 在 (FP) 的 实 闭 包 R HAR. 对 于 任意 
acK, h FER PHARA, 有 ae F, 使 得 la 一 al <r 1. Hh wH <r 
的 相 容 性 知 ，w(a 一 a) = wla- alr) > w(1) = 0. 这 表明 下 和 RÆ w- 等 价 的 . 

情况 2 FF 没有 一 阶 赋值 ， 使 得 它 的 赋值 环 包含 4。. 令 By 是 赋值 w 的 赋值 
环 ， 则 R 没 有 一 阶 赋 值 ， 使 它 的 赋值 环 包含 Bu. 设 wi 是 R 的 任意 一 个 非 浅显 的 
赋值 ， 使 得 By C Bw,, 这 里 Bu, 为 wi 的 赋值 环 ， 则 wi |p BF PER BR 
值 ， 且 它 的 赋值 环 为 Bu, NF. 注意 到 A, = Bw NF C By, OF. Sie BR (3) 


fe Eo oe oo | 
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知 ， wi lp 的 剩余 域 是 实 闭 域 ， 于 是 w |p 和 wa 必定 具有 相同 的 剩余 域 . 由 引 理 
45.38, FARE w- 等 价 的 . 

(4) => (1) 由 定理 4.2.4 知 ， 只 需 证 明 : 下 在 实 闭 包 R 中 稠密 . 设 ce R, 
eePHe 40. 由 于 w 是 RR 的 非 浅显 赋值 AT w 在 上 的 限制 w |p 是 
F 的 非 浅 显 赋值 .于 是 有 cE F, 使 得 w(c) > 0. HR (4) 知 ， 有 a e F, 使 
得 wela — a) > 0. 由 此 有 wla — aec) > w(ec) = we) + w(c) > we), B 
w(|a 一 aec|Rz) > w(e). 由 于 ww 与 <r 是 相 容 的 ， 从 而 必 有 |a 一 aec|kz <r e, 其 中 
ace F. 因而， 下 在 R PRR. WEE. 

现 设 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ，K Æ (FT) 的 一 个 实 扩张 ， 则 K 的 如 下 子 集 


Sk(T) = {Snot fet te. €Kji=1,--- n} 
i=l 


是 KK 的 一 个 亚 正 锥 . 依照 83.2 中 的 讨论 ， 对 于 任意 Q € Xx (SK(T)), MK 有 一 个 
关于 序 <q 的 典型 赋值 ve, 使 得 ve 的 赋值 环 为 典型 赋值 环 AQ, Q). 用 Va (T) 表 
示 域 K 的 所 有 这 样 的 典型 赋值 ve 所 组 成 的 集合 ， 其 中 Q € Xk (Sk(T)). 

EH 4.5.5 (FT) 是 一 个 亚 序 域 ， 则 (FT) 具有 弱 Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 
当 对 于 (FT) 的 每 个 有 限 的 实 扩张 K, FA K 是 Vk(T)- 等 价 的 . 

证 明 必要 性 : 设 (FT) RAR Hilbert 性 质 . 由 定理 4.4.5 M1, (F, T) 是 局 部 笛 
密 的 . 对 于 任意 a e K, 从 而 有 a e F, 使 得 对 于 某 个 Q € X(Sk(T)), |a—alg <e 1. 
注意 到 ， 典 型 赋值 ve 与 8 相 容 . AT, vola- a) = v9(la—alg) > ve(D = 0. 由 
定义 45.1 知 ， 互 和 天 是 Yk(T)- 等 价 的 . 

充分 性 : 由 定理 4.4.5 知 ， 只 需 证 明 (FT) 是 局 部 稠密 的 . 设 K 是 (F, T) 的 
任意 一 个 有 限 实 扩张 .对 于 任意 a e K 以 及 非 零 ee T, 由 所 设 有 a € F, 使 得 
va(e 1a — a) > 0, RF Q € Xk(Sk(T)). FÆ eta — a € A(Q,Q), 即 对 于 某 个 正 
ABR q, lea -alo <q q. 于 是 ,集合 {9 EQ | lea- alg <Q a} 是 一 个 以 0 
为 下 界 的 非 空 实数 集 ， 从而， 该 集合 有 下 确 界 re RR. BR, r>0. Wg eQ, 使 得 
7<g<r+1, 即 gq-1<r<g. 由 下 确 界 的 定义 可 得 ，g 一 1 <q leta- alg <o a. 
HIA lea- a- qlo <q 1 & [eta —a + qlo <q 1, BIG Ja — ae — gelo <Q e È 
la -ae + qelq <Q e, 其 中 ae 土 ge € F. 由 定理 4.4.4 知 ， (F,T) 是 局 部 稠密 的 . 
证 毕 . 
此 外 ， 可 建立 下 面 的 结果 . 
定理 4.5.6 设 (FT) 是 一 个 具有 弱 Hilbert 性 质 的 亚 序 域 ，v 是 的 一 个 非 
RERE, Ape 的 所 有 与 v 相 容 的 正 锥 组 成 的 集合 . 若 Pe Xp 关于 Harrison 
拓扑 是 Xp 的 一 个 内 点 ， 则 F 在 它 关 于 P 的 实 闭 包 中 稠密 . 

证 明 i REFR (F P) MLA, 则 2 = RV) 是 域 下 的 代数 闭 包 由 
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定理 3.2.5 知 ，v 可 拓展 为 RR 的 一 个 实 赋值 w. 

HF PE 禄 的 一 个 内 点 ,从 而 序 空 间 Xr 有 一 个 基本 开 集 Ha, ,an), 其 
H ar, +, an € 户 ,使 得 Pe 有 (a1,…,an) CAP. Bla ER, H a 在 0 中 的 全 部 
F- ITH: ai, +++, Om, 则 ai =& +m, IP Gi m ER, i=l, m. G 
K = F(a, , ām gn sEm M ,1m), 则 K 是 亚 序 域 (FT 了 ) 的 一 个 有 限 实 
扩张 . 由 于 (F, T) 具有 弱 Hilbert 性 质 ， 从 而 由 定理 4.4.5 和 定理 4.4.4 可 知 ，K 有 
AEE T HEE Q, HF 中 有 元 素 bi, +++, bm, cr, +++, cm 使 得 |&; — bile <Q 1, 
H Im- cil <q l,i=1,---,m. PL =QNF, Ma; = (Yai)? €QNF=P,i=1, 
vee, n. 这 表明 已 E 百 (aa ,an) C XB, Hv 5 PR 相 容 . 设 Ry 是 序 域 (K,Q@) 
在 台中 的 实 闭 包 , 则 Ri 实际 上 也 是 序 域 (F, P) 的 实 闭 包 . 由 定理 3.2.5 知 ，v 可 
拓展 为 Ri 的 一 个 实 赋值 w. 

根据 命题 3.4.3, w 和 wi 都 是 Hensel 赋值 ， 从 而 它们 在 2 上 的 拓展 都 是 惟一 
的 . 为 节省 符号 ，w 和 wi N 上 的 惟一 拓展 仍 分 别 记 作 包 和 wi. 此 时 ， 显 然 有 
下 列 事实 ， 


对 于 任意 z, y € R, w(z +yV-1) = w(z ~ yV-1). 


HF w tj u 都 是 赋值 v 在 2 上 的 拓展 , 从 而 由 赋值 论 知 , FER N 的 一 个 下- 
自 同 构 r, 使 得 对 于 每 个 ze N, w(z) = wila(z)). 此 时 ， 对 于 某 个 ke {1, +, mj, 
T(a) = ak. 

注意 到 ，wi 与 R 的 惟一 正 锥 R AA. 从 而 有 wi (Ei bi) = w (lé — bilg) > 
wi(1) = 0, E wi(m — c) = will — cile) > w(1) = 0, i =1,---,m. BR 
wi(V=1) = fui (1) = 0. 由 此 有 


wi (ak — be — ck V-T) = wi (Ee — be) + (me — ck) V-T) > 


min{wi(ék — bk), wi(m — ce) } > 0. 


4 a(V=1) = VI tł, ERY wi(m(a 一 bk 一 ckV-1)) > 0, BDA wa — bk - 
ceV-1) > 0. 由 上 面 事实 又 有 w(a — bk + ceV=1) > 0. 当 r(V-1T = 一 V-1 时 ， 
上 式 为 w(r(a — bk + ceV=1)) > 0, 即 有 w(a 一 bk + ckV-1) > 0. 同样 ,又 有 
w(a 一 bk — ceV=1) > 0. 于 是 总 有 2w(a 一 bk) = w((a bk)?) > w((a — be)? + ch) = 
w(a — be + ch V=1) + w(a — bk — ceV—=1) > 0. AT wla — be) > 0, HF br € F. Ñ 
RA: FARE w- 等 价 的 . 由 定理 4.5.4 A, FR (F, P) ABH Hilbert EM. 
再 由 定理 42451, F 在 实 闭 包 R PAE. 证 毕 . 

上 面 定理 可 看 做 定理 4.4.6 的 一 个 改进 .事实 上 ， 当 定理 4.4.6 的 所 设 条 件 都 
成 立时 ， 令 v E 下 的 关于 序 P 的 典型 实 赋值 . BPR PF AKER, WP 
显然 在 (F P) 的 实 闭 包 中 稠密 - & P 不 是 F 的 阿 基 米 德 正 锥 ， 则 v FKR 


由 
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显 赋值 . 由 定理 446 中 所 设 ， PH X 的 一 个 内 点 .从 而 由 上 面 的 定理 4.5.6 即 
A, PE (FP) 的 实 闭 包 中 稠密 . 

由 上 面 的 定理 4.5.6, 我 们 还 可 以 建立 下 面 结论 . 

定理 4.5.7 i (F, T) 是 一 个 仅 有 有 限 个 阿 基 米 德 序 的 亚 序 域 , 且 AAR 
非 浅显 的 赋值 wu, …，uwm, 使 得 XE U- UYE 恰好 由 下 的 全 部 非 阿 基 米 德 正 锥 
组 成 , 则 (F, T) RAR Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当下 在 (F,T) 的 每 个 实 闭 包 中 稠密 . 

证 明 充分 性 显然 ， 只 须 证 明 必 要 性 . 显然 ， 可 进一步 假定 : 对 于 任意 相 异 的 
i j € {1, =, m}, XE CAP; SUA vi 后 ,定理 的 条 件 仍 成 立 . 令 Ai 为 vi 
的 赋值 环 ，i = 1,…, m. 此 时 可 断言 ， 对 于 相 异 的 i,j € {l m}, Ai Z Ay. 事 
XE, m A C Ay, 则 Mj C Mi, 其 中 Mi 和 My 分 别 为 4 和 Ay 的 赋值 理想 . 
对 于 每 个 Pe XE, 由 命题 3.1.3 知 ，1+ Mj C1+ MCP. 从 而 又 有 Pe Xp’, BP 
Ap S Pi 矛盾 于 我 们 的 假定 . 

设 Pe Xp. 当 己 是 阿 基 米 德 正 锥 时 ， F 显然 在 它 关 于 P 的 实 闭 包 中 稠密 . 
当 尸 是非 阿 基 米 德 正 锥 时 ， 由 所 设 知 ， 已 e Xp U…U tm. 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 
Pe Xp. 根据 定理 4.5.6, 为 证 明 FF 在 它 关 于 已 的 实 闭 包 中 稠密 ， 只 须 证 明 ， XE 
对 于 Harrison 拓扑 是 一 个 开 子 集 . 由 于 vi 是 下 的 非 浅 显 赋值 ， 从 而 A +F, 即 有 
ac F, (8% a ¢ Ay. 此 时 ， 显然 a? ¢ A). 

Pr, o, P, 是 (F T) 的 全 部 阿 基 米 德 正 锥 , 则 对 于 每 个 7 = 1, +++, 7, 有 正 有 
理 数 9j, 使 得 o2 < Pq. & q = max{q; | j=1,---, r}, WY a? < Pjg Bl q-a? € Pj, 
j=1, =, r. 

由 于 A Z Ai, HA gA, i=2, +++, m. 从 而 有 di € Ahi, 使 得 di ¢ Ai, HA 
ei € Ai, 使 得 ei ¢ Al, i= 2, ++, m. 

FER: XP = H(a? -q e- d3,--- ,e?, da) 事实 上 , RPE Xp. B 
Ha-q¢ P, WHO<pa?<pqe Ay. 由 vi 和 PP 的 相 容 性 有 a?€ A, 得 出 巴 
JA. 从 而 a? -qE P. MIRE ek- d ¢ P,2<k<m, WA O <p e <p d EA. th 
此 可 得 eg € Ar, 即 ex € Ai, 又 得 出 矛盾 . Wi, e?- d eP, i= 2,…, m. 因此 
PE H(a?—q,e3—d3,--- en- da). 反 过 来 , 设 P € H(a? —g,e3-d3,--- ,e2, —d2,), 
Waa? ¢ P. 由 4 的 选取 可 知 ，P RE (FT) 的 阿 基 米 德 正 锥 . 假若 Exp, 2< 
k < m, 则 由 关系 式 0 <p d <p ef € Ar, 可 推 得 de € Ax, 矛盾 于 dk 的 选取 .从 而 
P44 XRFU…UXE". 由 此 必 有 Pe Xp. FE, XP = H(a?—-g,€2?—-d,--- ,e2,—d2.). 
因此 ， Xp 是 一 个 开 子 集 . 证 毕 . 

有 例子 表明 ， 在 上 面 定 理 中 ， 条 件 “ 仅 有 有 限 个 阿 基 米 德 正 锥 ” 不 是 多 余 的 . 
有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [215]. 
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84.6 ” 强 局 部 稠密 性 与 弱 Hilbert 性 质 的 升降 


在 84.4 中 ， 我 们 引进 了 亚 序 域 的 “局 部 稠密 性 " 这 一 概念 ， 从 而 刻画 了 具有 弱 
Hilbert 性 质 的 亚 序 域 . 在 本 节 中 , 我 们 将 进一步 在 亚 序 域 范畴 中 引进 “ 强 局 部 稠密 
性 ” 这 一 概念 ， 同 时 证 明 “ 强 局 部 稠密 性 "，“ 局 部 稠密 性 " 与 “ 弱 Hilbert HER” 之 间 
的 等 价 性 ， 此外， 我 们 还 研究 弱 Hilbert 性 质 对 于 亚 序 域 的 有 限 生成 扩张 的 上 升 性 
与 下 降 性 . 

B (F, T) 是 一 个 亚 序 域 . 一 个 域 K 称 做 (FT 了 ) 的 一 个 有 限 生成 实 扩张 ， 如 果 
K 是 域 下 的 一 个 有 限 生成 扩张 ， 且 K 是 亚 序 域 (F,T) 的 实 扩张 ,显然 ， 亚 序 域 
(FT) 的 有 限 实 扩张 必 为 有 限 生 成 实 扩张 . 

定义 4.6.1 一 个 亚 序 域 (FT) 称 做 是 强 局 部 稠密 的 ， 如 果 对 于 (FT) 的 每 个 
有 限 生 成 实 扩张 K 以 及 任意 两 个 相 异 的 a, 8 EK, K 有 一 个 包含 了 的 正 锥 Q, 且 
A a E 下, 使 得 a Ela, Slo, 这 里 Ja, Blo 的 意义 同 定义 4.4.1. 

显然 , ALR (FT) 是 强 局 部 稠密 的 ， 则 (F, T) 是 局 部 稠密 的 . 下 面 证 明 ， 
对 于 亚 序 域 来 说 , 强 局 部 稠密 性 实际 上 等 价 于 局 部 稠密 性 , 自然 也 等 价 于 弱 Hilbert 
性 质 . 

定理 4.6.1 一 个 亚 序 域 (及 T) AAS Hilbert 性 质 ， 当 且 仅 当 (FT) 是 强 局 
部 稠密 的 . 

证 明 充分 性 : 设 (FT) 是 强 局 部 稠密 的 ， 则 (FT) 是 局 部 稠密 的 ， 由 定理 
4.4.5 知 ， (F,T) 具有 弱 Hilbert 性 质 . 

必要 性 : 设 天 是 (FT) 的 任意 一 个 有 限 生成 的 实 扩张 ，a, 6 e 天 , 且 a 关 有 .由 
于 KK 在 上 是 有 限 生成 的 , 从 而 有 K = F(t ,tm,0), HP ti, +++, tm Je K E F 
上 的 一 个 超越 基 ，9 是 域 下 (ta ,tm) 上 一 个 代数 元 . 此 时 ，a = 9(t1,… ,tmyg)， 
T P = (ti,… ,tm,0), 其 中 9(Z1… ,zmyZm+1) M Y(T, y, Em, Em1) 都 是 域 F 
上 含 未 定 元 Z1,…, Em, Zm+1 的 有 理 函 数 . 取 g E Flr, Em tm), 使 得 go, 
gh € Fri, ,Tm Tm+1), A g(t1, +-+ ,tm, 0) #0. 

设 9 在 Flin ,tm) 上 的 极 小 多 项 式 为 


GE y) = yt + e1 (Byt! +... + ea(8), 


其 中 ei(2) € Flt ,tm), i=1, +++, d. 

由 于 K Æ (FT) 的 实 扩张 ， 从 而 K 有 一 个 正 锥 Qk, HET CQx. FR, £ 
项 式 GG y) EFR (Flt, ,tm),QK OF (tr, ,tm)) 的 序 代数 扩张 (K,QK) 中 
有 一 个 根 6. 

令 Goy), Giy), …，Gx 人 二 如 是 多 项 式 C(&y) 和 它 关于 变量 y 的 微 商 
G(Gy) 的 Sturm 序列 ， 其 中 Gify) € F(t stm)fy], i = 0, 1,…,k. 而 且 ， 
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MGO | 7 = 1,…, 7} 表示 诸多 项 式 Gol y), GilGy), ---, Geliy) 的 所 有 非 零 
系数 .显然 ，cj( 有 jE Flt ,tm), G=1 r. 从 而 有 A € Flti,… tm), 使 得 
hc; € Flt, rtm}, j = 1,.…, 7. BR a, B, cË) € Flts stm, 0,9! (ti, 
tm;0),h-1(D], j = 1, +, 7. 

由 定理 3.6.7 知 ， 有 一 个 从 Flt- tm, 0, a, 8, h18) 到 序 域 (F, Qr OF) 的 
实 闭 包 RR 的 一 个 F- 代数 同 态 0, 使 得 

(1) o(a) #0(B), 即 


ga 人) + ,otm), 0(0)) A Yo(t1), ,otm), 0(0)); 


(2) es(o(t1),+++ 10(tm) #0, j = 1,20 r; 

(3) g(o(ts),-++ ,o(tm),0(8)) # 0. 

令 Ky = F(o(tı), + ,o(tm), o(a), 0(8),0(8)), N Kı C R. 从 而 Ky JE (F, T) 89 
一 个 有 限 实 扩张 .由 定理 4.4.5 知 ， (F T) 是 局 部 稠密 的 ， 从 而 K 有 一 个 包含 了 
HEE Qi, HA ae F, 使 得 a ejo(a),o(P)[Q,. 

设 Ri 是 序 域 (Ki,Q1) HRA, Hid (ol) = slota) “+ ,0(tm)), i= 1, 

, d, 而 Gj(o(t);y) = Gs(o(tr),--+ oltm); y), j = 0, 1, =, k. 此 时 ， 多 项 式 

Rao y) = yt + e(o(t))y + -+ + ealo(t)) Æ Ri 中 有 根 206), E Golo); y), 

G(T y) ++, COO; y) 是 Ri 上 多 项 式 GOA; y) AENM Sturm 序列 
选取 足够 小 的 5 e Ri, 使 得 诸多 项 式 G;(o(t);y) 在 闭 区 间 [o(0) - 6,0(0) + òlr 中 
BR o(0) 外 没有 其 他 根 ，j = 0, 1, …, k. 由 Sturm 定理 (定理 oe s 变 号 数 差 


v(Go(a(t); y), Gr (o(s y); (8) — 6) 
— v(Go(o(#); y), Gi(o(); y); o(0) +6) = 1. 


BE 轴 ,…, Mm 是 域 Ri bm 个 未 定 元 . 由 定理 2.6.3 知 , SL = Ri(m,… Tm) 
有 一 个 正 锥 Pi, E m, …, mm 在 Ry 上 都 是 无 限 小 元 素 ， 记 Re 为 序 域 (L, Pr) 
的 实 闭 包 ， 由 元 素 ms …, mm 在 R 上 的 无 限 小 性 可 知 ， Gj(o(t) +n 0(8) +ô) := 
Gj(o(tı) +m,- (tm) +m; o(8) £5) RF IE R} 的 符号 相同 于 Gj(o(t);o(9) 土 5) 
关于 RE 的 符号 ， 从 而 ， 变 号 数 差 


v(Go(o(t) + n; y), Gio) +7; y); 0(8) — ô) 
— v(Go(o(t) + my), Gro) +m; a +6)=1. 


BR, Go(o(t) + my), Gio) + my), +, Galo) + my) 恰好 是 Re 上 多 项 式 
Gol) + m y) 和 它 的 微 商 的 Sturm 序列 . 由 Sturm 定理 可 知 , 多 项 式 GOl) + my) 
在 开 区 间 ]o(9) — 6,0(0) + ôl 中 恰 有 一 个 根 91. 由 于 5 可 以 选取 RP 中 任意 尽 可 
能 小 的 元 素 ， 从 而 91 一 o(9) 关于 正 锥 RZ 是 在 R 上 的 无 限 小 元 素 . 
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EF m, t, Mm 91 一 0(0) 关于 REE Rl 上 的 无 限 小 元 素 ， 且 a 介 于 两 元 素 
o(a) = lolt), ,otm),0(0)) 和 oa(B) = ylo(t1),… ,oltm),0(0)) Z0, 从 而 a 
介 于 lolt) +m, oltm) +m: 01) A Plot) +m, (tm), 1) 之 间 ， 即 有 


a €]9(o(t) +n, 1), Yalt) +n, 1) [2: 


显然 ， 有 一 个 K 到 Ri 的 一 个 F- HA n, 使 得 (ti) = olti) +m, i=l, 
m, 且 7(0) = 0. $ Q = T(R?) W Q BRE K 的 一 个 包含 T 的 正 锥 . 由 
F z(a) = a Ep(o(t) +, 1), Wolt) +n, 1) [2 =]7(@), 7(B)[r2, 从 而 a Eja, Slo. A 
i, (K,T) 是 强 局 部 稠密 的 .证 毕 . 

此 外 , 亚 序 域 的 弱 Hilbert 性 质 还 可 以 通过 实 函数 域 的 实 位 来 刻画 . 在 此 之 前 ， 
我 们 需要 下 面 有 用 的 引 理 : 

引 理 4.6.2 设 亚 序 域 (F,T) 是 强 局 部 稠密 的 ， 则 对 于 (FT) 的 每 个 有 限 生 成 
的 实 扩张 K 以 及 K 中 任意 有 限 个 元 素 an, +, am 和 1,…, Bm, 其 中 ai #* Bi, 
t=1,-++, m, 总 有 a1,…, am E 下, 使 得 ai Ejai,PBila,i=1,…,m, 这 里 QQ 是 KK 
的 某 个 包含 了 的 正 锥 . 

证 明 对 m 施用 归纳 法 . 当 m = 1 时 ， 由 定义 4.6.1 知 ， 引 理 成 立 ， 假 定 在 
m = 大 时 引 理 成 立 ， 现 考虑 m = 上 十 1 的 情形 .由 归纳 假定 ， 天 有 一 个 包含 了 
HEW Qi, 且 有 a1, «++, ak € F, 使 得 ui Elai Bilo’ i = 1,…, k 此 时 有 ， 
CHE ap- (SEP CQ, i=l, k RIP (KQ) 的 实 闭 包 , HL 
$ L= K(f - a) — (582, ,VC — 04)? — (GHEY) C R, SL 
也 是 (FT) 的 一 个 有 限 生 成 的 实 扩 张 . 由 于 (AT) 是 强 局 部 稠密 的 ， 从 而 LA 
个 包含 了 的 正 锥 QL, HA any EF, AEF arı Elari, Brilo 令 Q= QLNK, 
则 显然 8 是 K 的 一 个 包含 了 的 正 锥 . 此 时 易 见 ， ai Elai Bilo i=1,---,k +1. 
从 而 ， 引 理 在 mm = 大 + 1 时 成 立 ， 由 归纳 法 原理 ， 引 理 获 证 . 

现在 ， 我 们 来 证 明 如 下 定理 . 

定理 4.6.3 设 (F,T) 是 一 个 亚 序 域 ， 则 下 列 叙述 等 价 : 

(1) (FT) RAH Hilbert 性 质 ; 

(2) 4 K 是 (FT) S—-TRREREDP IK, ti,- tm 是 K 在 上 的 一 个 
超越 基 ，& e K HEE S(T), 则 KK 有 一 个 代数 的 FF- 位 9, 且 9(K) 有 一 个 包含 T 
WIER P, (E olti) € F,i=1,…, m, H ACE) <p 0. 

证 明 (2) = (1): 由 定理 4.4.5 的 推论 1 知 ， 只 须 证 明 ， (F,T) 上 每 个 单元 
半 正 定 多 项 式 同时 也 是 强 半 正 定 的 . 设 f(z) e Flz], 且 f(z) 在 (FT) 上 是 半 正 定 
的 . 假若 f(z) 在 (F, T) 上 不 是 强 半 正 定 的 , 则 由 定理 4.1.3 知 ，f(z) ¢ Sp(z)(7). 注 
意 到 F(z) 是 (F,T) 的 一 个 有 限 生 成 实 扩 张 , 且 z 是 F(z) 在 FF 上 的 一 个 超越 基 . 
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由 叙述 (2) MM, F(z) 有 一 个 代数 的 F- 位 $, 且 8(F(z)) 有 一 个 包含 T 的 正 锥 P, 
使 得 wz) =a € F, 且 9(f(z)) <p 0. 此 时 ， 显然 %F(z)) = F, E. 4(f(z)) = f(a). 
从 而 P 实际 上 是 (FT) 的 一 个 正 锥 ， 使 得 f(a) <p 0, 矛盾 于 f(z) 在 (FT) 上 的 
FEE. Alt, f(z) 在 (FT) 上 是 强 半 正定 的 .叙述 (1) 获 证 . 

(1) => (2): 由 所 设 知 ， Sk(T) 是 K 的 一 个 亚 正 锥 .由 定理 1.1.2 知 ，K 有 
一 个 正 锥 Q1, 使 得 & ¢ Qi, BIE <Q, 0. 

B K = F(t tma), 其 中 a 是 域 F(t1,… ,tm) 上 代数 元 ,不 妨 设 a 在 
F(t stm) 上 的 极 小 多 项 式 为 


f(t ,tmjx) = 24+ (f)at! + .+ ca(D), 


HP aË) € Flt tm], i=1,.…,d. 
由 于 5e K, 从 而 & 可 表示 如 下 : 


E= g(t stmia)h(ti, +- ,tm; a)-!, 


其 中 gli, ,tm; 2), h(t,- ,tm; 1) € Flti,-++ tm, a). 
令 e( ,tm;7) = g(ti, tm; T)h(ti, +++ tmx) € Fl stm, 2], WA 


€ = elt stmia)hlti +- ,tm;a)™?, H e(ti,-+- ,tm; a) <Q, 0. 


令 Ri 是 序 域 (K,Q1) 的 实 闭 包 ， 则 flt ,tm;z) 在 R 中 不 可 能 有 重 根 ， 从 
而 有 5 E Sr, 使 得 ft， ,tm;z) 在 开 区 间 Ja - ôa + ôl 内 只 有 惟一 单 根 . 

由 引 理 4.4.3 知 ， 有 非 零 4 e Sx, 使 得 对 于 K 的 每 个 实 闭 包 R 以 及 R 中 任意 
元 素 za ++) Zm Uy 只 要 |z — tile < d, i = 1, ++, m, H |y- olr < d, 总 有 
elti: stmja)e(zi =: ,zm;y) >r 0. 注意 到 js <r? 5, 从 而 f(t1,… ,tm;a 一 


Tp stmia + jo <r 0. 再 由 引 理 4.4.3 Ml, MAES di & Sx, 使 得 


对 于 天 的 每 个 实 闭 包 R, 只 要 zi € R H |z- tilr < di,i=1,…,m, 总 有 


> 6d? . 
Tt 一 Tot tmit I+) 


Sle emia SEE fen smiat ree >m 0. 


HEB = -fi tie (ts stm + 98), AER 的 如 


下 扩张 : 


p 


L= K(y-elti, > ,tm;a), VB). 
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注意 到 LC Ri, AM LÆ (FT) 的 有 限 实 扩张 . 由 定理 4.6.1 知 ， (FT) 是 强 
局 部 稠密 的 . 由 引 理 4.6.2 知 ， 工 af at T 的 正 锥 Qr, AA a +, am, 
b € F, 使 得 lai — tilg: <a. aware i=1,.…,m, 且 0 <Q, b <q, 
(v-el «+> stm @))? = -ee(t1,… ,tm;a). 设 RL 是 序 TRU QL) HEA, 则 RL 
也 是 K 的 一 个 实 闭 包 .显然 lai tilo <Q hh, i= 1,…,m. 从 而 有 


Jia- ge simia t SE) 


1l+@ 
3 a )flan sat ôd? ) >m 0 
f(a, samja- °F sa, ramia + TTR) > Ry O 


注意 到 一 f(t1,… ,tm;a 一 jot, stmia + Ea =P EQ, FRA 
d? 
(ti 一 Tait stmia + ip <r} 0. 


因而 有 
Jan amia- TIE) fon sami + OAR) <0. 


Hm, ++) Nm ÆR Ry 上 m PRET, W E := Rim, tm) 有 一 个 正 锥 Qe, 
使 得 m, …, nm TE RL 上 都 是 无 限 小 元 素 . & Re 为 序 域 (E, Qe) 的 实 闭 包 . hm, 


oy Im 的 无 限 小 性 知 ，f (a1 二 Th,…… ,om tm = TR) flan tm ,am 十 imi Q 十 


SS) <r 0. 由 中 间 值 定理 ， ta A 使 得 f(ai +m,- ,am + Mm a1) =0, 
ôd? ôd? 
Ha- yp <m a <m ata 此 时 有 Jai -al <r Tre S b 


H lai +m- til <r, d, i = 1,…, m. 由 d 的 选取 知 ， el(t1,… ,tm;a)e(al + 
Ms’ ,am + Tri al) >ra, 0. HERB, -elti ,tm;a) -b € QL C RE. 从 而 
有 elar +M, am + Tmi) +b <p, 0, BY g(ar +m, ,am + Mm; oh l(a + 
My yam + Tmi 01) <R 0. 

设 D= F(m, -m 01), H Qp = REND, MT C Qn, BFE K FI D H 
A F- 同 构 mr, 使 得 (tis) = ai +m i= 1, ---, m, x(a) =a. 4 RER FE 
Re 中 的 代数 闭 包 ， 显然 了 5 R. 根据 定理 3.6.9 的 证 明 可 知 ，D 有 一 个 与 Qp 相 
容 的 代数 的 F- fù y: D — RU {oo}, E vln) = 0, i = 1,…, m. HERB, 多 
项 式 f(a +M, ,am + Imit) 是 Ayla] 中 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 这 里 hy 为 
位 少 的 赋值 环 ， 从 而 aa 在 Ay 上 整 ， 即 有 aa € Ay. HY Al Qn 的 相 容 性 知 ， 
(e(ar+m, m+ Tm; 1)+b) <r 0, BFF e(a1,--+ ,am; (a1) <r —b <r 0. 令 
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d= wor, W o Æ K F| RU{oo} 的 一 个 代数 F- fit. LAT, O(e(ti,--+ ,tmia)) <p? 0, 
即 有 O(€) <r 0. FAI, AOR (2) 获 证 . 证 毕 . 

现在 ,我 们 来 研究 弱 Hilbert 性 质 对 于 亚 序 域 的 有 限 生成 扩张 的 上 升 性 与 下 降 
性 , 即 考虑 这 样 一 个 问题 : 若 亚 序 域 (K, S) EEF (FT) 的 一 个 有 限 生成 扩张 ， 
且 其 中 一 个 亚 序 域 具有 弱 Hilbert 性 质 , 是 否 另 一 个 亚 序 域 也 具有 弱 Hilbert 性 质 ? 

定义 4.6.2 设 (FT) 和 (K, S) 都 是 亚 序 域 ，(K,5) 称 作 (F, T) 的 一 个 有 限 生 
成 扩张 ,如果 K 是 域 的 一 个 有 限 生成 扩张 , 且 存在 有 限 个 元 素 a1,…, Om EK, 
使 得 


n 
S= {Eat atenat ?为 自然 数 , ti €T, Bi € K, kj = 
= 
or 


下 面 的 定理 表明 : 弱 Hilbert 性 质 对 于 亚 序 域 的 有 限 生成 扩张 的 上 升 性 是 成 
立 的 . 

EH 4.6.4 设 (FT) 和 (K,S) 均 为 亚 序 域 ， 且 (K,5) È (FT) HARER 
扩张 . Æ (FT) RAR Hilbert 性 质 “ 则 (K, S) URAR Hilbert 性 质 . 

证 明 由 定理 4.6.1 知 ， 只 须 证 明 : (K,S) 是 强 局 部 稠密 的 . 由 条 件 ,可 设 5 
为 定义 4.6.2 中 所 示 的 集合 . 设 工 是 (K,S) 的 任意 一 个 有 限 生成 实 扩张 ，a 8 € L, 
Ha# B. 由 于 工 是 (K, 5) 的 一 个 实 扩张 , 从 而 工 有 一 个 正 锥 Qi, 使 得 SS Qi. 令 
Ry 是 序 域 (L, Q1) 的 实 闭 包 , AE = Li Yo, /am), W ECR, Ha, Beek. 
FR, EE (FT) 的 一 个 有 限 生成 实 扩张 .由 于 (FT) 是 强 局 部 稠密 的 ， 从 而 E 
有 一 个 包含 THEE Qr, HH ae F, 使 得 a cja, Alon. FQ=QeENL, WOH 
工 的 一 个 包含 T HER. 

又 由 于 ai = (Yai)? € QENL=Q,i=1,---, m. 从 而 进一步 有 5ScQ. 此 
At, BA a cla, plo. 因此 ， (K,S) 是 强 局 部 稠密 的 .证 毕 . 

转换 思考 的 角度 ， 自 然 会 问 : 若 (K, S) EFR (F T) 的 一 个 有 限 生成 扩张 ， 
E (K,S) RAS Hilbert E, WF (F,T) 是 否 一 定 具有 弱 Hilbert 性 质 ? 这 一 
问题 可 看 做 弱 Hilbert 性 质 对 于 亚 序 域 的 有 限 生成 扩张 的 下 降 问题 . 下 面 将 看 到 ， 
这 个 下 降 问题 的 回答 在 一 般 情 况 下 是 否定 的 . 

定义 4.6.3 EFR (FT) 的 一 个 自然 扩张 是 指 一 个 亚 序 域 (K, S), 使 得 天 是 
五 的 一 个 域 扩张 ， 同 时 S= 1 》 ta? | nH ti eT,ai € K,i= 1,.… 路 


i=1 
现在 ， 我 们 可 建立 下 面 的 结果 . 
定理 4.6.5 设 (K,S) EFR (FT) 的 一 个 自然 扩张 ， 则 当 KEP 
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纯 超越 扩张 时 ， (K, 5) RAS Hilbert 性 质 . 

证 明 由 条 件 可 设 K = F(B), 其 中 B 是 K 在 上 的 一 个 超越 基 ， 为 证 明 
(K, S) 具有 弱 Hilbert 性 质 ， 由 定理 4.4.5 的 推论 1 m, RANE: (K,S) 上 每 个 
非 强 半 正 定 的 单元 多 项 式 同时 也 不 是 半 正 定 的 . 现 设 g(z) e K [x] 在 (K,S) 上 不 是 
强 半 正 定 的 ， 即 对 于 (K, S) 的 某 个 实 闭 包 Rk 以 及 某 个 7 € Re, gln) <r 0. 为 证 
明 g(z) 在 (K, S) 上 不 是 半 正 定 多 项 式 ， 我 们 就 K 在 上 的 超越 次 数 |B| 分 三 种 
情况 进行 讨论 . 

情况 1 |B) = 1. 此 时 ,可 设 B = {6}. 由 于 gle) € F(E)le), 从 而 g(z) 可 改 
写成 ， g(x) = f(E 2), 这 里 f(E,2) 是 下 上 一 个 含 未 定 元 6, z 的 有 理 函数 ， 于 是 
SEn) <r 0. & P = Rk AF, H RFR (F, P) 的 实 闭 包 由 Lang 同 态 定理 
知 ， 对 于 某 两 个 am BE R, 有 f(a, b) <m 0. 

由 熟知 的 本 原 元 定理 ， 有 9 € Fla, p), 使 得 Fla, b) = F(b). HF OF 
的 代数 元 ， 从 而 由 引 理 1.2.2 知 ， 有 ac F, WE [Ole <r a. 此 外 ， 由 引 理 4.4.3 
Sl, HO e Sp, 使 得 对 于 y, ze R, RÆ |y- alra <r 6 E |z — Ble <r 5, 必 有 
f(y, z) <m 0. 

XIR F HI F (0) 之 问 诸如 Flat bam 106) (n € N) 的 中 间 域 . 由 于 正和 PCO) 之 间 
仅 有 有 限 个 中 间 域 , 从 而 有 r, s EN, Br s, H F(a+ ta-105) = Flat Lamos). 
此 时 易 知 ，P(O) =PO), RP y= a+ za-105. 于 是 Be FC), B B= hlo) HL 
hla) € Fle). 注意 到 |y olre = 2a" |g <ra 6. 从 而 FC, hC) <me 0. 

设 Q 是 域 RE) HIRDER, EE E- yE R 上 是 正 的 无 穷 小 元 素 ， 于 
是 f(y + (E - 7), hly + (E — 7))) <a 0, BI F(EALE)) <o 0. $ P=QNK. 显然 有 
SCP, B P EFR (K, S) 的 一 个 序 . 此 时 ， 有 F(E,A(E)) <p 0, BI g(h(€)) <p 0. 
因此 ， g(x) 在 (K, 8) 上 不 是 半 正 定 的 . 

,情况 2 |B|=m>1. 此 时 , AR B= {G,--- Em}. Ki = Fl), HS = 

D tia? | "为 自然 数 ,二 ETai € Ki,i= 1,… 中 由 情况 1 的 证 明 ，(K1, Si) 具 


i=l 
AH Hilbert 性 质 、 注 意 到 (K,S) 是 (Ka, S1) 的 一 个 有 限 生成 扩张 ， 从 而 由 定理 
4.6.4 知 ， (天 ,S) RAS Hilbert 性 质 . 

情况 3 1B| = co. 由 于 g(z) € F(B) [x], MME ARE TICK £, Em €B, 
使 得 g(z) € Fléi- Em)la], E n 在 FF(&1,… fm) 上 是 代数 的 . 4 Q = RN 
Fé s& msm), II g(n) <Q 0. 换 句 话说 ， 9(z) 在 (Ki, 51) 上 不 是 强 半 正定 的 , 这 里 


Ka (= Fén Em), ii Sy := Dtia? In ARH, ti €T, ai € Ki,i= 1,.… 中 
由 情况 2 的 证 明知 ，(Ki, S1) AB Hilbert 性 质 , 从 而 g(x) 在 (Kı, 91) 上 不 是 半 正定 
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的 . 于 是 , 对 于 (Ki, Si) 的 某 个 序 Pi URIA u € Ki, glu) <p, 0. HF K Æ K: 的 一 
MRTE, MTA S2 := {Senet | n 为 自然 数 ,pi € Piai € K,i= 1,: 


是 K 的 一 个 亚 正 锥 . 因而 ， 天 有 一 个 正 锥 P, 使 得 S2 cP. BRS CS, A 
P, C S2. ATI P È (K,S) 的 一 个 正 锥 ， 且 g(u) <p 0, 这 里 ve 天. 因此 ，g(z) 在 
(K,S) 上 不 是 半 正 定 的 . 至 此 定理 获 证 . 

由 定理 4.6.5, 我 们 容易 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 4.6.6 Ü (K,S) EFR (F, T) 的 一 个 有 限 生 成 扩张 ， 则 当 玉 是 下 的 
超越 扩张 时 ， 亚 序 域 (K, S) RAR Hilbert 性 质 . 

证 明 在 K 中 任 取 一 个 在 F 上 超越 的 元 素 &, AS Ki = FE), 而 a = 


(Be nyan en eksisin), 于 是 (Ki,51) 是 (F,T) 的 一 


i=l 
个 自然 扩张 . 由 定理 4.6.5 知 ， 亚 序 域 (Ki1, S1) RA Hilbert ER. 注意 到 (K, 5) 
是 (Ki, S1) 的 一 个 有 限 生成 扩张 ， 从 而 由 定理 4.6.4 即 可 得 结论 . 

在 定理 4.6.6 中 ， 尽 管 (K, 5) 具有 弱 Hilbert 性 质 ， 但 (F, T) 却 未 必 ， 这 就 否 
定 地 回答 了 前 面 的 问题 . 

鉴于 定理 4.6.6, HRAN: 如果 进 一 步 假设 K 在 F 上 是 代数 的 ， 上述 问 题 是 
否 有 肯定 的 回答 ? 事实 上 ， 回 答 仍 是 否定 的 . 对 此 ， 参 见 下面 的 反例 . 

反例 设 下 = Q(t), 这 里 t 是 有 理 数 域 Q 上 的 一 个 未 定 元 ， 则 天 至 少 有 这 样 
的 两 个 正 锥 Pi 和 Po, 使 得 如 下 条 件 成 立 : 对 于 Pi, t EQ 上 是 正 的 无 穷 小 元 素 ; 
而 关于 Pr, f(t) € Po 4AM f(r) > 0, XH f(t) € Q(t), 而 7 = 3.1415- 是 通常 
的 圆周 率 (超越 实数 ). $ T = PN Pr. 

设 P REFR (F, T) 的 任意 正 锥 . 假若 P AP, HP # Po, WAH a, beP, 
had P Hbg P 由 于 TC P, 从 而 易 知 -a ¢ P H -bg P, Mach A 
be Py. 由 此 有 —ab € PiN Pz, BA abe PN-P. FE ab = 0, Bf a = 0 3È b = 0, 
矛盾 . Am, WFR (F,T) 恰 有 两 个 正 锥 P, fil Po. 

ĦA K = F(Vt—1), ii S = (Eia? mst ET,œ € K,i=1,---, 


i=l 

n}. 由 同 构 关系 K = Q(vr—1), HR -1 ¢ S. 于 是 (K,S) 是 (FT) 的 一 个 
有 限 生 成 扩张 ， 且 K 显然 是 下 的 代数 扩张 .对 于 (K,S) 的 任意 正 锥 Q, 必 有 
t-1= (Vi 一 DD?e Q, 从 而 t-1eQNF. RTA QO F = Po. hF Pi ER F H 
一 个 阿 基 米 德 正 锥 ， 生 K 是 FF 的 代数 扩张 .从 而 Q 是 天 的 一 个 阿 基 米 德 正 锥 . 
因而 ， 亚 序 域 (K, S) 的 每 个 序 都 是 阿 基 米 德 的 ， 自 然 (K, S) RAR Hilbert 性 质 . 
RM, F EFR (F P) 的 实 闭 包 中 不 稠密 .从 而 由 定理 4.3.14, EFR (FT) 
不 具有 弱 Hilbert 性 质 . 
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在 上 面 的 反例 中 ， 若 改 令 K = F(V1i 一 t), UZA (K,S) 的 每 个 正 锥 都 是 瑟 
在 K 上 的 拓展 . 于 是 ， 对 于 (K,5) 的 任意 正 锥 Q, 我 们 有 如 下 两 种 情况 ， Q) 当 
VI 二 te Q 时， 对 于 每 个 正 有 理 数 % 0 <o1- VI-E 一 TV <Q t <Q aq 
者 国 当 -VI=Ee Q 时 ， 对 于 每 个 正 有 再 数 g,0 <o 1+ VI = as 
t <@ q. 注意 到 K = QU + VI 一 t) = QU - VI-2). 从 而 K 在 序 域 (K,@) 的 实 闭 
包 中 不 稠密 同样 ， 由 定理 4.3.1 知 ， (K,5) 不 具有 弱 Hilbert HEM. 这 一 事实 说 
明了 ， 在 定理 4.6.6 中 ， 条 件 “K 是 下 的 超越 扩张 ”并 非 多 余 . 

然而 ， 如 果 仅 考虑 序 域 的 有 限 亚 序 扩 张 ， 则 前 面 的 问题 有 肯定 的 回答 ， 事 实 
上 ， 借 助 于 定理 4.5.4, 我 们 可 以 获得 下 面 的 定理 . 

定理 4.6.7 设 (F, P) 是 一 个 序 域 ， 且 (K, S) 是 一 个 亚 序 域 , 使 得 KK 是 下 的 
一 个 有 限 扩张 ， 同 时 已 S S, 则 (F, P) RAI Hilbert 性 质 ， 当 上 且 仅 当 (K, P) 具有 
弱 Hilbert 性 质 . 

证 明 设 @ 是 (K,S) 的 任意 一 个 序 ， 且 尺 是 序 域 K,Q) HRA, WR th 
是 序 域 (K, P) 的 实 闭 包 . 

现 设 (F, P) RAR Hilbert 性 质 ， 由 定理 4.2.4 知 ， FER PAE, A K 
在 RR 中 稠密 .因此 ，K 在 (K, S) 的 每 个 实 闭 包 中 都 是 稠密 的 ， 自 然 (K, 5) 具有 
53 Hilbert 性 质 . 

反 过 来 ， 设 (K,S) RAR Hilbert HER. WWE, EH PEK 上 仅 有 有 限 多 
个 拓展 ， 因 为 K 是 下 的 有 限 扩张 . 因而 ， 亚 序 域 (K,5) 只 有 有 限 个 多 个 序 . 由 定 
理 4.3.1 知 ，KK 在 R 中 稠密 .不 失 一 般 性 ， 可 假定 已 是 F 的 一 个 非 阿 基 米 德 正 
锥 ; 否则 (F, P) 已 经 具有 弱 Hilbert HER. MPM F 的 每 个 与 P 相 容 的 非 浅显 赋 
值 w 由 定理 3.2.5 知 ， 至 少 有 K 的 一 个 赋值 w, 使 得 w 是 v 的 一 个 拓展 ， 且 w 与 
Q 相 容 . H Gu 和 Fy (或 Gu 和 Fo) 依次 表示 v (R w) 的 值 群 和 剩余 域 . 根据 定理 
4.5.4, Gu 是 可 除 的 ， 且 Fw 是 实 闭 的 . 由 赋值 论 的 一 个 熟知 结论 ， 商 群 Gw/G, 是 
一 个 有 限 群 ， 且 Fo 是 的 一 个 有 限 扩张 用 m 表示 群 Gw/G, 的 阶 . 由 于 Gu 
是 可 除 的 ， 从 而 对 于 任意 ge Gu, 有 he Gu, 使 得 g = mh. 此 时 有 9 = mh E Gy. 
因而 G。= Gw. 此 外 ， 由 定理 2.2.1, 有 Fo = Fo. 再 由 定理 4.5.49, FER H 
È. 因此， (FP) RA Hilbert 性 质 . 证 毕 . 

推论 设 (K,Q) EFR (F, P) 的 一 个 有 限 序 扩张 ， 则 (F, P) RAS Hilbert 
性 质 ， 当 且 仅 当 (K,Q) RAH Hilbert 性 质 . 

有 例子 表明 这 样 一 个 事实 倘若 将 上 面 推论 中 的 条 件 “K 是 F 的 一 个 有 限 扩 
张 ” 减弱 为 ，“K 在 下 上 是 有 限 生成 的 ”, 则 结论 不 复 成 立 ， 对 此 感 兴趣 的 读者 可 
参见 文献 [205]. 
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在 前 面 的 讨论 中 ,无 论 是 域 的 实 性 还 是 Hilbert 第 十 七 问题 ， 许 多 问题 都 涉及 
域 中 元 素 的 这 样 一 类 表示 形式 : 平方 和 或 者 带 有 特定 系数 的 平方 和 . 实际 上 , 这 样 
一 类 平方 和 形式 都 可 看 作 域 上 相应 二 次 型 的 值 . 因此 , 这 一 事实 决定 了 实 域 理 论 和 
二 次 型 理论 之 间 的 自然 联系 . 

在 本 章 中 ， 我 们 将 从 二 次 型 的 基本 概念 出 发 ， 建 立 一 些 与 实 域 有 关 的 重要 结 
RK. 在 这 些 重要 的 结果 中 ， 有 从 定量 方面 回答 Hilbert 第 十 七 问题 的 Cassels 定理 
和 Pfister 定理 . 此 外 ,在 实 域 上 还 引进 一 种 与 二 次 型 密切 相关 的 序 关系 一 半 序 . 
半 序 在 条 件 上 弱 于 “ 序 ” 这 一 概念 ， 然 而 一 些 适合 序 的 结论 对 于 半 序 也 成 立 . 


§5.1 REAL 


在 本 节 中 , 将 介绍 二 次 型 理论 中 的 一 些 基 本 概念 和 本 书 所 需 的 有 关 结 论 . 在 本 
节 和 以 后 各 节 中 ， 所 涉及 的 域 的 特征 均 不 为 2, 今后 不 再 特别 说 明 . 

BF 是 一 个 域 . 域 上 的 一 个 m 元 二 次 型 是 如 下 F En 元 二 次 齐 次 多 项 
式 : 


g := gz 52m) = 》 Dayar, 
i=l j=1 
其 中 zi, e, zn 是 域 bn FRET, ay EF, A ay =aji,ij=1,…,n. 域 
五 上 的 一 个 n 元 二 次 型 q 常 简称 作 已 上 的 一 个 维 型 ， 而 自然 数 m 称 作 该 二 次 型 
的 维 数 ， 且 记 作 dim(q) = n. 
如 上 二 次 型 4 惟一 地 对 应 域 E EBOOK REE A = (aij)axn, 使 得 


Tı 
alzi, ++: En) = (zzn)4| : |. 
In 


这 个 矩阵 A 称 作 二 次 型 9 的 矩阵 , 矩阵 4 的 秩 也 称 作 二 次 型 9 的 秩 , 且 记 作 rank(q). 
通过 域 上 一 个 关于 变量 的 非 退 化 线性 替换 ， 政 上 一 个 二 次 型 g 可 化 成 一 个 
新 的 二 次 型 o, 使 得 CTAC = B, 其 中 A 和 BOIH qA o WE, C 是 所 给 的 
非 退 化 线性 替换 的 系数 矩阵 ， 且 CT 表示 和 矩阵 C 的 转 置 . 
定义 5.1.1 称 域 已 上 二 次 型 4 和 在 斑 上 合同 , 若 通 过 PLR MER 
线性 替换 ， 9 可 化 成 6. 此 时 记 作 q ~F o- 
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HERA, qxr o, 当 且 仅 当 有 F LIÉE C, 使 得 CTAC = B, 其 中 4 和 
已 分 别 为 9 和 的 矩阵 . 此 时 ， 亦 称 矩 阵 AM BEF LAR, 且 记 作 Axe B. 当 
q~r 0 时， 显然 有 dim(q) = dim(o), H. rank(q) = rank(o). RW, ~r 是 已 上 二 
次 型 对称 矩阵 ) 之 间 的 一 个 等 价 关 系 ， 关 于 Se, 二 次 型 的 等 价 类 称 作 合同 类 . 

只 含 平方 项 的 型 Yaz? 简 记 作 (a1,… ,an). 作为 二 次 型 理论 中 一 个 熟知 事 


i=l 

实 ， 我 们 有 如 下 的 命题 . 

命题 5.1.1 域 忆 上 的 每 个 m 维 型 9 都 可 对 角 化 ， 即 有 a1,…, an € F, 使 得 
q SF (al an). 

根据 上 面 命题 , 在 二 次 型 的 每 个 合同 类 中 , 都 可 选取 只 含 平方 项 的 二 次 型 作为 
其 代表 . 对 于 FEDA q, BaP (a1,… an), 则 称 (a1,… ,an) 是 型 q 的 一 个 
标准 形 . 

设 g:= q(z1,… ,zn) 是 域 记 上 的 一 个 n 维 型 ，K 是 下 的 一 个 域 扩张 (可 能 天 = 
F), W a 显然 可 作为 K 上 的 一 个 型 . 令 K” := {(a1,… ,an) |ai€ K,i=1,.…,n} 
ER K Ln 维 行 向 量 空间 , 且 对 于 w= (a, ,an) € K”, iE glu) = qlar, ,an). 
FE, 我 们 有 一 个 集合 Dk(g) = {gq(w) | u € K”, H qalu) #0}. # d € Dr(a), WEK d 
在 K 上 可 被 4 表示. 显然 , 4 qxr ont, A Drla) = Dk(@). 此 外 ,车 de Dr(a), B 
对 于 某 个 ue K” (n WA q HER), d = q(w), 则 d-! = d-?g(w) = gq(d-1u) € Dr(a). 

命题 5.1.2 设 9 EMP Ltn HER, H de 户 则 de Dr(g), 当 且 仅 当 
有 be, +++, bn E€ F, 使 得 g ~r (d, ba,- bn). 

证 明 充分 性 : 设 q m~r o= (diba, ,bn), 其 中 bz, +, bn € F, Wd = 
d: 1? + bp +0? +--+ +b 0? € Dr(0) = Dr(a). 

必要 性 : 设 de DF(q), 且 不 妨 令 9 = (0, ,an), 则 有 d= aye? 十 … anch, 
这 里 c1,…, cn € F. HF d £0, 从 而 c1,…, cn 不 全 为 0. 不 妨 设 c £0. 

记 A 为 型 (a2,… ,an) 的 矩阵 ，4 = (c2,… ,cn), 且 了 为 上 的 n 一 1 阶 单位 
矩阵 ， 则 由 分 块 矩阵 的 计算 可 得 


B al 0 Br d 0 . 
04 0 A-d iAuTuA 


1 0 cq u 
B= ` 
er te ;) 


HF A-d 1AuTuh È F Ehi n-i 阶 对 称 和 矩阵 ， 从 而 有 FER n-i pE 
阵 C1, 使 得 


其 中 
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bo 
CT(A—d-tAutuA)C, = om 5 
bn 


其 中 bz, …, bn E F. 由 此 有 


1 0 d 0 1 0)\_ be 
0 CE 八 0 A-atautua j 0 G ) i 
TERE, WER 


a 0 1 —d'uA 1 0 
ur)’ \o I "Loa 


都 是 可 逆 的 因此， gr (qd,52,… ,加 ). 证 毕 . 

定义 5.1.2 设 g ÆR F EEA n HER. BA dim(q) = rank(q), WEK 9 是 
正则 的 . 

定义 5.1.3 q ER F 已 上 的 一 个 正则 n 维 型 . 若 有 一 个 非 零 向 量 we F”, 使 
得 q(w) = 0, 则 称 q E F LEAH, 否则， 称 g 在 下 上 是 反 迷 向 的 . 

从 定义 可 知 ， 迷 向 型 的 维 数 必定 大 于 1. 此 外 ， 易 知 当 9g <F o 时 ，4 成 为 迷 向 
B, KEI o 是 迷 向 的 ， 对 于 迷 向 型 ， 我 们 还 有 如 下 的 命题 . 

命题 5.1.3 对 于 域 F 上 的 n 维 迷 向 型 g, 有 以 下 的 论断 成 立 : 

(1) 存在 bs,…, bn © È, ER q ~r (1 一 1ba ,bn). 

(2) Dr(a) = È 

证 明 不 失 一 般 性 ， 可 设 9 = (a1,… ,an), HHP n > 2, ar, +++, an E È. 

(1) 此 时 ， 有 非 零 向 量 (ge cn) € F”, 使 得 aci 十 … 十 ancz = 0. 不 妨 设 
cı #0, FÆ -al = a (2) E tan (2) € DF((a2,… ,an)). 按 命题 5.1.2， 

1 Cl 


应 有 (a2,… ,an) SP (—01,b3, +: ,bn), 其 中 bs, …, bn € È. 注意 到 ， 


四 


1f1+arl ai 一 1 
2\ arl-1 1+oil 
F (1, —1, ba， , bn). 


BHC = 
ee sbn) 


) H F ERATE ATIT, q <P (a1, —a1,b3, 
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2 2 

(2) ae 户 , 则 由 论断 (1) 有 ，d = (=$) . (5) 49-02 +--+ by 0? € 
DF((1, 1,b3,… ,bn)) = Dr(a). 证 毕 . 

对 于 满足 De(9) = È HA q, q 称 作 在 上 是 泛 的 ， 由 命题 5.1.3(1) 的 证 明 可 
见 ， 下 面 的 事实 成 立 . 

推论 HFR F L 2 维 型 4 = (b,c), 下 面 的 叙述 等 价 : 

(1) 9 是 迷 向 的 ; 

(2) 对 于 某 个 ae È, q ~r (a, —a); 

(3) q ~r (一 Di; 

(4) -bc € F?. 

证 明 由 命题 5.1.3(1) HERA, MAIER “(1) => (2) = (3)” 成 立 . 显然 ， 
蕴含 关 系 “(3) 二 > (1)” 也 成 立 . 

“(1) > (4)": 设 g 是 迷 向 的 ， 则 上 和 c 全 不 为 零 ， 且 有 不 全 为 零 的 d,e € F, 
使 得 bd? + ce? = 0. 此 时 ， 显 然 4 和 e 全 不 为 零 . 由 此 有 -bc = (ced-1)2 e F?, 反 
过 来 ， 若 -bc © F?, 则 对 于 某 个 de È, -bc = d. 从 而 be? + od? = 0. 这 表明 q 是 
迷 向 的 ， 证 毕 . 

命题 5.1.4(Springer) i K 是 域 F 的 一 个 奇 次 数 扩张 ， (a1,… ,an) 是 下 
上 一 个 型 ， 其 中 oa +, an E€ È, 则 (a1,… ,an) 在 严 上 是 反 迷 向 的 ， 当 且 仅 当 
(al,… ,an) 在 K 上 是 反 迷 向 的 . 

证 明 充分 性 显然 . 假若 命题 的 必要 性 不 成 立 ， 则 由 自然 数 的 良 序 性 ， 可 选取 
这 样 的 奇 次 数 扩张 F C K, 使 得 (i)(a1,… ,an) 在 玉 上 是 反 迷 向 的 ,但 在 K 上 是 
迷 向 的 ， (ii) 在 保证 条 件 (i) 成 立 的 前 提 下 ， 扩 张 次 数 [K : F] 最 小 . 

HacK, ag F. HF AK 的 选取 可 知 ，K = F(a). &m=(K: Fl, 
且 设 g(z) 是 a 在 上 的 极 小 多 项 式 . 由 于 (a1,… ,an) EK 上 是 迷 向 的 ， 从 而 根 
据 单 代数 扩张 K = F(a) 中 的 元 素 形式 知 ， 存 在 忆 上 次 数 不 超 过 m - 1 的 多 项 式 
fila), t= 1, +++, n, 使 得 fla), …, fn(z) 没有 非常 量 公 因 式 ， 且 有 


Easo? =0. 


i=l 
从 而 ， 对 于 Fle) 中 某 个 多 项 式 h(z), J ai file)? = g(z)h(z). 
i=1 


由 于 (a1,… ,an) 在 已 上 是 反 迷 向 的 ， 从 而 可 知 》 aifi(z)? 是 忆 上 一 个 偶 次 


i=l 
数 的 多 项 式 ， 且 其 次 数 不 大 于 2(m - 1). FR, h(z) 的 次 数 是 一 个 小 于 m 的 奇 
数 . 因此 ， h(z) 在 Flz] 中 至 少 有 一 个 奇 次 数 的 不 可 约 因 式 p(z). $ 8 是 p(z) 在 
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下 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 则 ai 所 (8)? = 0. 由 于 fale), <->, fale) 没有 非常 量 


i=l 
公 因 式 ， 从 而 所 (8), …, falb) 不 全 为 零 . 因而 (a1,… ,an) Æ F) 上 是 迷 向 的 . 
然而 ， [F(6) : 可 显然 是 一 个 小 于 [K : F 的 奇数 ， 这 矛盾 于 FA K 的 选取 ， 从 
而 定理 获 证 . 
命题 5.1.5 对 于 域 下 上 的 两 个 2 维 正则 型 g= (al,az) M o = (bi, bo), gsPe 
当 且 仅 当 bı € Dr(a), H arazbibe € F?. 
证 明 # qar o, Ml bi = bi- 1? +b -0? € Dr(o) = Dr(q), HA F Layee 


C, 使 得 
ce 人 ( a Je ( bı ) 
az b J 


两 边 取 行列 式 ， 即 有 aaaz(det(C))? = biba, 这 里 det(C) 表示 矩阵 C 的 行列 式 ， 从 
而 aaazbaba = (a102 det(C))? € F?. 

反之 , # b € Dr(q), A aabb = d, 其 中 de F, Mh HM 5.12, Aceh, 
使 得 (01,02) ~r (b1,c). 由 必要 性 的 证 明 ,我 们 有 aaazbac = e?, 其 中 ee È. 这 样 ， 
c = bo(ed-1)?. 从 而 (b,c) ~r (bi, b2), 故 (a1, a2) =r (b1,b2). 证 毕 . 

现在 ， 我 们 对 上 的 型 来 规定 两 个 运算 直 和 © 与 张 量 积 @. iq Ml ok F 
上 的 两 个 型 ， 且 4 = (aij)nxn 和 B= (bij)m x m 分 别 为 g 和 6 的 矩阵 . 今 规定 F 
上 两 个 二 次 型 g@ 0 和 qO 0, 使 得 它们 的 矩阵 依次 为 如 下 分 块 矩 阵 ， 


auB annB +- ainB 

4 QaB a2B +: amB 
( ) (ajB)nxn=] :  : 
B $ : 

anıB amB +:: annB 


为 讨论 的 需要 ， 有 必要 再 引进 一 个 附加 的 符号 0, 且 规 定 : 对 于 域 上 的 每 个 
型 9g@0=9 且 q@0=0. 此 时 ， 我 们 称 符 号 0 ER F LH 0 ER. 

命题 5.1.6 an, oM oo 都 是 已 上 的 型 , Heer a oer ou WA 
4 四 esPg 四 0 以 及 qg@esFgg@ocl 

证 明 设 4= (aij)nxn, At = (Qij)nxn, B = (bij)mxm 和 By = (Bij)mxm 分 别 
为 g, q, o 和 @ 的 矩阵 ， 则 存在 F E n BATE C = (cis)nxn 和 mm 阶 可 递 矩 
EE, 使 得 


CTAC =A, H ETBE = By. 
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ct A G f4 
ET B Ej B, J’ 


ET E 
fi (cig 1) xn (ij B)nxn (Cig Dnxn A 
ET E 


= (aijBi)nxn, 


其 中 了 是 上 m 阶 单位 矩阵 . 


ec AC e) 


都 是 域 F LTE He C-1 = (dij)nxn. 通过 直接 验算 可 知 ， (disDnxn 是 
(ci 了 Dnxn ERE. ATT, (cijT)nxn 也 是 上 可 逆 和 矩阵 ， 因 此 ， 命 题 获 证 . 
推论 # qar (a1,… an), E o ~p (b1,… ,bm), 则 


由 此 有 


HE 


9 BNF (am an bi, ,bm) 
g@ oF (aib abm, ,anb ,anbm). 


由 命题 5.1.6 及 其 推论 可 知 ， dim(g @ o) = dim(g) + dim(g), dim(q @ o) = 
dim(q) -dim(g), rank(q@ g) = rank(q) +rank(9), 以 及 rank(q@ o) = rank(q) -rank(g). 

命题 5.1.7 对 于 域 上 的 型 ge flo, RITE: 

(1) (交换 律 ) g@esPe@gg@esFo@gi 

(2) (结合 律 ) (180) Oo =r g@ (080); (1892) 90 ~F 48 (280); 

(3) (分 配 律 ) (180) @ o ~r (180) (080). 

命题 5.1.7 可 通过 命题 5.1.6 的 推论 而 获得 证 明 , 其 证 明 要 点 是 : 先 化 标准 形 ， 
再 分 别 计算 等 式 的 两 端 . 作为 练习 , 建议 读者 自行 验证 上 面 命题 . 命题 5.1.7 表明 : 
域 上 二 次 型 的 所 有 合同 类 对 于 运算 @ 和 @ 是 一 个 交换 半 环 . 

FE, 我 们 建立 二 次 型 理论 中 另 一 条 基本 定理 一 Witt 消去 定理 . 在 证 明 Witt 
消去 定理 之 前 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 5.1.8 Ra Wo REF LOM. 若 (0)@gsF (0) G0, WH aero. 
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证 明 i AM BIAK qA o WER, 且 n= dim(g). 由 所 设 , AF En+1 
阶 可 道 和 矩阵 
a u 
Ter 


其 中 u 和 w 都 是 已 上 1 xn Be, HS 


a v 0 0 a u\_ (00 

uT CT 0 A o7™ Cc) oB) 
比较 上 式 两 端的 对 应 矩阵 块 ， 有 vAvT = 0, VAC = 0 H CTAC = B. 从 而 (aC - 
vTu)TA(aC — vtu) = a? B. 注意 到 ， 和 矩阵 aC — oT u 和 矩阵 


a u 
(#2) 
具有 相同 的 行列 式 值 ， 于 是 ， aC —vTu 是 可 逆 和 矩阵 ， 因 此 ， ar o 证 毕 . 

定理 5.1.9(Witt) 设 % q, o M el MEF 上 的 型 . Æ qxr q, Hqaeorr 
1a, WA o~r o. 

证 明 由 命题 5.1.6, 可 直接 设 qi =q. 由 于 rank(q) + rank(o) = rank(q @ 0) = 
rank(g ® o1) = rank(9) + rank(o1), 从 而 rank(o) = rank(ol)， 同 样 ， dim(e) = 
dim(o1). 令 7 = rank(o) = rank(01), 则 有 bi, +++, br, C1, +++, cr € È, 使 得 o =r 
(b1y+++ br,0,… 0), E ar =r (c1,… ,cr,0,… ,0). 由 此 有 (0,… 0) Oq O 02 Xr 
(0,… ,0) @@q@ gs, 这 里 02 = (b1, +- ,br) 和 os = (c1,… ,cr) 都 是 下 上 的 正则 型 . 
由 引 理 5.1.8 知 ， g@@or%rq@ os. 此 时 显然 有 ， o~r o, 当 且 仅 当 eo ~ os A 
而 ， 可 进一步 设 。 和 o 是 已 上 正则 型 同 理 ， 可 设 9 也 是 正则 的 . 

H q ~r (a am), WY (a1,… ,am) @ 8 <P (ai ,am) Do 由 归纳 法 原 
理 ， 不 妨 直接 设 (4) Oo ~r (a) Oar. 

设 A 和 B 分 别 为 。 和 el WHE, Hn =dim(o). 由 所 设 有 下 上 n+1 阶 


可 逆 矩 阵 
b u 
aw cy 
Heh u flo MRP bE 1 xm 矩阵， 使 得 


(a 


比较 上 式 两 端的 对 应 矩阵 块 ， 有 vAvT = a(l — b?), vAC = -abu, H CTAC + 
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auu = B. 令 z 是 正中 一 个 待定 元 素 . 由 计算 有 (C + zvTu)TA(C + zvTu) = 
B+ alz? - (bz + 1)3uTu、 显然 ， WH 2? - (bz 十 1)? Æ F PAM 2 =e. 此 时 ， 
(C +evTu)TA(C +euTu) = B. 由 于 B ETYRE, Mi C + evu 是 可 逆 的 . 这 
表明 e =P on. 证 毕 . 


85.2 Cassels 定理 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 建立 重要 的 Cassels EH. 从 Cassels 定理 ,可 得 到 一 个 下 
界 ， 这 个 下 界 适合 所 有 强 半 正定 n 元 多 项 式 的 平方 和 表示 中 平方 项 个 数 ， 首 先 ， 
证 明 下 面 的 一 个 重要 结论 . 

命题 5.2.1(Cassels-Pfister) 设 g 是 域 下 上 的 一 个 型 ，z 是 下 上 的 超越 元 ， 
E pla) 是 Fa] 中 的 一 个 非 零 多 项 式 . 若 p(z) ER Flo) 上 能 被 表示, M plz) 在 
Fie] 上 也 能 被 9 表示 . 

证 明 AK a = (a1, ,an), 其 中 Oa, ya, € È. 若 9 在 上 是 迷 向 的 ， 
则 有 非 零 向 基 (ch … ,cn) € E", 使 得 wo 十 … anc = 0. 不 妨 设 cx + 0. 注意 到 
(2) = aag?(o) 一 ah2(o), 其 中 gfz) = (a ple) +1), hla) = ioiip(o)-D € Fla). 
于 是 有 


P(x) = al9g?(z) + azlci czh(2)]? 十 … 十 an[crlcnh(z)]2. 


此 时 ， 结 论 成 立 ， 以 下 设 q E F EERE. 
由 所 给 的 条 件 ， 可 以 得 到 如 下 等 式 : 


其 中 fi(z) € Flz], i=0, 1, ---, n; E folz) £0. 

此 外 ， 我 们 还 可 以 进一步 假定 : 在 上 面 所 选取 的 等 式 中 ， fo(z) 的 次 数 deg fo 
不 可 能 更 小 ， 我 们 只 需要 证 明 deg fo = 0. 

假若 deg fo > 0, 则 由 多 项 式 的 带 余 除法 有 


filz) = gifo + ri i=1,.…,n, 


其 中 gi(x), ri(z) € Fle], ri(z) = 0 或 者 degri(z) < deg fo, i=1,---,n. 

令 B(Xo, Xis , Xni Yo, Yi, +++ , Ya) = —p(z)Xo¥o +a. XM +--+ anXnYn 是 
Fla] 上 的 一 个 双 线性 型 . 由 上 面 等 式 ， 有 B(fo,… , fn; fo,… fn) =0. 

记 go=1, Bi = B(go,… ,gn;go,… ,gn), B2 = B(fo,… ,fn;go,… sgn), BS 
hi = Bifi—2B2gs,i=0,1,.…,n, 则 
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B(ho, +++ , hn; ho, +++ , hn) 
= —4B1B2B(fo, -+> ,fn;go,.… ,gn) +4B3B(g0,°-* ,gn; go,.** ,gn) 
= -4B,B? + 4B,B3 =0, 
此 即 
—p(x)h3 + aih? +--+ anh? =0. (x) 
此 外 ， 我 们 有 
foho = Biff — 2Bafo 


= (-n +> oat) -2 (-nere 十 Easa) fo 
i=l 


i=l 


=p(z)fĝ + Lalo — 2fofigi) 
= Dan + > ai( {302 — 2fofig) 
= È ai(fi — gi fo)? 


由 于 ri(z), +++, rn(z) 不 全 为 0, 从 而 可 设 m 为 其 中 非 零 多 项 式 的 最 大 次 数 ， 再 设 
mi(z) 的 四 次 项 zm 系数 为 bi, i= 1, soy m Ml bi, ++ bn 不 全 为 0. HF q Æ F E 


是 反 迷 向 的 ， 从 而 Do 的 2m 次 项 系数 为 中 非 零 元 Sate 于 是 foho #0, 
i= 


IHL deg fo + deg hy = 2m. 由 于 m < deg fo, 从 而 deg ho < deg fo 
然而 ， 由 上 面 等 式 (*) 有 


p(z) = al (zy +e tan (y. 


这 与 fo 的 取 法 矛盾 ， 因 此 ， deg fo = 0. 证 毕 . 

根据 命题 5.2.1, 在 定理 4.2.4 的 推论 2 和 定理 4.4.5 的 推论 2 中 ,措辞 “单元 有 
理 函 数 ” 都 可 改进 为 “单元 多 项 式 ". 此 外 ， 由 命题 5.2.1, 容易 建立 如 下 称 作 “ 代 换 
原理 ”的 结果 . 

推论 设 9 是 域 忆 上 的 一 个 型 ， zi, …，zm 是 域 bm PRET, A 
p(z1…,zm) 是 Flz1,… Em] 中 的 一 个 非 零 多 项 式 . 若 多 项 式 plt ,zm) TER 
耻 (z1,… Em) 上 能 被 9 表示 ， 则 对 于 任意 bi, …, bm E F, EF plor- ,bm) 在 下 
上 也 能 被 9 表示 ， 只 要 pli- ,bm) #0. 
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证 明 不 妨 设 g = (a1,… ,an). 由 命题 5.2.1 有 
P(@1,*** Em) = f? (21, 12m) +++ + anfa(T 12m), 


其 中 fili, Em) e F(21, ,Em-1)[Em], i= 1, +++, n. 
用 zm = bm 代入 上 式 ， 可 得 到 


DryZm_Dbbm) = ar f? (T1, ,Em-1,bm) +-+ + an f2(T1, +> ,Em-1,bm). 


RRA: Fler ,zm-1] 中 多 项 式 p(T1,… ,zm-1,bm) 在 F(z1,… ,zm-1) 上 能 
ho 表示 .借助 于 归纳 法 ， 即 可 完成 证 明 . 

应 用 上 面 的 结果 ， 我 们 还 可 证 明 如 下 的 命题 . 

命题 5.2.2 设 g = (a, ,an) 是 域 下 上 的 一 个 反 迷 向 型 ，n > 2, H o= 
(a2,… Qn), 则 对 于 dE È, dE Dp(o), “ALY d+aiz? € Dg(z)(9), 其 中 z 是 下 
上 的 未 定 元 . 

证 明 ik de Dr(o). 由 命题 5.1.2 8, o~r (d) o, 此 处 ol 是 已 上 的 一 个 
n 一 2 维 型 . 于 是 ，g sF (d,a1) Bor, 从 而 d+alz2 € Dr(z)((d,a1) ® 01) = DF(z)(9). 

反 过 来 ， 设 4+ aliz2 € Drala). 由 命题 5.2.1 有 


d+az2 =a f?(1) +--+ an fala), 


其 中 file), ++, fa(z) € Fie]. 

Hm Fe fil), +++, fala) 中 的 非 零 多 项 式 的 最 高 次 数 . 由 于 q 在 下 上 是 反 迷 
向 的 ， 从 而 由 命题 5.2.1 的 证 明 中 最 后 部 分 ， 类 似 地 可 证 明 上 面 等 式 右 端 的 多 项 式 
的 次 数 为 2m. 于 是 2m = 2, 即 m = 1. 从 而 可 记 f(z) = az + b, 其 中 a,be F. > 
c=b(1-a)', Ha #1; Ke=-W(1 +a), Ha=1. X, filc) =act+b= +e. 
将 z=e 代入 上 面 恒等式 WA 


d+ayc? = a;(+c)? + LRO. 


i=2 


Wk, d= 六 及 Co) € Dr(o). WE. 


i=2 
推论 设 下 是 一 个 域 , 使 得 -1 不 是 下 中 一 1 个 元 素 的 平方 和 ，z 是 上 
的 一 个 未 定 元 . 车 de 户 , 且 d+z? 是 F(z) Pr FERPA, 则 d 是 下 中 
nn 一 1 个 元 素 的 平方 和 . 
证 明 按 所 设 ，? 维 型 g = (1,1,… ,1) 在 下 上 是 反 迷 向 的 . 由 于 d+ 
DF(z)(9), 从 而 由 命题 5.2.2, 可 知 d 在 上 能 被 n 一 1 维 型 (1,… ,1) 表示 . 证 毕 . 
从 上 面 的 推论 ， 我 们 容易 证 明 以 下 的 定理 . 
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定理 5.2.3(Cassels) 设 下 是 一 个 域 , 使 得 -1 不 是 下 中 一 1 个 元 素 的 平方 
A, 且 x1,…, zn 都 是 已 上 的 未 定 元 . FE l+ Hra 不 可 能 是 域 F(z1,… ,zn) 
Hn 个 元 素 的 平方 和 . 

证 明 只 需 用 归纳 法 证 明 : 当 1 <k<nBt, l+apt--+0% APRS 
F(z1,… ,Zk) 中 大 个 元 素 的 平方 和 . 

BR, lta? 不 是 F(z1) 中 一 个 元 素 的 平方 , 即 结论 在 n= 1 时 成 立 . 今 假定 
l+a?t- -tr a PÆ F(z, ,zk-1) 中 一 1 个 元 素 的 平方 ,其 中 1 <k- <n. 
由 于 -1 不 是 下 中 n 一 1 个 元 素 的 平 广 和， 从 而 由 命题 5.2.1 的 推论 知 ， -1 也 不 
是 F(z1,… ,zk-1) 中 一 1 个 元 素 的 平方 和 ， 当 然 更 不 是 上 一 1 个 元 素 的 平方 和 . 
由 上 面 推论 的 逆 否 形式 ， 1 十 29 t+ tak 不 是 F(z1,… ,zk) 中 大 个 元 素 的 平方 
A. 至此， 归纳 法 即 告 完成 . 

由 于 任何 一 个 实 域 都 满足 定理 5.2.3 的 条 件 ， 从 而 我 们 立即 得 到 

推论 1 g FEARR, M 1+? + +r 不 可 能 是 域 F(z1,… ,zn) 中 
nn 个 元 素 的 平方 和 . 

推论 2 设 (F, T) 是 一 个 亚 序 域 , 则 1+z? 十 … 十 z3 不 可 能 表 成 如 下 形式 : 


1+23+.+22=tf?+.…+tnf2, 


其 中 ti €T, fi € F(£1, ,rn), i= 1,.…,n. 

证 明 假若 1+z?+… 十 22 可 表 为 如 上 形式 . KR (FT) 的 一 个 实 闭 包 ， 
Wt ER2,i=1,.…,n. FRE L+ ap +--+ +02 是 域 R(z1,… ,zn) 中 站 个 元 未 的 
平方 和 ， 与 上 面 的 推论 矛盾 . 证 毕 . 

上 面 推论 2 表明 : 对 于 亚 序 域 (F,T) 上 的 所 有 强 半 正定 n 元 多 项 式 ， 它 们 的 
(系数 属于 了 的 ) 平方 和 表示 中 平方 项 个 数 以 n+1 为 一 个 下 界 . 

定理 5.2.4 设 g 和 6 = (bi ,bm) 都 是 域 下 上 反 迷 向 的 二 次 型 ， 则 下 面倒 
述 等 价 : 

(1) 对 于 上 某 个 型 o, q =P 080; 

(2) 对 于 FF 的 任意 扩张 K, Dk(e) € Dx(q); 

(3) 在 有 理 函 数 域 F(z1,… ,zm) E, HP zl …, zm BP Em PRET, 
biz? 十 … 十 bmz% 可 被 9 表示 . 

证 明 蕴含 关系 “(1) 一 (2) 一 (3)” 是 显然 的 . 下 面 用 归纳 法 证 明 蕴含 
“(3) = (1)”: 由 命题 5.2.1 的 推论 知 ， 通 过 代 换 zl = 1, zz = … = zm = 0, 
b 可 被 4 表示 . 由 此 有 q ar (On, 其 中 9 是 反 迷 向 的 . 于 是 由 所 设 ， 
biz? + (b223 十 … + bmth) TER F(z2,… ,zm)(T1) 上 可 被 (b1) @ qr 表示 . 根据 
命题 5.2.2, baa} 十 … 十 bmz 和 % 在 下 (Zz2，,… tm) 上 可 被 9 表示 . 由 归纳 假定 ， 有 下 
ERAN o, 使 得 qi ~r (b2,… ,bm) Oo. 因而 ， 9 sPF oe@o. 证 毕 . 
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§5.3 Pfister 型 


在 本 节 ， 我 们 考虑 一 类 特殊 的 二 次 型 — Pfister X. Pfister 型 具有 引 人 注 目 
的 重要 性 质 ， 从 而 这 种 型 在 二 次 型 理论 中 占有 重要 的 地 位 。 A. Pfister 对 这 种 型 作 
了 专门 的 研究 ， 并 且 获 得 许多 有 趣 的 和 有 应 用 价值 的 结果 . 

定义 5.3.1 Ka,---,an€F. F ERA (1,01) @…@(1,an) RIER F LAY 
—+ n E Phister 型 ， 为 论述 方便 计 ， 我 们 约定 ， 五 上 的 0 重 Pfister 型 为 (1). 

由 定义 5.3.1 Hl, 2” 维 型 (1,1,… ,1) = (1,1)@…@(1,1) 是 上 的 一 个 n 重 
Pfister 型 显然， 一 个 n E Pfister 型 是 个 2" 维 正则 型 . 此 外 ， 由 张 量 积 的 定义 ， 
每 个 n(> 0) E Pfister 型 9 都 可 写作 q = (1) @ 6 这 里 o 是 个 2? — 1 维 正则 型 . 

在 讨论 Pfister 型 之 前 , 为 书写 的 方便 , 有 必要 再 引进 一 个 记号 . 设 9 Rt F E 
的 一 个 型 ，c € F. 现 规定 cg = (c)@q. 当 g= (a1,… ,an) 时 ，cq = (car, , can). 

定理 5.3.1 设 4 ER F 上 的 一 个 n 重 Pfister 型 ， 则 对 于 de Dr(q), 有 
qr dq. 

证 明 对 n 施用 归纳 法 . “n=O, q= (1). 此 时 d= e, cet Ae 
dq = (c) =p (1) = q, PERTE n = 0 时 成 立 . 

今 设 定理 对 于 n 一 1 重 Pfister ARE. MERR n 重 Pfister 型 4， 此 时 ， 
q@=@ (1,0), ÈRE aE È, q 是 严 上 的 一 个 nn-1 重 Pfister 型 . 设 de Dr(q). 由 于 
49=q8@((1)@ <a >) =F qı Daq, AT dE Dr(qgieag). FEA b, ce Dr(qi)U{0}, 
ER d=b+ac. 现在 分 三 种 情形 讨论 : 

(le = 0. 此 时 d =b E Dela). 由 归纳 假定 有 dq = (d) @ (qi @ (1,a)) ~r 
((d) 841) ® (1,a) =F qı @ (1,a) = q. 

(2)b = 0. 此 时 d = ac， 按 归纳 假定 ， 有 da = (la) 8 (c)) @ (qi 8 (La)) ~F 
cq ® (a, a”) ~r qı Q (1,a) = q. 

(3)b 与 都 不 为 零 . 此 时 de DF((b,ac)). HERRE, Aa yr a Gag Xr 
bq @ acql ~r qı @ (b,ac)， 据 命题 5.1.5, (b,ac) ~r (d,abed). MMA q ~r gl 8 
(d, abcd) ~r dq, © dabcqı ~r dq, ® daq, ~F d(qı ® (1, a)) = dg. 

因此 ， 在 任何 情况 下 ， 定 理 都 成 立 . 

推论 ia AR PLA Pfister 型, 则 Dr(q) 对 于 下 的 乘法 构成 一 个 群 . 

证 明 显然 ，1 € Dp(q). 由 于 DF(9) 中 元 素 的 道 仍 属于 De(9), 因此 只 须 证 
明 Dr(a) 关于 五 的 乘法 是 封闭 的 . 注意 到 , 对 于 FF 上 的 任意 一 个 型 o 以 及 ce F, 
总 有 Dr(co) = cDF(o). 这 样 ， 对 于 每 个 de Dr(a), dDr(q) = Dr(dg) = Dr(a). 
因而 ， 推 论 成 立 . 

定理 5.3.2 kg = (1) Oo 是 域 下 上 的 一 个 n 重 Pfister 型 ，n > 0. 若 
b € Dr(o), W q =r (1,6) 90, Kab o 是 下 上 的 一 个 n 一 1 重 Pfister 型 . 
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证 明 对 使 用 归纳 法 . 当 n=1 时 ，g = (l,a). 从 而 o。= (a). Æ be Dr(o), 
则 5= ac, 其 中 ce È. 此 时 ，g = (l,a) ~r (Lac?) = (1,6). 从 而 ,定理 在 n=1 
时 成 立 . 

今 设 定理 对 每 个 n 一 1 重 Pfister 型 成 立 . 设 9 是 一 个 n E Pfister 型 ， 则 
gq = 78 (l,a), 这 里 gq 是 下 上 的 一 个 n 一 1 重 Pfister 型 . $ a = (1) Gar, W 
q =r (1) @ o Saq. 由 Witt 消去 定理 有 ， o ~r o Sam. 设 be Drle), W 
b = bı +ac, 其 中 bi € Dr(or) U {0}, ce DF(q1)U{0}. 同样 , 分 三 种 情况 来 讨论 : 

(Ic = 0. 此 时 b= hb € DF(@1). 由 归纳 假定 , 存在 忆 上 的 一 个 m 一 2 E Pfister 
AI qz, 使 得 qı ~r (1,6) @ a2. ATT q ~r ((1,b) 8 92) © (1, a) =r (1,5) @ (92 8 (1,0)). 

(2)b = 0. 此 时 b= ac. 由 定理 5.3.1, bq: = a(cm) ran. 从 而 4 = q1 Gan SF 
和 四 bg ~r (1,b) On. 

(3)b 与 c 全 不 为 0. HAT, be DF((b1,ac)). HEARE, q ~r (1,b1)801, 其 
中 ol 是 玉 上 的 一 个 一 2 重 Pfister 型 . 由 情况 (2) 的 证 明 可 见 ，gq xr (1,ac) 8q. 
Mii q ~r (1,ac) Q (1,b1) @ o1 =F (1,b1, ac, abyc) @o1. 由 命题 5.1.5, 有 (bi,ac) SF 
(b, babyc). 于 是 ，(1, bi, ac,abic) ~r (1,b, babic, abic) ~r (1,b) @ (1,abic). 从 而 得 到 
q =r (1,b) ® ((1,abıc) ® 01). 

综 上 所 述 ， 定 理 获 证 . 

现在 ， 我 们 给 出 一 个 将 要 应 用 的 重要 结果 ， 这 个 结果 与 用 Pfister 型 表示 域 中 
元 素 的 平方 和 有 关 . 

定理 5.3.3 RF EHA n E Pfister 型 都 能 表示 F 中 任意 两 个 元 素 的 非 
零 平 方 和 ， 则 对 于 任意 自然 数 m, F 上 的 每 个 nn 重 Pfister 型 能 表示 FF 中 任何 mm 个 
元 素 的 非 零 平方 和 . 

证 明 当 n=0 时， 定理 显然 成 立 ， 以 下 设 n>0, 并 且 对 m 使 用 归纳 法 . 

设 g= (1)@e 是 上 的 一 个 n 重 Pfister 型 . 对 于 任意 ce 天, 由 定理 的 条 件 有 
= +0? E Dr(q). 从 而 定理 在 mm = 1 时 成 立 . 假定 定理 在 mm = 上 时 成 立 . SiR 
c=a+ 摊 且 c 头 0, 其 中 a 是 FF 中 此 个 元 素 的 非 零 平方 和 ，be PF. 我 们 将 证 明 : 
ce Dr(a). 如 果 9 是 迷 向 的 ， 则 由 命题 5.1.3(2), 立即 有 ce Dr(a). 因此 ,不 妨 设 4 
是 反 迷 向 的 . 由 归纳 假定 ae De(9g). Mili a = e? +d, HH ece F, de Drle) u {0}. 
当 d=OR, HERR, MA cH=e? +0? E Dp(q). 今 设 d 关 0. 此 时 ， 由 定理 
5.3.2, q =r (1,d) @ qu 其 中 qi 是 FF 上 一 个 n 一 1 重 Pfister 型 .这样 ,我们 有 


q@-cq ~r (1, —c) 8q ~F (1,-c) @(1,d) On 
wp (1, —c, d, —cd) ® qı 
SP ((—c, d) 8 q1) © ((1, —cd) @ q1). 


a= (1) 00, WA 
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q® —cq ~r (—c,d) ® (c,d) ® 21 © (1, —cd) 8 q1- 


HERA, e? +b < DF((1, 一 cd) @q1) U {0}. 从 而 有 u E F”, RB e+ = 
((1, ~ed) ® q1)(u). 12 o := (—c, d) @ (~c, d) ® o1 ® (1, —cd) 8 qı, 而 = (0,0,--- ,0) 
是 向 量 空间 F- 中 的 零 向 量 . 于 是 ， 对 于 F2"” 中 非 零 向 量 上 = (1,1,0,u), 有 
o(f)=-c+d+e+=0. 因而 o 是 迷 向 的 ， 从 而 g@ -cg 也 是 迷 向 的 . 于 是 有 
非 零 向 基 (a, 6) e F” x F?", 使 得 g(a) — cal) =0, 即 cal) = g(a). 若 q(6)=0， 
则 g(a) = 0. 由 于 g 是 反 迷 向 的 ， 从 而 a = 8 = 0, 但 这 与 (a,b) 40 矛盾 .因此 
a(b) #0. 再 由 定理 5.3.1 的 推论 ，c = q(a)q(B)-!1 € Dr(a). 至 此 定理 获 证 . 

现在 ， 我 们 通过 上 面 关 于 Pfister 型 的 结果 ， 针 对 非 实 域 研究 -1 的 平方 和 表 
示 中 所 和 需 的 平方 项 个 数 . 

定义 5.3.2 i FEDR. 若 -1 不 能 表 为 下 中 元 素 的 平方 和 , Mid (F) = 
00; 若 -1 能 表 为 F 中 元 素 的 平方 和 ， 则 规定 LUF) 是 -1 的 平方 和 表示 中 平方 项 
的 最 小 个 数 ， 同时 ， 称 CUP) 为 域 F 的 层 . 

显然 ， 域 已 是 一 个 实 域 ， 当 上 且 仅 当 L(F) = 00. 此 外 ， 对 于 域 的 任意 一 个 扩 
3K K, H UK) < UF). 为 书写 方便 起 见 ， 对 于 任意 自然 数 以 及 域 HERR o, 

ný 

BLE: nxo=209 -0e 

定理 5.3.4(Pfister) 对 于 任意 域 已 &(F) = oo 或 者 L(F) = 2", 其 中 m 是 一 
个 非 负 整数 . 


证 明 不 妨 设 4(F) = 5, 其 中 s 是 一 个 正 整数 ， 选 取 非 负 整数 m, 使 得 2m < 
5< 2ml, & q= 2m+ x (1) H F E 2m+ E Pfister X, WA 


q= (1) @ (2+ — 1) x (1). 
注意 到 ，s < 2"+1 一 1. 从 而 由 条 件 知 ，-1e Dp(sx(1)) C Dr((2™*!-1)x(1)). 

由 定理 5.3.2 知 ， 4 sF (1,1) @ q, 其 中 q 是 上 一 个 2m 重 Phister 型 . 令 
@ = (m, azm), 则 g ~r (a1, 一 Q1) © +++ (azm, aom). 再 根据 命题 5.1.3 的 推 
论 ， 有 

q ~r 2™ x (1) 2M x (-1). 
由 Witt 消去 定理 有 

2m x (1) = 2m x (—1). 


根据 命题 5.1.2, -1e Dp(2™ x (1)). 由 4(F) 的 定义 可 知 ，s = 2m. 证 毕 . 
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§5.4 Pfister 定理 


在 本 节 中 , 我 们 将 建立 重要 的 Pfister 定理 , 这 个 定理 是 A. Pfister 在 1967 年 得 
到 的 .对 于 实 闭 域 上 所 有 半 正 定 多 项 式 的 平方 和 表示 ， Pfister 定理 给 出 了 它们 的 
平方 项 个 数 的 一 个 上 界 . 为 建立 Pfister 定理 , 我 们 还 需要 域 论 中 一 个 重要 的 定理 ， 
这 个 定理 是 由 我 国 代数 学 家 曾 炯 之 (C. C. Tsen) 在 1936 年 首次 获得 的 .其 后 ， S. 
Lang 在 1951 年 再 次 发 现 这 一 结果 .为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 给 出 一 些 预备 知识 . 

首先 ， 我 们 需要 代数 几何 中 最 基本 的 一 条 定理 一 -Hilbert 零点 定理 ， 这 条 定 
理 已 有 一 百 多 年 的 历史 . 

命题 5.4.1(Hilbert 零点 定理 ) RF 是 任意 域 ， 2 是 它 的 代数 闭 包 ， fo 
ty fry 9 © Flz1,… tn]. 若 对 于 任何 (a1,… ,an) € 2", 只 要 filar, an) = 
= felan ,an) = 0, 总 有 g(a1,… ,an) = 0, 则 对 于 某 个 自然 数 上 有 g € 
Td(fiy+++ fr), 此 处 Id( 甩 ,… y fr) 是 多 项 式 环 Fler ,zn] 中 由 fi, fe 生成 
的 理想 . 


引 理 5.4.2 设 已 是 一 个 代数 闭 域 ， 及, …, fr 是 多 项 式 环 Fz1,… ,zn] 中 


的 齐 次 多 项 式 . 若 mn >r, 则 方程 组 f=- = fr = 0 F PRISM, MAF 
(0,… ,0) 的 解 . 
证 明 用 反 证 法 . 假设 方程 组 户 = … = fp = 0 只 有 零 解 (0,… ,0). 由 命题 


5.4.1, 对 于 每 个 i = 1,…, n, 存在 一 个 自然 数 ki, 使 得 有 zk e dfi, fr). 取 
k = max{ki |i = 1, +++, n}, BRA zt € Id( 有 1,… fe) i=1,…,n. 从 而 有 


af = gafit + girfa i=1,.,n, (x) 


其 中 gij € Fz an], i=1,---, n j=l, o r 

比较 上 式 两 边 的 大 次 部 分 , 从 而 可 假定 诸多 项 式 gi 都 是 齐 次 的 . 于 是 当 gij #0 
时 ， 其 次 数 deg gi; < k. 

据 此 ， 可 以 断言 : 每 个 单项 式 都 可 以 在 域 K := Ffi fr) 上 由 次 数 不 超过 
n(k—1) +1 的 项 ( 即 系数 为 1 的 单项 式 ) 线性 表示 .事实 上 ， 对 于 每 个 元 单项 式 
M,M=cM, 其 中 为 M 的 系数 ， Ma 是 系数 为 1 的 单项 式 . 从 而 ， 我 们 可 以 选 
取 如 下 的 表达 式 


M=hGi+---+hsGs, (xx) 
其 中 hj € K, G; 是 系数 为 1 的 单项 式 ， 了 = 1,… ,s, 同时 使 得 上 式 中 每 个 G; 的 


次 数 都 尽 可 能 小 ， 此 时 可 断定 deg G; <n(k—1)+1,j=1,---, s. 事实 上 ， 如 若 不 
然 ， 则 不 妨 设 deg G1 > n(k 一 1) + 1. 于 是 对 某 个 me {1,…,n}, 有 Gi = zhGo， 
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其 中 Go 是 一 个 系数 为 1 的 单项 式 ， 从 而 由 等 式 (*) 和 (xx) 有 
M =h(gmfit+.+gmrfr)Go+h2G2+:**+hsGs 
= (fihi )(gm1Go) + +++ + (frhi)(gmrGo) + h2G2 + +++ + hrGr, 


其 中 万 各 € K,j = 1,…,7. 此 时 ， deg(gmjGo) < degGi, j = 1, +++, r. 展开 
H gmjGo, 我 们 将 得 到 一 个 形 如 (tr*) 的 表达 式 ， 其 中 单项 式 的 次 数 更 低 ， 这 与 等 式 
(xx) 的 取 法 相 矛 盾 . 

这 样 ，K[z1,… ,zn] 作为 K 上 的 向 量 空间 是 有 限 维 的 ， 从 而 z1, …, zn 都 是 
K 上 的 代数 元 ， 注 意 到 F(z1,… ,zn) = 天 (zl ,zn), 从 而 ， 下 (Z1,… ,zn) 关于 
下 的 超越 次 数 和 天 关于 F 的 超越 次 数 相等 显然， 天 关于 下 的 超越 次 数 不 超 过 
r. 从 而 ， F(z1,… ,zn) 关于 下 的 超越 次 数 不 超 过 7 FR. 引 理 获 证 . 

现在 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 5.4.1 设 i 是 个 非 负 实 数 . 一 个 域 下 称 为 一 个 Ci- 域 ,如 果 对 于 任何 自 
然 数 d, 每 个 EKEK d, 而 未 定 元 个 数 多 于 di 的 齐 次 多 项 式 在 F PHISH 
零点 . 

由 引 理 5.4.2 知 ， 任 何 代数 闭 域 都 是 Co- 域 . 实际 上 ， 我 们 有 如 下 的 命题 . 

命题 5.4.3 一 个 域 下 为 Co- 域 ， 当 且 仅 当下 是 代数 闭 域 . 

证 明 只 须 证 明 必要 性 . 设 下 是 一 个 Co- 域 , A f(z) = ritari +a 
为 上 任意 多 项 式 ， 其 中 d > 1. 由 于 2 > 1 = d, 从 而 齐 次 多 项 式 g(z,y) = 
at +ayatty +--+ aay? E F PRENSA (b,c). 此 时 应 有 #0 (否则 ， 有 
6 =0). 从 而 f(z) = 0 Ze F PAR b. 这 表明 域 F 是 代数 闭 域 .证 毕 . 

定义 5.4.2 设 i 是 一 个 非 负 整数 , MP 上 一 个 次 数 4 大 于 1 的 齐 次 多 项 式 
称 作 是 F 上 的 一 个 i 级 范式 , 如 果 它 含有 di 个 未 定 元 ， 而 且 这 个 齐 次 式 只 有 浅显 
零点 (0,… ,0). 

设 刁 是 任意 域 ， 则 对 于 任意 自然 数 4 > 1, zs 都 是 下 上 的 0 级 范式 . 

引 理 5.4.4 设 域 下 上 有 一 个 i 级 范式 则 域 F(t) 上 有 一 个 i+1 级 范式 ， 这 
里 上 是 玉 上 的 未 定 元 . 

证 明 设 N(z1,… ,za) 是 已 上 一 个 次 数 为 4 的 i 级 范式 . 现 证 明 : 下 面 的 多 
项 式 


Ny = N(zi ,Ta) + N(wataiy ,Toa)t+ :+ N(T(a-Daity t y Taira)! 
是 F(t) 上 的 一 个 ?+ 1 级 范式 . 
首先 ， Ni 是 次 数 为 d, 且 含 PH 个 未 定 元 的 F(t) 上 齐 次 式 ， 其次， 假若 M 


在 F(t) 中 有 一 个 非 浅显 零点 (ua uan). 由 于 Ni 是 齐 次 的 ， 从 而 可 进一步 假 
FE uy € Fit}, j=1,---, dH, 上 且 并 非 每 个 uj 都 能 被 整除 . 令 上 是 1,…, dit! 中 


§5.4 Pfister 定理 137 


最 小 足 标 , 使 得 wk 不 能 被 + 整除 , Hit sd +1 < k< (s+1)di, 其 中 0<s<d-l. 
由 于 N 是 4 次 齐 次 式 ， 且 上 整除 ,了 = 1,…, sd, 从 而 有 


Nu yaud]) 二 十 NucDar > s Usai)t®™!} = 0 (mod t4). 
此 外 ， 显 然 有 
N(u(stDatl as+adi)bat 十 十 Nud-Ddt yaudtijtdl = 0 (mod t+). 
由 于 M(u, uan) =0 A d>s+1, ATA 
N(usat4is*** 5 U(s41)as)t* = 0 (modte+l). 
FRA 
N(usdi41 ,Us+1)d') = 0 (modt). 


因而 有 N(asa+b agota) = 0, 其 中 aj = uj(0) € F, j = sd +1, +, 
(s+1)d'. 注意 到 ak = ux (0) #0, 从 而 范式 N 在 已 中 有 非 浅 显 零点 ,矛盾 . 因此 ， 
Ni 是 F(t) 上 的 一 个 i+1 级 范式 . 证 毕 . 

若 N(z1,… ,za) 是 域 上 的 一 个 次 数 为 d 的 i 级 范式 ， 则 容易 验证 


N(N (21, Eai), N(Taity Tod) IN(za_dH p Taai) 


是 刁 上 一 个 次 数 为 P i RHR. 由 于 d > 1, 从 而 d >d 如 此 进行 下 去 ， 我 们 
可 得 到 FR 上 一 个 具有 充分 大 次 数 的 i 级 范式 .此 一 事实 将 在 下 面 得 到 重要 应 用 . 

引 理 5.4.5 设 下 是 一 个 Ci- 域 , 且 上 有 一 个 i 级 范式 . MUA fr 
EÈ F Er PRAA d BERET z1,…, zn 的 齐 次 多 项 式 . 若 n > rdi, 则 方程 组 
户 =…= 访 =0 在 已 中 有 非 零 解 . 

证 明 先 考虑 i = 0 的 情形 . 由 命题 5.4.3 知 ， FF 是 代数 闭 域 .由 条 件 有 
n>rd =r. 从 而 由 引 理 5.4.2 即 得 结论 ， 以 下 设 i > 0. 

注意 到 nrd > 0. 由 前 面 的 事实 ， 玉 上 有 一 个 次 数 充 分 大 的 i 级 范式 N, 其 次 


数 e 满 足 ei> a +r. Bi eb =rst+t,0<t<r. FRA rs+r>rst+t=ei> 
r? T bane Saas N 
icra +r, A s> aor 从 而 可 得 ns > rsd‘ + rd > rsd‘ +tdi = eidi = (ed)i. 


由 于 N 中 未 定 元 个 数 e 满足 ef = rs 二 t > rs, 从 而 可 构造 F 上 的 如 下 齐 次 式 


H = Nf ,fr, fi(En41, > Ean), ,万 (zn+ ,7Z2n) 5 
Fi@e-ayngas tt Esn), ee ,fr (Tenant > Esn) 0, +++ ,0). 


显然 ， 互 的 次 数 是 ed, 且 含 有 ns 个 未 定 元 . 由 于 下 是 一 个 Ci- 域 , H ns > (ed)', 
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从 而 五 在 下 中 有 一 个 非 浅显 零点 (a1,… ,asn). HN 是 一 个 范式 ， 从 而 有 
万 (ak-Dn+l sakn) =0,7=1,.…, 7;k=1,...,s. 


这 表明 : 方程 组 fi =… = 所 =0 在 F 中 有 和 解 (Qkin sakn), k= 1, +, 8. 
显然 ， 这 些 解 中 至 少 有 一 个 是 非 零 解 .证 毕 . 

引 理 5.4.6 设 下 是 一 个 Ci- 域 , BF 上 有 一 个 i 级 范式 , 则 F(t) 是 一 个 
Ci+l- W, HP tÈ F EM ART. 

证 明 设 f(z1,… ,zn) 是 域 F(t) 上 的 一 个 次 数 为 4 的 齐 次 多 项 式 , 其 中 n> 
dH, 我 们 要 证 明 ， 齐 次 方程 f = 0 在 F(t) 中 有 非 零 解 . 

BARE, TRE f 的 系数 都 是 FES tweak, AS "是 /关于 t 的 次 
数 . 由 于 lim i < 从 而 有 充分 大 的 自然 数 s, 使 得 re tee 
此 时 有 m(s+1) > (sd+r+1)d. 4 zj = Tjo + tjit +t tjt’, j=l, n. 其 
中 zk(1<j<n,0<k<s) 是 n(s+1) 个 互 不 相同 的 未 定 元 从 而 有 


jc En) = fot fat +--+ foarrtrdtr, 


其 中 fo,…, foatr Æ F EE n(s +1) 个 未 定 元 zjk 且 次 数 为 4 的 齐 次 多 项 式 . 
由 引 理 5.4.5 Bl, f0, …, fedir 在 已 中 有 一 个 非 零 的 公共 零点 


(alo，，… ,als，… ,an0，… ,anas)、 


于 是 f=0 在 F(t) 中 有 非 零 解 (ua un), HP uy = ajo+ant+… 十 Qjst’, j= 1, 
…,n. 证 毕 . 

现在 ， 可 以 证 明 下 面 的 重要 结果 . 

定理 5.4.7( 曾 炯 之 -Lang) 设 下 是 个 代数 闭 域 ，z1,…, zn EP LORE 
元 ， 则 F(z1,… ,zn) 是 一 个 Cn- 域 ， 并 且 它 有 一 个 n 级 范式 . 

证 明 对 n 用 归纳 法 . 由 命题 5.4.3 以 及 前 面 的 讨论 ， 下 是 一 个 Co- 域 , 而 且 
下 有 一 个 0 级 范式 . 故 定理 在 n= 0 时 成 立 . 今 设 n>1, 且 定理 对 n 一 1 成 立 . 由 
引 理 5.4.6 和 5.4.4 知 ， 下 (z1,… ,zn-1,zn) 是 一 个 Cn- 域 ， 并 且 它 有 一 个 n 级 范 
式 . 证 毕 . 

由 上 面 的 曾 炯 之 -Lang 定理 ， 我 们 立即 可 以 得 到 一 个 有 用 的 结果 . 

推论 设 己 是 代数 闭 域 ， 则 F(z1,… ,zn) 上 每 个 维 数 大 于 2" 的 正则 型 都 是 
迷 向 的 . 

HE, 我们 可 以 用 上 面 推论 来 证 明 Pfister 所 得 到 的 如 下 结果 . 

定理 5.4.8(Pfister) i REDRAR, 则 有 理 函 数 域 R(z1,… ,zn) 中 任意 多 
个 元 素 的 平方 和 都 可 表 为 2" 个 元 素 的 平方 和 . 


95.5 半 序 139 


证 明 记 下 := R(z1,… ,zn). 由 定理 5.2.3, 只 须 证 明 F ELA n E Pfister 型 
能 够 表示 F 中 任意 两 个 元 素 的 非 零 平方 和 . Mili n E Pfister 型 2* x (1) 可 表示 F 
中 任意 多 个 元 素 的 非 零 平方 和 . 这样 ， 定 理 获 得 证 明 . 

设 g 是 下 上 的 一 个 n 重 Pfister Æ, Hb = b? +03 40, HEF bi, bn € F. 不 失 一 
般 性 ， 可 设 bo 关 0. Ha 在 下 上 是 迷 向 的 ， 则 由 命题 5.1.3(2), be Dr(a). 以 下 设 9 
E F LRA. $ = RVI), WO 是 代数 闭 域 . 再 令 K = f(z1,… En). 
易 知 K = F(n), EP n =b +b V-T. 

下 面 将 证 明 q 在 K 上 是 泛 的 ， 即 Dk(q) = K. 由 命题 5.1.3(2), TU q E K 
上 是 反 迷 向 的 . Bede K. 由 上 面 的 推论 ， 型 4@ (-d) 在 K 上 是 迷 向 的 ， 从 而 ， 
对 某 个 非 零 向 基 (aa) € K” x K, 有 g(a) -da? = 0. Ha = 0, MN a 必 为 天 2 
中 的 非 零 向 基 ， 且 g(a) = 0. 从 而 4 在 K 上 是 迷 向 的 ， 矛 盾 . 因此 a 4 0, 从 而 
d=a-?q(a) = q(a~1a) E€ Dx(q). 这 表明 q 在 K 上 是 泛 的 . 

于 是 , 对 于 某 个 非 零 向 量 6e K”, n= 4(8). 记 lE, g) 为 型 9 所 对 应 的 双 线 性 
函数 , HORT PEERE 2, g € K", (2,9) = Glole+9)—a(e—a)). Lid B= wt me, SEH 
u,v € F". 从 而 有 7 = g(u+m) = q(u)+2nq(u,v)+n?q(v). 注意 到 一 2b1n++b = 0. 
FE n = [g(w) — bq(v)] + 2[g(u,v) + big(v))n. 由 于 1, n ER F 上 是 线性 无 关 的 ， 
从 而 alu) — balv) = 0, 即 q(w) = balv). 若 g(v) =0, 则 g(w) =0. XA q € F E&E 
反 迷 向 的 ， 从 而 4 =wv=0. 于 是 8 = 0, 矛盾 . 因此 glv) #0. 再 由 定理 5.3.1 的 推 
论 ， 有 be Dr(q). 至 此 ， 定 理 告 证 . 

结合 定理 4.1.3 的 推论 2 和 定理 5.4.8, 立即 得 到 以 下 定理 . 

定理 5.4.9 对 于 任何 实 闭 域 R, R 上 每 个 半 正定 n 元 多 项 式 f(z1,… ,zn) 都 
可 表示 为 R(z1,… ,zn) 中 2" 个 元 素 的 平方 和 . 

必须 指出 ， 定 理 5.4.9 仅仅 给 出 实 闭 域 上 半 正 定 n 元 多 项 式 的 平方 和 表示 中 
项 数 的 一 个 上 界 ， 对 于 任意 自然 数 n, 至 今 还 不 能 给 出 一 个 表达 式 来 描述 更 精确 的 
ER. 


§5.5 半 序 


在 本 节 中 ， 我 们 将 引进 域 上 一 个 与 二 次 型 相关 的 序 关系 一 一 半 序 . 域 上 的 半 
序 可 看 作 域 的 序 的 一 个 推广 ， 它 们 满足 第 一 章 中 序 所 适合 的 许多 结论 ， 

定义 5.5.1 域 上 一 个 二 元 关系 < 称 作 下 的 一 个 半 序 ， 如 果 它 满足 定义 
1.1.3 中 条 件 (1~5), 同时 满足 条 件 (6): 0 < 1, 且 对 于 任意 a, be F, 只 要 0 < o 总 
有 0< ab. 

类 似 序 与 正 锥 之 间 的 关系 ， 相 应 地 可 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 5.5.2 域 下 的 一 个 子 集 已 称 作 半 锥 ， 若 下 列 条 件 成 立 : 
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(1) P+PCP; 

(2)16€PH F?-PCP; 

(3) PA-P = {0}; 

(4) F=Pu-P. 

显然 , 若 < 是 域 F 的 一 个 半 序 ， 则 < 惟一 地 对 应 于 FF 的 半 锥 P< = {a € 
F\0 <a}; 反 过 来 ， 对 于 域 F 的 半 锥 P, 已 惟一 地 对 应 F 的 一 个 半 序 <p, 使 得 
a<pb, MHH b-ae P. 同样 ,如 下 事实 成 立 : 若 Pl 和 忆 均 为 域 的 半 锥 ， 
H Pi C Pp, W Py = Pro. 

域 上 的 序 显 然 是 半 序 ,但 半 序 未 必 为 序 . 域 的 一 个 半 序 称 作 真 半 序 ， 如 果 它 不 
是 一 个 序 . 在 后 面 ， 将 给 出 一 个 真 半 序 的 例子 . 

与 亚 正 锥 相对 应 ， 可 给 出 下 面 定义 . 

定义 5.5.3 域 下 的 一 个 非 空子 集 T 称 作 亚 半 锥 ， 如 果 下 列 条 件 成 立 : 

(WT+TCT,; 

(2) F?-T CT; 

(3) TN -T = {0}. 

显然 ， 每 个 半 欠 都 是 亚 半 锥 . 同时 ， 上 面 的 条 件 (2) 等 价 于 Se .TEST 这 
里 SF 为 下 的 弱 亚 正 锥 . 此 外 ，{0} 是 任意 域 的 亚 半 锥 . 注意 这 样 一 个 事实 : 若 域 
下 有 一 个 非 零 的 亚 半 锥 ， 则 FUIR. KEE, MERR, 则 -TC Sp-TCT, 
这 矛盾 于 定义 5.5.3 中 条 件 (3). 

引 理 5.5.1 设 T 是 实 域 下 的 一 个 亚 半 锥 . Hae F, H -a gT, Wl T+aSp = 
{t+as|tET, sE Sr} 为 F 的 一 个 包含 a 的 亚 半 锥 . 

证 明 显然 ，T CT+aSF, HT +aSp 满足 定义 5.5.3 中 条 件 (1) 和 (2). 设 
be(T+aSF)N-(T+aSF), W b= ti +ası = 一 (to 十 as2), HH th, t2 E T, A s1, 
s2 € Sp. AMA ti + te = —a(si + 2). WM sı +52 #0, MW (s1 +52) € Sp. 由 此 
可 推出 矛盾 -a= (sı + sz)-1(t + te) € Sp-T CT. FÈ, 81 +52.=0. 由 于 下 
是 实 域 ， 从 而 s1 = s2 = 0. Ht, t = -te € TN -T = {0}, BI ti = to = 0. 因而 ， 
b=0. 由 定义 5.5.3 知 ， 上 面 引 理 获 证 . 

借助 于 上 面 引 理 ， 通 过 类 似 于 定理 1.1.2 的 证 明 方法 ， 可 获得 如 下 定理 . 

定理 5.5.2 H TER 下 的 一 个 亚 半 锥 ， 使 得 1eT, 且 记 Yr OR FT 
BST 的 半 锥 组 成 的 集合 ， 则 

T= f P: 
Péyr 

推论 1 设 下 是 一 个 实 域 , 则 SF 为 域 F 的 所 有 半 锥 的 交集 . 

推论 2 域 ARR, HHNH F ETEF (EH). 
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推论 3 AMF LATE (REF), 则 F RACE. 

由 于 半 序 所 满足 的 条 件 弱 于 序 ， 从 而 序 所 满足 的 某 些 事实 对 于 半 序 却 可 能 不 
成 立 ， 然而， 我 们 可 建立 下 面 结果 . 

命题 5.5.3 设 < 是 域 下 的 一 个 半 序 , 则 对 于 任意 的 a,be F, 下 列 事实 成立 : 

(1) Æ 0 < a, W O < a7}; 

(2) #0 <a < b, I] a?b < ab?, H b7! <a}; 

(3) #1 <b, Wb <b; 

(4) #0 <a<1, M a? <a; 

(5)#0<a<b H aE Sp, WM a? < b?; 

(6) # 0<a<b H be Sp, Wa? <b; 

(7)< 是 下 的 一 个 序 ， 当 且 仅 当 由 关系 式 0 < a <b, 可 推出 a? < b?. 

证 明 (1) 由 定义 5.5.1 中 条 件 (6) A, (a71)? -0< (a7)? - a, 即 0 < amt. 

(2) 由 事实 (1) 知 ，0< a! H O< (b-a). 由 此 有 0< a! + (b-a). 再 
由 事实 (1) 有 0 < (a7 + 所 一 a)-0)-1052, 即 0 < ab? — a?b. 从 而 a?b < ab2. 此 时 有 
(a20)(a-10-1)2 < (ab2)(a-10-5)2, 即 b7? < a™!. 

(3) 在 事实 (2) 中 取 a = 1 BPAY. 

(4) 在 事实 (2) 中 取 5 = 1 即 可 . 

(5) 由 事实 (2) 知 ， a?b < ab2. 注意 到 a7! e Sr, 从 而 ab <b. 又 由 于 ac < 
且 ae SF, 从 而 a? < ab. 因而 ，a2 <b. 

(6) 类 似 于 (5) 可 证 . 

(7) 必要 性 显然 . 现 设 0<a 且 0<b, 其 中 a,be F. 车 a=b, 则 ab=a?>0. 
下 设 a <b, WHO<b-a<atd. 由 所 设 知 ，(b 一 a)? < (a-b). 由 此 可 得 ， 
0 < 4ab. 因此 ， 总 有 0 < ab. 这 表明 : < 是 下 的 一 个 序 . 证 毕 . 

B PRR 下 的 一 个 半 锥 ，K 是 域 下 的 一 个 扩张 、K 的 一 个 半 锥 Q 称 作 P 
在 天 上 的 一 个 拓展 ， 若 QO F = P. AFER CEF) 在 域 扩张 上 的 可 拓展 性 ， 我 
们 可 建立 如 下 命题 . 

命题 5.5.4 设 天 是 域 玉 的 一 个 扩张 ， 已 是 已 的 一 个 半 锥 ， 则 已 可 拓展 为 
K 的 一 个 半 锥 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 有 限 个 非 零 cu, …， an © P, 型 (a1,… ,an) 在 
K 上 是 反 迷 向 的 . 

证 明 必要 性 显然 ， 为 证 明 充分 性 ， 构 造 K 的 如 下 子 集 : 


Sk(P)= {Be |n 为 自然 数 ,a1,… ,an E€ P,a ,an € x}. 
i=1 
显然 ， 1 e Sk(P). 进一步 可 验证 : Sk(P) 为 域 K 的 一 个 亚 半 锥 ,由 定理 
5.5.2 知 ， K 有 一 个 半 锥 Q, 使 得 Sk(P) CQ. ATR QO F = P. 证 毕 . 
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根据 命题 5.5.4 以 及 Springer 定理 (定理 5.1.4), 可 建立 类 似 于 定理 1.3.4 的 两 
个 推论 的 如 下 结果 . 

定理 5.5.5 it 已 是 域 正 的 一 个 半 锻 ， 则 对 于 下 的 如 下 扩张 K, 已 可 拓展 为 
K 的 一 个 半 锥 : 

(1) [K : F) 为 奇数 ; 

(2) K = F( Va), SP a € F, (EB aP C P, H Va 是 多 项 式 2-0 HE F MTR 
数 闭 包 中 的 一 个 根 . 

证 明 (1) 对 于 任意 有 限 个 非 零 元 a1,…, an € P, 型 (a1,… an) EP LER 
迷 向 的 ， 由 定理 5.1.4 知 ， (a1,… ,an) 在 K 上 也 是 反 迷 向 的 ， 由 命题 5.5.4 知 ， 
P 可 拓展 为 K 的 一 个 半 锥 . 

(2) 不 失 一 般 性 ， 可 假定 Vag F. Baa, an € P, 且 它 们 都 不 为 零 ， 则 型 
(oa an) 在 上 是 反 迷 向 的 如果 


ar(bı + crVa)? +++» + an(bn + cn Vā)? = 0, 


其 中 bs, ci € F, i= 1, +++, n, BA 
Late +ac?) +2 (Sparc) va=0. 


由 此 有 Eat +d) =o. TH Dat = -a$ ad € Pn- -P = {0}, 即 有 


i=l 
Sad = Sad P= 0. 由 于 (a1,… ,an) 在 下 上 是 反 迷 向 的 ， 从 而 bi = ci = 0, 


i=l,- an 因而 4 +cVa= 0i= 1,…,n. XRH: (a, ,an) 在 K = F(a) 
上 是 反 迷 向 的 .由 命题 5.5.4 知 ， P 可 拓展 为 K 的 一 个 半 锥 .证 毕 . 

在 $1.4 中 ， 我 们 讨论 了 序 的 阿 基 米 德 性 与 非 阿 基 米 德 性 .类似 地 ， 可 给 出 下 
列 定义 . 

定义 5.5.4 设 < 是 域 K 的 一 个 半 序 ，FF 是 K 的 一 个 子 域 . 称 < 是 在 下 上 
的 阿 基 米 德 半 序 ， 若 对 于 每 个 we K, 有 ae F, 使 得 -a < a < a. 特别 地 ， 在 有 理 
数 子 域 Q 上 的 阿 基 米 德 半 序 简称 阿 基 米 德 半 序 . 

下 面 定 理 表明 ， 阿 基 米 德 半 序 与 阿 基 米 德 序 是 同一 事物 . 

定理 5.5.6 域 下 的 每 个 阿 基 米 德 半 序 必 是 一 个 序 . 

证 明 设 < 是 域 下 的 一 个 阿 基 米 德 半 序 ，0<a 且 0<b, 其 中 a,be F. 不 妨 
Hasb MAO<b-a<b+a. 注意 到 ， 由 同样 的 证 明 可 推 得 ,命题 1.4.3 对 于 半 
序 也 是 成 立 的 ， 从 而 有 > € Q, 使 得 0 <b-a<r<b+a. HFre Sp, 从 而 由 命 
题 5.5.3 中 结论 (5) 和 (6) 有 ， (b-a)? <r? < (+ a)2. 由 此 有 0 < 4ab, 即 0 < ab. 


eet 
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因此 ， < 是 一 个 序 . 证 毕 . 
根据 定理 5.5.6 可 知 ， 有 理 数 域 Q 没有 真 半 序 . 实际 上 ， 可 证 明 : 有 理 数 域 Q 
的 任意 代数 扩张 也 没有 真 半 序 ， 为 此 ， 我 们 需要 如 下 结果 (参见 引 理 1.2.2). 
定理 5.5.7 2K 是 域 FF 的 一 个 代数 扩张 ， 则 对 于 任意 a Ee K, 有 M Esr, 
使 得 对 于 K 的 每 个 半 序 <, 都 有 和--M<a<M. 
证 明 设 在 已 上 的 极 小 多 项 式 为 
f(z) =a" +ayz"-1 +--+ an, 


FUP ar, ++, ap € F. 

&M = Z(n+1 tay +- + an) € Sp. 设 和 < 是 天 的 任意 一 个 半 序 .注意 
到 这 样 一 个 基本 事实 ， 对 于 任意 yz © F, yz < 了 (2 +29). 从 而 当 az < 1 时 ， 
+e ci<M, H-ac ECA ccm FA —McacM. Fit 
a? > 1 则 1 > a-2. 从 而 可 知 ， 对 于 每 个 自然 数 m, 1 > a-2m. 


1 
由 于 a" +aa”™! +... + an = 0, 从 而 有 a = -ol — aza™! — anal" < z+ 


1 
ag 


L+azta-?+---+a2 十 a2-2n) < F(nta?+---+a3) <M. ATE, -a< M, 
BI -M <a. 证 毕 . 

推论 1 设 <ER PEE, BR PPE, KO 
ak, H <x 是 半 序 < 在 K 上 的 一 个 拓展 . 若 天 是 下 的 代数 扩张 ， 则 < 在 已 上 
是 阿 基 米 德 的 ， 当 且 仅 当 <k 在 上 是 阿 基 米 德 的 . 

推论 2 有 理 数 域 Q 的 任意 代数 扩张 的 每 个 半 序 都 是 阿 基 米 德 序 . 

证 明 设 天 是 @ 的 任意 一 个 代数 扩张 ， 且 < 是 K 的 一 个 半 序 ， 由 上 面 推论 
1 知 ，< 在 Q 上 是 阿 基 米 德 的 ， 即 < 是 阿 基 米 德 半 序 ， 由 定理 5.5.6 知 ， < 是 一 
个 阿 基 米 德 序 ， 证 毕 . 

现在 ， 我 们 来 研究 二 次 型 与 半 序 之 间 的 联系 .首先 ， 将 “符号 差 ” 这 一 概念 与 
域 的 半 锥 联系 起 来 . 设 P 是 域 下 的 一 个 半 锥 ，g = (a1,… ,an) EF EA n HE 
型 . 在 a1,…, an H, AF P 的 非 零 元 个 数 与 属于 -P 的 非 零 元 个 数 之 差 称 作 q 
关于 半 锥 P 的 符号 差 ， 且 记 作 sgnp(g) 或 sgnp((a1,… ,an)). 

定理 5.5.8 若 g = (a1,… ,an) Alo = (bi, bn) SMP EWA, Ha ~r o, 
则 对 于 F 的 每 个 半 锥 P, senp(q) = sgnp(o). 

证 明 设 a1,…, on 与 bh,…, bn 中 属于 PP 的 非 零 元 个 数 分 别 为 7 与 s. 不 妨 
设 0<paii=1,…,7, 但 ai <p0,i=r4l,---, n; EE} O <p b,j = 1,*…, 8, 
但 b; <p 0,j=s+1,…,n. HF qar 0, 从 而 有 非 退 化 的 线性 蔡 换 ， 使 得 下 面 等 
式 成 立 : 
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arzi +--+ + ans? = biy? +--+ + bnyk. 


令 C = (Cij)nxn 是 该 线性 蔡 换 的 系数 矩阵 , MCF bon BYR. 假设 
7 > s. 由 线性 方程 组 理论 知 ， 如 下 方程 组 


Citi +-+++Cintn = 0, i=1,---,8 
Iry == an =0 


TE F PAIERA (di, ,dr,0,:… ,0). 

将 (z1,… ,zn) = (di,… ,dr,0,… ,0) 代入 上 面 等 式 , 则 有 ard? +---+a,d2 = 
bs+1€341 + + breg E€ PN -P = {0}, EP ej = cidi ++ cjd, j= s+1,.…, 
n 由 此 可 推出 ，di = … =d = 0, 矛盾 ， 于是， r<s 同 理 可 证 ， s<r 因而 
r= s. 由 此 有 sgnp(q) =r — (rank(9) -7) = s — (rank(9) — s) = sgnp(o). 证 毕 . 

根据 上 面 定理 ， 下 面 的 定义 是 合理 的 . 

定义 5.5.5 ig ER F LPB, H qar (a1,… ,an). 对 于 下 的 任意 半 锥 
Psgnp((Q1,… ,an)) 称 作 型 9 关于 P WASH, AICHE sgnp(q). 

此 外 ， 作 为 迷 向 型 与 反 迷 向 型 的 一 种 往 变 ， 我 们 给 出 如 下 定义 . 

定义 5.5.6 RF 的 一 个 正则 型 9 称 作 在 下 上 是 强 反 迷 向 的 ， 如 果 对 于 每 个 
ARK n, nxq=qoq0-- Ogee F LER. 否则 ， 即 对 于 某 个 自然 数 m, 
m xg 在 下 上 是 迷 向 的 ， 称 g 在 已 上 是 弱 迷 向 的 . 

显然 ， 强 反 迷 向 的 型 是 反 迷 向 的 ， 而 迷 向 型 必 是 弱 迷 向 的 . 若 P 是 域 的 一 
个 半 锥 ， 则 对 于 任意 有 限 个 非 零 元 a1,…, an € P, 型 (a1,… ,an) EF EER 
迷 向 的 ， 此 外 ， 若 和 o 都 是 域 LHD, E qar o 则 4 在 玉 上 是 强 反 迷 向 的 
( 弱 迷 向 的 ), 当 且 仅 当 o 是 强 反 迷 向 的 ( 弱 迷 向 的 ). 

作为 二 次 型 的 弱 迷 向 性 的 一 个 简单 判别 ， 我 们 可 建立 下 面 命题 . 

命题 5.5.9 hg ERR F EDENS, H qxr (on ;a4n), 则 gq 在 F 上 
是 弱 迷 向 的 ， 当 且 仅 当 有 不 全 为 零 的 s1,…, sn € Sr, 使 得 J aisi =0. 


i=1 
证 明 设 对 于 某 个 自然 数 m, mxg 在 上 是 迷 向 的 , 则 mx(a1,… ,an) 也 是 迷 
向 的 . 从 而 有 不 全 为 零 bj © ,i=1,…,n;j =1,…,m, 使 得 》 a Èe) -o 
i=1 j=1 
4 si= VO € Sp,i=1,…,n. HE FERR, AT s1,…, sn 也 不 全 为 零 . 


j=l 
n 


此 时 ， Jo aisi =0. 


i=l 
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反 过 来 ， 设 》 aisi = 0, 其 中 si, …, sn € Sp, 且 它 们 不 全 为 零 . Sm Ew, 


i=l 


…, sn 中 平方 项 的 最 大 个 数 ， 则 可 写作 :si -5t 其 中 bij eF, i=l, 


了 = 1 m. 此 时 易 知 ， m x (a1,… ,an) Wm xq EE F EEA. 证 毕 . 
下 面 命 题 表明 ，“ 强 反 迷 向 ” 与 “ 弱 迷 向 " 这 两 个 概念 仅 对 实 域 才 有 实质 上 意义 . 
命题 5.5.10 若 域 不足 实 域 ， 则 己 上 每 个 型 都 是 弱 迷 向 的 . 
证 明 设 -1 = ee, 其 中 bi € F, i= 1,…, m, 则 易 知 ， 对 于 每 个 型 q， 


(m+1)xq 是 迷 疝 的 - “TE. 

考虑 到 ，“ 半 序 " 是 “ 序 " 在 概念 上 的 一 个 相近 事物 . 因而 , 给 出 下 列 定义 是 很 
自然 的 . 

定义 5.5.7 设 P 是 域 下 的 一 个 半 锥 , 9 是 下 上 一 个 n 维 正则 型 .车 senp(q) = 
n (sgnp(q) = 一 n), WPK q 关于 已 是 正定 的 ( 负 定 的 ). 如 果 g 关于 P 既 不 是 正定 的 
又 不 是 负 定 的 ， 那 么 称 g 关于 PEREN. 

定理 5.5.11 设 4 是 域 民 上 一 个 正则 型 ， 则 9 在 尺 上 是 弱 迷 向 的 ， 当 上 且 仅 当 
对 于 已 的 每 个 半 锥 P, q 关于 P 是 不 定 的 . 

证 明 必要 性 : gE F 上 是 弱 迷 向 的 ， 则 对 于 某 个 自然 数 m, m x 9 是 
迷 向 的 . 此 时 ， 对 于 F 的 每 个 半 锥 P, m x 9 关于 P 只 可 能 是 不 定 的 ， 注 意 到 
sgnp(m x q) =m-sgnp(q). AT, q 关于 P 是 不 定 的 . 

充分 性 : eq 在 下 上 是 强 反 迷 向 的 , HA qar (a1,… ,an), HP ai E 请 i=1， 
yn. 考虑 下 的 如 下 非 空 于 集 : 


= (Eass E Sp, i=l, 中 
i=l 


由 于 4 EF ERER, ATARE, Te 下 的 一 个 亚 半 锥 , 由 定义 可 知 ， 
-T EÈ F TIRE. IR ET, MY -1 ¢ -T. 由 引 理 5.5.1 知 ，-T+SF 是 
下 的 一 个 包含 1 的 亚 半 锥 . Alt, TR-T+ SF 是 下 的 一 个 包含 1 的 亚 半 锥 . 
由 定理 5.5.2 知 ， F 有 一 个 半 锥 P, 使 得 TC P 或 -T+Sp CP. 当 TCP 时 ， 
mETCP,i=1,.…,n; 当 -T+SF CP 时 , -a;€-TC-T+S5rCP,i=1, 
oo n 这 表明 q 关于 P 是 正定 或 负 定 的 .从 而 充分 性 获 证 . 

为 今后 的 进一步 讨论 ， 再 引入 如 下 定义 . 

定义 5.5.8 ” 称 一 个 域 下 满足 弱 Hasse 原理 , 如果 对 于 F 上 每 个 正则 型 g, 只 
要 gq 对 于 下 的 每 个 序 (EE) 都 是 不 定 的 ，g 在 尺 上 必 是 弱 迷 向 的 . 此 时 ， 简 称 域 
下 满足 WH. 
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定理 5.5.12 对 于 一 个 域 F, 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

(1) 3 F RE WH; 

(2) F 的 每 个 半 序 是 序 ; 

(3) 对 于 任意 a, b € F, 型 (1,a,b, —ab) 是 弱 迷 向 的 . 

证 明 (1) = (3): 对 于 下 的 每 个 序 已 , 型 (1 ob -ab) 显然 是 不 定 的 . 由 叙述 
(1) A, (1,a,b,—ab) 是 弱 迷 向 的 . 

(3) = (2): 设 < 是 下 的 任意 半 序 , 且 0 < a 0 < 5 Hat (3) 知 ， 型 
(1,a,b, 一 ab) 是 弱 迷 向 的 此 时 必 有 —ab < 0, 即 0 < ab. 这 表明 < 是 下 的 一 个 
序 . 

(2) = (1): 由 定理 5.5.11 即 得 . 证 毕 . 
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在 本 节 中 , 我 们 将 沿 着 关于 序 的 讨论 途径 来 研究 半 序 ， 比 如 半 序 空间 的 拓扑 ， 
半 序 和 实 赋值 之 间 的 相 容 性 等 . 然后 , 我 们 研究 与 给 定 实 赋值 相 容 的 半 序 的 构造 形 
式 ， 由 此 建立 重要 的 Baer-Krull 定理 . 

设 FF 是 一 个 域 , 且 记 Ve 为 的 所 有 半 锥 组 成 的 集合 ， 由 定理 5.5.2 及 其 推 
WAM, Yr AS 当 且 仅 当 下 是 实 域 . 此 外 ， 显然 Xe C Yr, 这 里 Xp ER F H 
序 空间 ，， 

对 于 ae È, 可 类 似 地 规定 Vr 的 如 下 子 集 : 


Hy (a) = {P € Yr | a € P}. 


同样 ， 容 易 验证 ， 子 集 族 {Hy(a) | a c F} 组 成 Ye 的 一 个 拓扑 子 基 . 

定义 5.6.1 由 上 面子 集 族 {Hy(a) | a e È} 作为 Vr 的 子 基 所 生成 的 拓扑 称 
作 Yr 的 Harrison 拓扑 ， 此 时 ， 具 有 Harrison 拓扑 的 拓扑 空间 Ye 称 作 域 F 的 半 
序 空 间 . 

显然 ， 半 序 空间 Yr 的 每 个 基本 开 集 可 表 为 Hy(a1,… ,an) := Ñ tr (a, 其 
中 aie 记 ,i=1,…,n. 由 域 下 的 序 空间 Xr 的 拓扑 结构 知 ， 序 空间 Xp 实际 上 是 
Yr 的 一 个 子 空间 . 设 Pe Yr, E P g Xr, 则 对 于 某 两 个 a,be P, abg P. 此 时 有 
Pe Hy (a,b, —ab), {E Hy(a,b, 一 ab) N Xr = Ø. 因此， Xr 还 是 yp 的 闭 子 集 . 

照搬 定理 1.5.3 的 证 明 ， 可 建立 下 面 的 定理 . 

定理 5.6.1 设 下 是 一 个 实 域 , 则 下 的 半 序 空间 是 一 个 全 不 连通 的 Hausdorf 
紧 空间 . 

完全 类 似 于 定义 3.1.3, 我 们 可 引进 如 下 定义 . 
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定义 5.6.2 设 < 是 域 下 的 一 个 半 序 ，v 是 下 的 一 个 赋值 . 称 v 和 半 序 < 相 
容 ， 若 由 关系 式 0 < a <b 可 推出 v(a) > v(b). 此 时 ， 亦 称 v 与 半 锥 PAA, 这 里 
P EFSF < 的 对 应 半 锥 . 

同样 ， 可 建立 下 面 结论 

命题 5.6.2 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，4, 和 Mo 分 别 是 vv 的 赋值 环 和 赋值 理 
想 , 且 和 是 书 的 一 个 半 序 ， 则 对 于 如 下 叙述 : 

(Dv 与 < mes 

(2) Av 关于 < 是 凸 的 ; 

(3) My 关于 < 是 凸 的 ; 

(4) 对 于 每 个 ae M,, a <1, 

MERA: (1) 一 (2) 一 (3) = (4) 成 立 . 

证 明 根据 命题 5.5.3 可 知 ， 定 理 3.1.3 中 相应 的 蕴含 关系 的 证 明 同样 适合 半 
F. 因此 ， 上 面 命题 成 立 ， 证 毕 . 

在 后 面 ， 将 有 例子 表明 ， 蕴 含 关系 “(4) 一 (1)” 在 一 般 情况 下 对 于 半 序 是 不 
成 立 的 . 

推论 we eR PTR, Bo SPORE SA, Wo 是 已 的 
一 个 实 赋值 . 

证 明 设 Wo 是 v 的 赋值 理想 H af +--+ E My, 则 显然 有 0 < o < 
a+ +a, E My j= 1,…, n， 由 命题 5.6.2 A, M, 关于 < 是 凸 的 从 而 
a? € My, Bil aj € My, j= 1,…,n. 根据 命题 3.1.2,v 是 下 的 一 个 实 赋值 . 证 毕 . 

U o ER F 的 一 个 实 赋值 ， 则 可 引进 半 序 空间 yr 的 如 下 子 集 : 


Vp ={P € Yr |v 5 P HE }. 


BR, Xp C Vp, 这 里 Xp EF AAA v AEE ( 序 ) 组 成 的 集合 . 设 E Yr, 
{E P ¢ YE, 则 由 定义 5.6.2 知 A a, be F, 使 得 0 <pa <p b, {Œ v(a) < v(b). 此 
时 ， 显 然 Pe Hy(a,b—a), {E Hy(a,b—a)NY~p= Ø. Ak, Vp 是 半 序 空间 Yr 
的 闭 子 集 . 

为 了 刻画 Vp 和 Xp 的 成 员 ， 我 们 需要 下 面 的 定义 . 

定义 5.6.3 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，G, Æ v 的 值 群 。 v 的 一 个 半截 口 是 
Gy 到 È 的 一 个 映射 s, 使 得 下 列 条 件 成 立 。 (1)s(0) = 1; (2) 对 于 每 个 9 e Go, 
v(s(g)) = g; (3) 对 于 g1, 92 E€ Go, s(g1 + g2) € s(g1)s(g2)F?. 

注 (1) BR, WE g € Gr, s(2g) € 名， 由 此 有 ， 当 gi -g € 2G, i, 
8(g1)s~"(ga) € F?. 

(2) 的 一 个 半截 口 s 称 作 一 个 截 口 , 若 对 于 g1, 92 e Gv, 8(g1 +92) = s(g1)s(g2). 
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例如 ， 当 G。 = Z 时 ， 选 取 a c È, 使 得 v(a) = 1, 且 规 定 s(m) = am, 其 中 me Z. 
此 时 ， 所 规定 的 是 v 的 一 个 截 口 . 

对 于 域 下 的 任意 一 个 赋值 vv 的 截 品 未 必 存 在 . 然而， 的 半截 口 总 是 存在 
的 . 在 下 面 讨论 中 ， 对 于 域 的 一 个 赋值 v v 的 值 群 、 赋 值 环 、 赋 值 理想 和 剩余 
域 总 记 作 G, A, M 和 Fy. 

命题 5.6.3 域 下 的 每 个 赋值 v 都 有 半截 口 . 

WA 设 G 是 v 的 值 群 .注意 到 ， 商 群 G/2G 可 看 作 二 元 域 Z/2Z 上 一 个 向 
基 空 间 ， 从 而 G 有 一 个 子 集 B, 使 得 {g + 2G |g e B} 组 成 向 量 空间 G/2G 的 一 
DE. 

对 于 每 个 非 零 € G, 任意 取 定 ao e È, 使 得 v(ao) =g. BT, FOE G, 规 
定 ao = 1. 

对 于 任意 9 €G, 9 可 惟一 地 表 为 


9g=91 二 十 gm 十 290， 


HP n 为 非 负 整数 ，go e G, H g1,…, gn €B. 

据 此 规定 s(9) = apao ---a,,. 容易 验证 ， 所 规定 的 映射 s: G — È E v 
AFRE. EE. 

引 理 5.6.4 iv ER F WAR, v 的 值 群 、 赋 值 环 、 赋 值 理想 与 剩余 域 
分 别 记 作 G, A, M 5 Fo, H s 是 v 的 一 个 半截 口 ， 则 Ye 中 每 个 半 序 已 诱导 出 如 
下 一 对 映射 : 

(1) op : G/2G — {1, 一 1}, 使 得 对 于 每 个 5 := g + 2G € G/2G, 其 中 ge G, 
op (9) = 1, # s(g) € P; 否则 op(g) = -1. 特别 地 ，op(0) = 1 

(2) PP : G/2G — Yr,, 使 得 对 于 每 个 5 := 9 + 2G € G/2G, 其 中 ge G, 
Pp(g) = {b+ M |b € A\M, 使 得 bs(g)op(9) € P}U {0+ M}. 

证 明 (1) # gi = g2, W gi -g2 € 2G. 由 定义 5.6.3 后 的 注 ，s(g1)s(g2)-! € È?. 
从 而 s(g1) € P, 当 且 仅 当 s(92) € P. 因此 ， 映 射 op 是 合理 的 . 

(2) 注意 到 ， s(g)op(3) € P, AT 1 :=1+M € Pp(3). 容易 证 明 Pp(3) + 
Pp(3) C Pp(3), F? - P(g) C Pp(9), 且 Fe = Pp(3) U -Pp(3). 此 外 , 假设 5= 
b+ M € Pp(9) -Pp(3), H b ¢ M, WFE bi, b2 € b+ M, 使 得 bis(g)op(3), 
—b2s(g)op(3) < P. 由 此 有 0 <p bislg)op(3) <p (bi — b2)s(g)op(3). 由 于 v 与 p 是 
相 容 的 ， 从 而 v(b1s(g)ap(5)) > v((b1 一 52)s(g)op(9)). FH, v(br) > v(b1 — b2) > 0, 
Bl by € M. 于 是 b+ M =b +M =0, 与 假设 矛盾 . Aili, Pr(g)—Pr(g) = {0}. 
因此 ， PP(5) E Yr, 证 毕 . 

引 理 5.6.5 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ,，v 的 值 群 、 赋 值 环 、 赋值 理想 和 剩余 域 
分 别 为 G, A, M 和 Fo, H s Æ v 的 一 个 半截 口 , 则 对 于 任意 映射 P: G/2G — Yr, 
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以 及 任意 映射 o: G/2G 一 * {1, 一 1}, 其 中 o(0) =1, P A o 确定 Ve 中 如 下 半 锥 . 


Pr = {a € Fla=0 或 一 vo(v(a)) +M € P(v(a))}. 


s(v ia yn” 
证 明 下 面 根据 定义 验证 ， Pr 是 下 的 一 个 与 v 相 容 的 半 锥 . 
(1) 设 非 零 的 a, bE P7, WA 


© 0# ——~o(v(a)) +M € P(v(a)) 


Ta )) 


(ii) 0 4 —~o(vb)) +M € P&O). 


wt )) 
下 面 分 情况 讨论 . 
情况 1 v(o) = v(b). 此 时 由 和 ( 有 


(a+ 
0# a 


(a+b) (a+b) = 有 
这 表明 iy < AVM. 从 而 o( a ay) 0, BNA v(a +b) = v(a). 于 是 有 


yD +6)) +M € P@la + b)). 从 而 a+be P”. 


情况 2 v(a) < v(b). HAY, v(a+b) = v(a), B 
(a+b) 


atta) +M= sea Ta +M. Ñ (i) 式 即 有 a+be P. 

情况 3 v(b) < vla). 此 时 ， 类 似 于 情况 2 可 得 a。+be Pe. 

(2) HEF a e P", 且 be F. 此 时 ， 上 面 的 关系 式 (i) MIL. HF v(ab?) = 
v(a) +2v(b), 从 而 v(ab?) = v(a). 显然 s(v(ab?)) = s(v(a))s(v(b))?€?, KKH £ € A\M. 
于 是 有 


letb (ma)) +M e Pv(a)). 


) o(v(a+b))+M = 


y +M 


= (aot m) (a) 
e F2- PO) E PA) = POP) 
从 而 ab? e P9. 此 外 ， 由 于 s(0)=1 H o(0) = 1, 从 而 显然 有 1 e Pr. 
() Rae Prn-Pr Hak 则 有 元 人 oOD)+MEPGCJn-PGGD) 
一 一 olu(a)) € M; 这 是 不 可 能 的 . 因而 ， Pen -Pe = {0}. 


从 而 有 ray 
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(4) BRA = Pr”U 一 P". 证 毕 . 

由 上 面 两 个 引 理 ， 可 以 建立 下 面 的 定理 . 

定理 5.6.6 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 ，wv 的 值 群 、 赋 值 环 、 赋 值 理想 和 剩余 
域 分 别 为 G, Av, My 和 Fo, s 是 v 的 一 个 半截 口 ， 记 M(G/2G, Yr.) 为 商 群 G/2G 
到 Yr, 的 全 体 映射 组 成 的 集合 , H o(G/2G, {1, -1}) 为 G/2G 到 {1, -1} 的 所 有 使 
得 o(0) = 1 的 映射 o 组 成 的 集合 , 则 存在 Vp 到 o(G/2G, {1,-1}) x M(G/2G, yr,) 
的 如 下 双 射 : 


$: P> (op, Pp), MFHT P E Yr, 
这 里 ， op 和 Pp 的 规定 如 引 理 5.6.4. 并 且 上 面 映射 的 逆 映 射 恰 为 
4: (0, P) 一 P" ,对 于 cec(G/2G,{L-1),PeM(G/2G, Yr,), 


其 中 Pe 的 规定 如 引 理 5.6.5. 
证 明 先 证 , 对 于 每 个 Pe Yp, wob(P) = P. 设 eye4(P) = PE, Ml 
me + M, € Pp(o(a)). 由 Pp 的 规定 有 
Tota 7? CDer) eP. 


由 此 有 ac 已 . 从 而 PZ? CP, 必定 PE =P. 
FHE: 对 于 任意 P € M(G/2G, Yr,) UR o € o(G/2G, {1,-1}), $ ° (o, P) = 
(0, P), Bl op, =o H Pps =P. 由 规定 , 对 于 5=g+2G € G/2G, ope (9)s(g) € Po. 


ie AT oe OO gor OO) +M, € POOO), H op- (B)o(B) € 


P(g). ŒR, ope (9)o(9) = 1 或 -1. 从 而 必 有 ope (9)o(9) = 1, BP ope (3) = (9). 
由 5 的 任意 性 知 ， ope =o. 

FR b+ M, € Ppo(9), 其 中 be As \ M,, 且 5=g+2G€G/2G. 由 规定 知 ， 
bs(g)opo (9) < P7, Bil bs(g)o(g) € P7. 由 此 有 


bs(g)o(9) = = 
Tto g Cr + M, € P(u(bs(g)o(9)))- 


上 式 即 为 b+ My € PCG). 从 而 有 Pre (9) C P(3). 此 时 必 有 Ppe(3) = P(g). 由 5 的 
任意 性 知 ， Pp。 =P. 证 毕 . 

上 面 集合 o(G/2G, {1, 一 1}) 中 的 映射 称 作 一 个 特征 标 ， 若 o 是 商 群 G/2G 
到 乘法 群 {1, -1} 的 一 个 同 态 . 记 Hom(G/2G, {1, -1}) 为 G/2G 到 {1,-1} 的 所 有 
特征 标 组 成 的 集合 . 

定理 5.6.7 记号 同 定理 5.6.6, 则 Pe xe, 4AM Pp 为 epez XE iy 
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个 常量 函数 ， 且 op € Hom(G/2G, {1,-1}). 

证 明 先 设 Pe Xp. XF g, p EG, $ e= opl +g), 其 中 e=1 或 
-1. 由 op 的 规定 ， 有 es(g1 + 92) € P, BNA es(g1)s(g2) € P. 由 于 P € Xp, 从 
而 有 es(g1), s(g2) € P, 或 者 es(g1), s(92) € —P. 于 是 总 有 eop(Gi)op(g2) = 1, Bil 
op(9:)oP(G2) = e = op(ĝı + 92). Alf, op € Hom(G/2G, {1, —1}). 

对 于 任意 5 = g + 2G € G/2G, B b+ My € Pp(g), 其 中 be As \ My. 由 
Pp(9) 的 规定 知 ， bs(g)op(9) € P. 注意 到 s(g)op(g) € PARA. Milli beP, 
即 bs(0)op(0) € P. 于 是 有 b+ M, € Pp(0). 这 表明 Pp(9) C Pp(0). 此 时 ， 必 有 
Pp(3) = Pp(0). 此 外 ， 根 据 命题 3.1.3 的 推论 ， PP(D) 为 Fo 的 一 个 正 锥 . 

tK, ik op € Hom(G/2C, {1.-1}), 且 对 于 任意 ge G, Pp(9) = Pr(0) € Xp,. 
# a1, a Æ P THIR Nh P= PsP 知 ， 


Ta Toa D +My € Pp(v(ai)) = Pp(0), i=1, 2. 


由 此 有 
me es) CDre) + M, € Pp(0). 
注意 到 s(v(a1a2)) = s(v(a1) + v(a2)) = s(v(@1))s(v(az))é?, HEF €€ Ay \ My. 从 而 
可 得 
my) (ones) +My € Pp(0) = Pp(v(aia2)). 
这 表明 aa e PR =P. Ai, P exp. 证 毕 . 
推论 1(Baer-Krul) 设 v 是 域 下 的 一 个 实 赋值 , 则 存在 XB 到 Xr, xHom(G/2G, 
{1, 一 1}) 的 如 下 双 射 : 


Po (B,op), 


其 中 op HAERE, PH P 在 剩余 域 及 上 所 诱导 的 正 锥 . 

证 明 注意 到 Pp(0) 恰 为 已 在 及 上 所 诱导 的 正 锥 ， 从 而 即 有 结论 . 

推论 2 设 v 是 FF 的 一 个 实 赋 值 ， W XE = YE, 当 且 仅 当 |G/2G| = 2 与 
|Xr,|=1, 或 者 |G/2G|= 1 与 Xr, = Yr,. 

证 明 EERE v 的 一 个 半截 口 s. 

充分 性 : 由 条 件 |G/2G| < 2 可 知 ，c(G/2G, {1, 一 1}) 中 每 个 元 素 都 是 特征 标 . 
此 外 ， 由 定理 5.5.2 的 推论 3 知 ， 当 |Xr,| = 1 时 ， Xr, = Vr. 因而 ， 在 所 给 的 
两 种 情况 下 ， M(G/2G, Yr.) 中 每 个 映射 都 是 G/2G 到 Xr, 的 常量 映射 ， 由 定理 
5.6.6 和 定理 5.6.7 知 ， XB = Vz. 
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必要 性 : 假若 IG/2G| > 2, 则 易 知 这 样 一 个 事实 :Hom(G/2G,{1, -1}) 是 
o(G/2G, {1, 一 1}) 的 真子 集 ， 由 定理 5.6.6 和 定理 5.6.7 可 知 ， F 有 一 个 真 半 锥 属 
于 Vp, Bl XB ADVE, FATIMA. 从而，|G/2G| = 1 或 2. 假若 |G/2G| = 2, 但 
|¥p,| > 1, 则 M(G/2G, Yr.) 中 显然 有 非常 量 映射 . 由 定理 5.6.6 和 定理 5.6.7 又 可 
推出 矛盾 : Ap ALE. Ai, 当 |G/2G| = 2 时， 必 有 Xr] = 1. 当 |IG/2G| = 1 
时 ,假若 Xr, # Yr, W M(G/2G, Yr.) 中 有 一 个 映射 P, 使 得 P(0) 为 F 的 真 半 
HE. 由 此 可 得 XE A Vp, 矛盾 因而 ， 当 |G/2G| = 1 时 ， 必 有 ve, = Yr,. 证 毕 . 

借助 于 定理 5.6.6 和 定理 5.6.7, 很 容易 构造 一 个 真 半 序 的 例子 . 

Pw F = Q(V2)(t), 这 里 上 是 数 域 Q(V2) 上 一 个 未 定 元 ， 由 命题 3.1.1(2) 
知 , 有 一 个 赋值 w 使 得 对 于 每 个 非 零 多 项 式 f(t) € Q(V2) It], v(f(t)) = ~ deg f(t), 
v WIERE Gu =Z, H v 的 剩余 域 F 兰 Q(V3). 由 于 Q 仅 有 惟一 正 锥 ， 从 而 由 定理 
2.3.7 知 ， 域 Q(V2) 有 两 个 相 异 正 锥 . 于 是 F ARMARE Pi Po. 注意 到 
Gu/2G。 = {0,1}, 且 规 定 P(0) = Py, 而 P(I) = Po. 此 外 ,规定 oO) =o(i) = 1. 根 
HEM 5.6.6 和 定理 5.6.7 知 ， P” 是 域 下 的 一 个 真 半 锥 . 


85.7 ” 半 序 及 其 凸 赋值 环 


由 上 节 的 命题 5.6.2 知 ， 对 于 域 下 的 一 个 半 序 < 以 及 一 个 实 赋值 v, 若 v 与 < 
HA, U v 的 赋值 环 A, 关于 < 是 凸 的 然而 , 这 一 结论 的 逆 命 题 是 不 成 立 的. 因 
i, 与 < 相 容 的 实 赋值 和 关于 < 凸 的 赋值 环 之 间 不 存在 一 一 对 应 . 这 一 现象 也 反 
We FR” 与 “ 半 序 " 之 间 的 差异 . 在 本 节 中 ,我 们 将 讨论 关于 某 个 半 序 是 凸 的 赋值 环 
的 构造 ， 同 时 建立 与 半 序 和 实 赋值 有 关 的 一 些 结果 . 

首先 ， 应 该 注意 的 是 如 下 事实 . 

命题 5.7.1 设 < 是 域 下 的 一 个 半 序 , 则 下 的 每 个 关于 < 凸 的 赋值 环 都 是 实 
赋值 环 . 

WA 设 4 是 下 的 一 个 关于 < 凸 的 赋值 环 Hv MM 分 别 为 4 的 对 应 的 
赋值 和 A 的 极 大 理想 .由 命题 5.6.2 I, M 关于 < 是 凸 的 . Hatt- +a? eM, 
FER a1, +++, dn € A, MO <0? Sa? +---+a2 EM,i=1,…,n. HM OER 
a? € M, Ba, € M, i=1, mn. 根据 命题 3.1.2 知 ，v 是 下 的 一 个 实 赋值 ， 即 4 
是 下 的 一 个 实 赋值 环 . 证 毕 . 

设 < 是 域 下 的 一 个 半 序 ， 忆 是 下 的 一 个 子 域 . 如 同 在 83.2 中 ， 我们 可 构造 
五 的 如 下 子 集 : 


A(E, <) = {a € F | Hee E, E -e <a < e}. 


BR, A(E,<) 关于 < 是 凸 的 ， 且 ECAE,<). 实际 上 ， 可 建立 如 下 结论 . 
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引 理 5.7.2 所 设 同 上 ， 则 AE, <) 是 下 的 一 个 关于 < 凸 的 赋值 环 . 

证 明 显然 ， ACE, <) 对 于 加 法 与 减法 都 是 封闭 的 . 设 a, b € A(E,<), WA 
e1, €2 € E, 使 得 -et < a < e1 H —ez < b < e2. 不 妨 设 a>0 且 b>0. 此 时 有 
O<ad<e, <1+e?, H0<b<e2<1+e}. 由 命题 5.5.3(6) 知 ，0 < a? < (1+e?)?， 
且 0 < i < (+e MiA tabs SS" < Se gy + (+ 的 中 其 中 
Fla +P +048) € E. 从 而 可 知 be ACE, <). 因而 A(B,<) fb FE 
环 . 

wae F, 但 a# A(E,<). 不 失 一 般 性 ， 可 进一步 设 <a. 此 时 必 有 1<a. 由 
命题 5.5.3 知 ，0 < ao-1 < 1. AM a` e A(E,<). 因此 ，A(E <) 是 下 的 一 个 赋值 
环 . 证 毕 . 

定理 5.7.3 设 < 是 域 下 的 一 个 半 序 ，A4 是 下 的 一 个 于 集 ， 则 4 是 下 的 一 
个 关于 < 凸 的 赋值 环 ， 当 且 仅 当 4 = A(E,<), 这 里 巨 是 下 的 一 个 子 域 . 

证 明 充分 性 由 引 理 5.7.2 可 推出 ， 下 证 必要 性 . 

由 于 4 是 关于 < AHF, AMAM, QCA. 由 Zon 引 理 ， ABAF 
的 一 个 极 大 子 域 E. 显然 ， 4(E,<) CA. Rae A, 则 由 定理 3.2.2 中 蕴含 关系 
“(1) => (2)” 的 证 明 可 知 ， 有 如 下 关系 式 : 


a” +a"! +. an= nE M, 


这 里 M 是 4 的 极 大 理想 ，a1,:…, an €E. i 

根据 定理 5.5.7 的 证 明知 ，-M <a <M, 其 中 M = gn+l+ai+t +a- 
(an —n)"]. 假若 大 > 1, WHO <n? <1E A. HARE STEM, 07? e A, BD 
n € Ah, 矛盾 . AT n? < 1. 由 此 有 (an 一 7)? = a} —2anntn? < a2 +02 +n? +n? < 
208 +2. 于 是 -Mi < a < Mi, ÌE My = E(n+3+a? +--+ 02, +202) € E. th 
A(E, <) 的 构造 知 ， ae A(E,<). 因此 ， 4 = A(E,<). 证 毕 . 

推论 1 域 尺 有 一 个 非 阿 基 米 德 半 序 ， 当 且 仅 当 已 有 一 个 非 阿 基 米 德 序 . 

证 明 由 于 序 总 是 半 序 ， 从 而 充分 性 成 立 . 现 设 < 是 下 的 一 个 非 阿 基 米 德 半 
JE, W AQ, <) 是 下 的 一 个 实 赋值 环 H AQ, <) AF. 由 定理 3.1.4 知 ，4(Q,<) 
的 对 应 赋值 v 与 的 某 个 序 相 容 .显然 ， 这 个 序 是 非 阿 基 米 德 的 . 证 毕 . 

推论 2 设 < 是 域 下 的 一 个 半 序 ， 则 下 的 所 有 关于 < 凸 的 赋值 环 对 于 集合 
的 包含 关系 组 成 一 个 链 ， 且 其 中 最 小 成 员 为 AQ, <). 

证 明 参见 定理 3.2.2 的 推论 3. 

推论 3 i P ER FATE, EEFT, H M 是 赋值 环 
A:= A(E, <p) 的 极 大 理想 ， 则 E 可 看 作 剩 余 域 A/M 的 一 个 子 域 ， 且 如 下 子 集 
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(PN A)+M/M :={a+M|ae PNA} 


是 剩余 域 4/M 的 一 个 在 上 的 阿 基 米 德 半 锥 . 

证 明 参见 定理 3.2.2 的 推论 2. 

下 面 定 理 给 出 了 一 个 域 的 不 同 实 赋 值 之 间 某 种 联系 . 

定理 5.7.4 设 < 是 域 下 的 一 个 半 序 ，vi, wz 都 是 PRA, MI PR 
成 立 : 

(1) Ë Avy, C An Hu 5 <A, 则 wv 与 < 相 容 ; 

(2) Æ Av. C Avs, W Ye CYP; 

(3) BYE OVE Ad, MW Ye CMP RYP CYP. 

证 明 (1) kO<a <b, Who 5 < 的 相 容 性 知 ，vi(a) > vl), 即 有 
ab™? € Ay, G Av,. 从 而 vz(ab-!) > 0, BP va(a) > v2(b). HELA, we 与 < 相 容 . 

(2) HAGË (1) 即 得 . 

(3) HARM, A Pe Ye My. 从 而 wy 和 vw RHE P 痢 相 容 ,由 命题 5.6.2 
A, An 和 Ay, 关于 半 序 <p 都 是 凸 的 . 再 由 定理 5.7.3 的 推论 Al, Ao C Avy 
或 Avy C Av, 根据 叙述 (2), Vet CVE BR VE CYF. 证 毕 . 

由 命题 3.2.3 知 , 域 F 的 每 个 非 阿 基 米 德 序 必 与 某 个 非 浅显 的 赋值 相 容 ， 自 然 
会 问 : 对 于 非 阿 基 米 德 半 序 ， 相 应 的 结论 是 否 也 成 立 ? 下 面 的 例子 表明 ， 回 答 是 否 
定 的 . 

例 F = Q(z1,72，… any), 其 中 zl 72，…, ny 是 有 理 数 域 Q 上 
可 数 个 未 定 元 ， 在 实数 域 尺 的 开 区 间 ]0,1[ 中 任 取 可 数 个 代数 无 关 的 超越 元 ai， 
2, i, an ++, WA F ARARA T, 使 得 r(zi) = a4, i = 1 2 > 
P' = n7 (R?), 则 P' 是 下 的 一 个 正 锥 ， (HG ri 1-2, € Pi=1,2,.…. 

W Fo =Q, H Fr = Q(z1,… ,zn), n=1,2,.…. 下 面 将 归纳 地 规定 Fa 的 一 
个 半 锥 Pry 使 得 对 于 每 个 自然 数 mw Pn Fai = Par. 

首先 , & Po 是 Fo 的 惟一 正 锥 . 假定 Fa 的 一 个 半 锥 P, 已 经 被 规定 ， 使 得 
PaO Fa-1 = Pai, 且 对 于 每 个 ae Fri, zn 一 a E Pn. 现 考虑 域 Pra = Fa(tn41)- 
由 命题 3.1.1(2) M, Fags 有 一 个 赋值 vn, 使 得 对 于 非 零 多 项 式 f(zn+1) € Falensil, 
一 vn(f(Zn+1)) 为 f(zn+l) 的 次 数 ， vn 的 值 群 为 Z, 且 剩 余 域 可 等 同 于 a 显然 
vn(Zn+1) = —1. 从 而 vn 有 这 样 的 一 个 截 口 s: Z 一 ,Fn+1, 使 得 对 于 每 个 m EZ, 
a(m) = sti» 

o: Z/2Z — {1, 一 1} 是 浅显 的 特征 标 ， 即 对 于 每 个 m € Z/2Z, o(m) = 1. 
此 外 , & P Æ Z/2Z 到 Yr, 的 这 样 一 个 映射 ， 使 得 PO) = Pa M P(1) = P'AN Fy. 
由 引 理 5.6.5, P” 是 Fn+ti 的 一 个 与 vn 相 容 的 半 维 . 从 而 令 Pari = 

Bae Pa HaF0, Wl un(a)=08 ate a Senta nl) + Mon =a+ Moen = 
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ae 已 =Pon(o). Ama epis Pari- 因而 Papi O Fn PE 此 外 ， 对 于 
fe a e Fx, 由 于 nen al nes = a)) + Mon SE nae h Me, = 
1+ Mo, € P(Ualtnsi—4)), 从 而 Iny- ae Poor. 类 似 地 可 推出 ， znzn+l 
Znt1(1 — £n) E Pasi. 

令 P= 已 Pa 则 已 显然 为 F 的 一 个 半 锥 ， 使 得 znzn+l, zn+l(l — tn) € P, 
HUTA o € Fy, mua Pb, n = 1, 2, --. FF n41, In — 1 € P, H 
znt1(1 — £n) € P, 从 而 P —T HEHE, 自然 是 非 阿 基 米 德 的 (参见 定理 5.5.6). 

现 假设 P 与 下 的 某 个 非 浅显 赋值 v 相 容 ， 则 由 命题 5.6.2 知 ，v 的 赋值 环 
Ay 关于 <p 是 凸 的 . 由 于 Ay AF, 从 而 有 某 个 a E F, 使 得 a ¢ A。 于 是 对 于 
某 个 自然 数 n, a e Fra. 由 于 tn ta € Pa, 从 而 -zn <p a <p zn. 由 Ay ¥ 
于 <p 的 是 性 知 ， zn ¢ Av, BI v(zn) <0. 从 而 有 v(znzn+l) < v(zn+1)， 然而 ， 
0 <P znznt1 <P Znt1, LHF v 与 已 的 相 容 性 ， 因此 ，PP 与 下 的 每 个 非 浅显 
赋值 都 不 相 容 . 

上 面 的 例子 也 说 明了 这 样 一 个 重要 事实 在 命题 5.6.2 中 ， 蕴 含 关系 “(2) = 
(1)” 在 一 般 情 况 下 是 不 成 立 的 . 事实 上 ， 在 上 面 例子 中 ， 令 v 是 赋值 环 AQ, <p) 
所 对 应 的 赋值 ， 则 v 是 F 的 一 个 非 浅 显 赋值 ， 由 上 面 讨论 ，vwv RY <p HA. RK 
而 ， 由 引 理 5.7.2 知 ， A(Q, <p) 关于 <p 是 是 的. 很 自然 ,命题 5.6.2 中 蕴含 关系 
“(4) = (1)” 在 一 般 情况 下 也 是 不 成 立 的 . 

现在 ， 我 们 考虑 半 序 与 Hensel 赋值 之 间 的 关系 .作为 定理 3.4.5 对 半 序 的 推 
广 ， 我 们 可 建立 下 面 结论 . 

定理 5.7.5 设 (F,v) 是 一 个 Hensel 赋值 域 ， 则 VE = yr, 即 v 与 下 的 每 个 半 
序 相 容 . 

证 明 设 和 是 下 的 任意 半 序 , 且 0<c<d, 其 中 c,de 下. 假若 v(c) < vld), 
则 5 = de“! € My, 这 里 M, 是 v 的 赋值 理想 . 根据 定理 3.4.5 的 类 似 论证 ， 有 
b=-a?-a, Hae F. 由 此 有 d= c(-a? 一 a) =c-e(a+3) -fe<e, FĀ. 
因而 v(c) > v(d). 证 毕 . 

将 上 面 定理 与 定理 5.6.7 的 推论 2 结合 起 来 ， 可 以 得 到 满足 WH 的 Hensel 域 
的 如 下 一 个 刻 

EH 5.7.6 设 v 是 域 下 的 一 个 Hensel RIH, IW Xr = Yr, 当 且 仅 当 |Gu/2Gu| = 
245 |Xp,| = 1 或 者 |Gu/2Gu|= 1 与 Xr, = Yr,- 

为 举例 说 明定 理 5.7.6, 我 们 给 出 下 面 的 例子 . 

例 2 设 下 是 一 个 域 ，(G,<) 是 一 个 运算 为 加 法 + 的 序 群 ， 记 Fo 为 集合 G 
E F 的 全 体 映射 组 成 的 集合 .对 于 fe FS, 可 规定 G 的 如 下 子 集 : 
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supp(f) = {g € G | f(g) # 0}. 
同时 ， 称 supp(f) 为 f 的 支 集 ， 于 是 ， 可 进一步 得 到 FS 的 如 下 子 集 : 
F((G)) := {f € FF | supp(f) = ¢ 3È supp(f) XF < Æ G 的 良 序 子 集 }. 


此 外 ， 在 F((G)) 上 按 如 下 方式 规定 运算 “+” 和 “”: 对 于 f, hE F((G)) 以 及 
gEG, 


(F +h) (9) = f(9) + h(9); 
(F-A)(g)= E Foha). 


91+92=9 
容易 证 明 F((G)) 对 于 上 面 所 规定 的 运算 构成 一 个 域 . 对 于 ae F, 用 â 表示 FC 
中 这 样 的 常量 映射 ， 使 得 对 于 每 个 ge G, âlg) = a. BR, GE F((G)). AR, BR 
Al: ara (a € F) ÆR F E| F((G)) H-TRA. Haha 等 同 ， 则 可 认定 : 
F C F(G)). 这 样 所 得 的 域 F((G)) 称 作 系 数 在 FF 中 而 指数 在 G PAYER 
域 


对 于 非 零 je F((G)), supp(f) # d. 从 而 可 规定 v(/) 是 支 集 supp(f) 中 最 小 
TER. 此外， 规定 v(0) = oo. HM, v 是 域 F((G)) 的 一 个 赋值 ， 它 的 值 群 为 G. 
设 Au 是 v 的 赋值 环 ， 则 可 构造 A 到 F 的 一 个 映射 G, 使 得 对 于 每 个 f E AL, 
O(f) = £0). 易 知 ，9 是 环 之 间 的 一 个 满 同 态 ， 且 同 态 核 kerd 恰 为 v 的 赋值 理想 
Me. 由 环 同 态 基 本 定理 ， 剩 余 域 及 = 4,/M。 = F. 该 赋值 v PER F((G)) 的 自 
然 赋值 . 

作为 赋值 论 中 一 个 重要 事例 ， (F((G)), v) 是 一 个 Hensel 赋值 域 . 

根据 上 面 的 定理 5.7.6, 域 R((Z)), Q((Z)) 都 满足 WH. 此 外 ,车 G 是 2- 可 除 
的 ， 即 G = 2G, 则 域 Q((Z))((G)) 也 满足 WH. 然而 ， 域 Q(V2)((Z)) 不 满足 WH, 
因为 Q(V2) 有 两 个 不 同 的 序 . 
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在 本 节 中 ， 我 们 将 借助 于 域 的 实 赋值 以 及 它们 的 Hensel 化 ， 来 研究 域 上 二 次 
型 的 弱 迷 向 性 . 本 节 中 一 个 主要 结果 (定理 5.8.3) 原 是 由 L. Bröcker 提出 的 一 个 猜 
测 ， 并 在 后 来 被 L. Bricker 与 A. Prestel 各 自 独立 地 证 实 . 

设 v 是 域 五 的 一 个 值 群 为 G ARE, H s 是 v 的 一 个 半截 口 .在 集合 已 上 
可 规定 如 下 二 元 关系 ~c: a ~G b, 当 且 仅 当 u(a) - v(b) € 2G. 显然 ，~G ERE È 
上 一 个 等 价 关系 . 对 于 FF 上 一 个 正则 型 9 = (a1,… ,an), 通过 调整 元 素 a1,…, an 
的 位 置 ,可 使 9 ~ q @…@gm, 其 中 qi = (an,… ,aint) 中 任意 两 个 元 素 关于 ~G 
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都 是 等 价 的 ， 而 当 i 关 j 时 ， 4 和 gq; 中 元 素 各 属于 关于 ~G 的 不 同等 价 类 . 

注意 到 ， 对 于 每 个 ae È, as(o(a))-1 € Av \ M。， 从 而 misla) = 
aijis(u(aii))- + My 是 v 的 剩余 域 Fy 中 非 零 元 ，i=1…,m; 记 =1,…, nmi. 对 
Fisl, m, 可 构造 域 及 上 的 如 下 正则 型 : 


q? = (ai18(v(ain))~*, +++ , Qin S(U(ain)) 7), 


且 称 它 们 为 9 AF v 的 剩余 类 型 . 

定理 5.8.1 设 v 是 域 的 一 个 赋值 ， 使 得 剩余 域 F 的 特征 不 为 2, 且 4 = 
nO Om 是 玉 上 正则 型 ， 使 得 qi, q% 为 关于， 的 剩余 类 型 

(1) 车 4 在 己 上 迷 向 ， 则 某 个 gf 在 Fy 上 迷 向 . 

(2) ERN q? TE Fo LÆ, Ho 是 下 的 Hensel Ri, W 9 F LER 
的 . 

证 明 (1) 设 g= (a1,… an), ER ar E Por =1,…,n, 则 下 中 有 不 全 为 堆 的 
FER br, ++, bn, 使 得 》 arb? =0. 令 vaxb2) = min{v(arb?) |7=1,.…,n),1<k< 


r=1 
n, W arb? #0. 不 妨 设 ok ER q 中 出 现 . 此 时 有 》 anslolar)) (bbr)? = 0. 


r=1 
BH qi = (ob ain) i = 1 m, WH tA 1 时 ，v(aijb%) # v(axb?); ds 
v(aij) 一 v(ak) € 2G, 即 aij ~a ar. 从 而 必 有 v(aijb%) > v(axbi) = = v(s(v(ax))b2), B 


is (Vag) (bis, *)? = 0. ra Lal v(ax))~ (bij F= Sorte ak)) *(brbg?)? = 


0. 由 于 v(a) — vla) € 2G, 从 而 有 & E 户 ,使 得 s(v(a1;)) = ston j=1, 
my. 于 是 a1j9(v(ax))~} (bizbg')? = a1g8(v(a13))~ 1(bi56jb;')?, j = 1, +++, ma. an 
brsGgbe* € Avy Fy m 从 而 有 > aysan) byb)? = 0. 这 表明 
j=1 
qi 在 F, 上 是 迷 向 的 . 
(2) $ qi = (an, tin), i = 1,…, m. 不 妨 设 qi 在 Fe 上 是 迷 向 的 ， 则 有 
总 bs € Av, E Faset a15)) "85 € Mu, {E bay +++, bm 不 全 属于 My. 不 妨 


Wi ¢ My. 考察 二 次 多 项 式 f(z) = al1s(v(an)) aap aijs(v(a1;)) 1b? € Asla]. 


BRA 


f(z) = ans(v(an)) lz? — ans(v(an)) 167 
= a118(v(a11))—1(x + b1)(£ — b1) (mod My). 
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注意 到 F, 的 特征 42, 从 而 Ale] 中 多 项 式 d +b A r-bi 是 互 素 的 .由 Hensel 
引 理 知 ， f(x) 在 As 中 有 根 d, 使 得 4= bh. 此 外 ， 由 上 面 讨论 知 ， 有 &; eP, 使 得 


s(v(a1j)) = s(v(ai1))€?, j = 1,…, ni. FÆR s(vlan)) [and 十 Seer = 
1=2 


Fld) =0, B and + Sayl’)? = 0. 因而 q E F EEH, 必然 g 在 上 迷 
j=2 


向 . 证 毕 . 
$ 若 在 上 面 定理 的 叙述 (2) F, WBE v 是 Hensel 赋值 ， 则 由 上 面 的 论证 
仅 能 得 到 


min{v(a1;8(v(aij)) 7*0) |j =1, ++, m}=O<¥ (Beusan) E Gv. 
j=1 
由 此 可 知 ， 存 在 不 全 为 零 的 cu, …, cn € F, 使 得 
min{v(a;c?) | j=1,---,n}<v ($4) E Gv. 
j=1 


定理 5.8.1 表明 , 关于 Hensel 赋值 域 上 二 次 型 的 迷 向 性 的 讨论 可 归结 于 剩余 域 
上 的 相同 问题 . 为 了 借助 于 实 赋值 讨论 二 次 型 的 弱 迷 向 性 , 我 们 还 需要 反映 半 序 和 
实 赋值 之 间 联 系 的 更 进一步 结果 . 

命题 5.8.2 Kv 是 域 的 一 个 赋值 ，< 是 下 的 一 个 半 序 ,使 得 v 的 赋值 
环 Ay 关于 < 是 凸 的 如果 对 于 a, bE F AR g EG, 0 <a, v(a) < 2g < v(b) A 
v(a) # v(b), BA b < a. 

证 明 4 g = v(e), 其 中 ce F, AAW O <b. 由 wv(a) < ol) < v(b) 知 ， 
v(ac™?) < 0 < v(bc™?). 由 于 v(a) A v(b), 从 而 有 如 下 两 种 可 能 情形 : 

情形 1 v(ac™?) <0<wv(bc-?). 此 时 bc-2 e Av, {E ac™? ¢ Ay. 由 于 ac-2 > 0, 
从 而 由 Ay 关于 < WER, be? < ac- 2 BI b< a. 

情形 2 v(ac™?) < 0 < v(bc™?). 此 时 bc-? € Mu, 但 ac-2 ¢ My. 由 命题 5.6.2 
4, My 关于 < 是 凸 的 . 由 此 也 有 bc-? < acm, Bb <a. 证 毕 . 

推论 设 v 是 域 正 的 一 个 赋值 ， 和 是 下 的 一 个 半 序 , 使 得 4, 关于 < 是 凸 
的 ， 如 果 对 于 任意 g1, g2 € Gu, 其 中 gi < 92, 存在 ge Go, EI g1 < 29 < go, Mv 
与 < 相 容 . 特别 地 ， 当 Gu。 是 2- 可 除 的 或 Go ZH, 与 < 相 容 . 

证 明 根据 定义 5.6.2, 由 命题 5.8.2 即 得 结论 . 

下 面 给 出 一 种 适合 弱 迷 向 正则 型 的 局 部 - 整体 原理 ， 它 是 通过 域 的 序 以 及 实 
赋值 的 Hensel 化 来 表达 的 . 
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定理 5.8.3 设 4 是 实 域 尺 上 一 个 正则 型 . 若 g 对 于 下 的 每 个 序 都 是 不 定 的 ， 
且 g 在 下 的 所 有 使 得 G。 关 2G。 的 实 赋值 v AY Hensel 化 上 是 弱 迷 向 的 ， 则 gE F 
上 是 弱 迷 向 的 . 

证 明 不 妨 设 g = (a1,… ,an), 且 假 设 g 在 已 上 不 是 弱 迷 向 的 ,由 定理 5.5.11 
Al, 已 有 一 个 半 锥 P, 使 得 4 关于 P 是 正定 或 负 定 的 .不 失 一 般 性 ， 设 9 RFP 
是 正定 的 . 由 所 设 ，P 是 下 的 一 个 真 半 锥 ， 从 而 是 非 阿 基 米 德 的 ， 由 引 理 5.7.2, 
4(Q,<p) È F 的 一 个 关于 <p 西 的 赋值 环 且 AQ, <r) 4 F. 令 v 是 赋值 环 
AQ, <p) 所 对 应 的 赋值 ， 则 由 命题 5.7.1 知 ，v 是 F 的 一 个 实 赋值 . 

假设 v(oi) € 2G,, i = 1,…, n, WE bi € È, 使 得 v(a) = 2v(bi), i = 1,…， 
n. 此 时 ， qar (abr? ,anba?), H aib? € Ay \ My, i= 1, +++, n 从 而 不 妨 
直接 设 ui € Ay\ My, i = 1,…, n， 由 定理 5.7.3 的 推论 3 和 定理 5.5.6 可 知 ， 
(PN Ay) + My/My 是 剩余 域 Fy 的 一 个 ( 阿 基 米 德 ) 序 ， 由 Baer-Krull 定理 (定理 
5.6.7 的 推论 1) 知 ， 下 有 一 个 正 锥 P, 使 得 v 与 PMA, HP 在 F, 上 所 诱导 的 
正 锥 恰 为 (PN Ay) + Mo/My. 此 时 有 ai € Pi,i= 1,…,n. 于 是 ，g 对 于 下 的 正 
EP 是 正定 的 ， 与 所 设 矛盾 . 因而 vla), …, v(an) 不 都 属于 2G。. 自然 ，G 不 
是 2- 可 除 的 . 

显然 , 陪 集 v(ai)+2G。 中 必 有 大 于 或 等 于 零 的 元 素 ( 即 非 负 元 素 ), i = 1,…, n. 
对 于 ;= 1 …m iE Gi Eh Gy 中 所 有 这 样 的 元 素 9 组 成 的 集合 , 使 得 对 于 任意 自 
然 数 上 以 及 v(ai)+2G。 中 任意 非 负 元 素 v(ai) +291, —v(ai)—2g1 < kg < v(ai)+2g1. 
BR, Gi RFR G。 MOTH, i=1,---,n. 注意 到 ， 序 群 的 全 部 凸 子 群 对 于 
集合 的 包含 关系 组 成 一 个 链 ， 从而， 不妨 设 Gi C Gi, i = 2, …, n. 考虑 商 群 
G = Gu/G1, 则 G 的 序 < 诱导 出 G 的 一 个 序 <, 使 得 9 + Gi < 92 十 Gy, 当 且 仅 
当 g1 < g2 且 91 一 92 4 G1. 同时 ， 可 规定 F 的 一 个 赋值 v1, 使 得 对 于 每 个 ae É, 
vi(a) = v(a) + G1. 此 时 易 知 ， 4u S Av. 由 定理 5.7.4 HI, Ye CYP. 由 于 v 是 
一 个 实 赋值 ， 从 而 Ve A, 即 有 YVE A oO. 这 表明 w 是 下 的 一 个 实 赋值 ， 显 然 ， 
vi 的 值 群 为 G. 此 外 ， 可 断定 : G 不 是 2- 可 除 的 . 事实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 有 某 个 
91 € Gy, 使 得 v(al) — 291 € Gy. & h = maxfu(ai) — 291,291 — v(ai)}, WA h € Gi, 
HO <h. ERB) h- vla) € 2G。, AT h Æ v(a) + 2G, PAR MICR. h Gi 的 构 
造 知 ，2h < h, 即 hg 0. 从 而 h=0. FH, v(ar) = 2g, MA v(a1) + 2G, = 2G,. 
此 时 易 知 ， Gi = {0}. 从 而 G = Gu, 这 矛盾 于 事实 Go 不 是 2- 可 除 的 . 

由 所 设 知 ， 对 于 某 个 自然 数 m, 型 m xg 在 的 Hensel 化 上 是 迷 向 的 . 记 
mx q = (di,… dmn). 注意 到 vi 的 Hensel 化 的 剩余 域 等 同 于 Foa. 从 而 由 定理 
5.8.1 后 的 注 知 ， 有 不 全 为 零 的 cl, …, Cmn E F, 使 得 


min{v;(djc?) | i = 1, ---, mn} < v BOLD (Saa) eG. 


i=1 
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4 vi(dkc?) = min{vi (dic?) | i = 1, +++, mn}, 1 < k < mn, M dye? #0. 由 上 式 
A 


(dk) < vı (« gaear). 


ik 
注意 到 dk € {a1,… an}, 从 而 dk = aj, 1 <j <n. 此 时 有 
v(a) < vila; +p), 
这 里 p= dilag? eP. 
由 此 有 vla) < vlaj +p), H go := v(aj + p) — vlaj) ¢ Gi. 自然 go ¢ Gj. 由 由 
FR Gj 的 构造 知 ， 有 某 个 自然 数 > 以 及 某 个 gl e Gy, 使 得 


0 < v(aj) + 291 < rgo. 
选取 7 是 满足 上 式 的 最 小 自然 数 ， 则 有 
(7 — 1)go < v(a) + 291 < rgo. 


4 r HAR, vlaj +p) = go + vlaj) > go + (r — 1)go — 291 = rgo — 291, 而 
v(aj) < rgo — 291, 其 中 rgo 一 2g1 € 2Gy; 当 r 为 奇数 时 ，w(ajy +p) = go + vlaj) = 
(1 = r)go + (aj) + rgo > (1 — r)go + 2v(a;) +2g1, 而 vlaj) < vlaj) + (v(aj) + 2gi 一 
(r = 1)go) = (1 — r)go + 2v(@;) + 2g1, 其 中 (1 一 7)go + 2v(aj) + 2g € 2Gy. 因此 ， 
总 有 g < Go, 使 得 vlaj) < 2g < vlaj +p). 根据 命题 5.8.2, a; > aj +p. AT 
=p = aj — (aj + p) € P, YA p =0, FJA. 

因此 ， 9 在 域 上 是 弱 迷 向 的 .证 毕 . 

由 定理 5.8.3, 可 以 推导 出 如 下 简便 的 局 部 - 整体 原理 . 

定理 5.8.4 hq 是 实 域 上 一 个 正则 型 . 若 9 关于 下 的 每 个 阿 基 米 德 序 都 
是 不 定 的 , 且 4 在 下 的 每 个 非 浅显 实 赋值 的 Hensel 化 上 是 弱 迷 向 的 , 则 g 在 FF 上 
是 弱 迷 向 的 . 

证 明 由 定理 5.8.3 知 ， 只 须 证 明 : 9 关于 下 的 每 个 非 阿 基 米 德 序 是 不 定 的 . 
设 P 是 下 的 任意 一 个 非 阿 基 米 德 正 锥 ， 由 命题 3.2.3 知 ， 玉 有 一 个 非 浅显 的 实 赋 
fH v, 使 得 " 与 已 相 容 . 令 (K,w) ERER (Fv) 的 Hensel 化 . 由 所 设 知 ，g 在 
K 上 是 弱 迷 向 的 . 由 定理 3.4.6 知 ， P 可 拓展 为 域 K 的 一 个 正 锥 Q. BR, q% 
于 @ 是 不 定 的 .从 而 9 关于 P 也 是 不 定 的 . 证 毕 . 

由 §5.7 中 例 1 可 见 ， 对 于 一 个 实 域 F, F 的 所 有 阿 基 米 德 序 以 及 所 有 与 菜 个 
非 浅 显 实 赋值 相 容 的 半 序 不 可 能 覆盖 半 序 空间 yp. 然而 ， 应 用 上 面 的 局 部 - 整体 
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原理 ， 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 5.8.5 设 下 是 一 个 实 域 , 则 下 的 所 有 阿 基 米 德 序 以 及 所 有 与 某 个 非 浅 
显 实 赋值 相 容 的 半 序 组 成 半 序 空间 Yr 的 一 个 稠密 子 集 . 

证 明 设 Hy(a)N -N Hy (an) 是 Yr 的 任意 一 个 非 空 的 基本 开 集 ， 其 中 
ar, ,an € È. 任 取 Pi € Hy(as)N-+- N Hy(an), MIRI g = (1,a1,… ,an) 关于 
P, 是 正定 的 ， 从 而 9 在 F 上 不 是 弱 迷 向 的 . 由 定理 5.8.4 知 ， 4 关于 下 的 某 个 
阿 基 米 德 序 P 是 正定 或 负 定 的 ， 或 者 9 在 F 的 某 个 非 浅显 实 赋值 v 的 Hensel 化 
(K,w) 上 不 是 弱 迷 向 的 . 当 q 关于 P 是 正定 或 负 定 时 ， 由 于 1 e P, 从 而 ao, 
an € P. 因而 Pe Hy(a) N- N Hy(an). 若 9 在 (Kuw) 上 不 是 弱 迷 向 的 ， 则 由 
定理 5.5.11 知 ，4 对 于 K 的 某 个 半 锥 Q 是 正定 或 负 定 的 . 由 于 1 e Q, 从 而 必 有 
Qal'… ,an EQ. 由 定理 5.7.5 4, RE w 与 Q 相 容 . 于 是 ，v=wlFp 与 QNF 相 
容 , 且 QnRe Hy(a1) nn…n Hy (an). 证 毕 . 


§5.9 Witt 环 


在 本 节 中 ， 我 们 将 针对 特征 不 为 2 的 域 引进 一 个 与 二 次 型 密切 相关 的 交换 
环 一 一 Witt 环 ， 同 时 研究 实 域 的 序 与 该 域 的 Witt 环 的 极 小 素 理想 之 间 的 联系 . 关 
于 Witt 环 的 研究 是 二 次 型 理论 中 一 个 主要 的 组 成 部 分 ， 本 节 所 介绍 的 有 关内 容 仅 
限于 本 书 的 需要 . 

定义 5.9.1 WÈ FEA 2n 维 型 q 称 作 是 双 曲 的 , Æ aar n x (1,-1). 一 个 
2 维 的 双 曲 型 有 时 称 作 双 曲面 . 

定理 5.9.1 域 上 每 个 二 次 型 g 都 有 如 下 分 解 式 : 


q ~r s x (0) Bm x (1, —1) @qa, 


其 中 s, m WIEMER, qa F 上 一 个 反 迷 向 型 . 此 外 , 非 负 整数 s, m 以 及 go 的 
合同 类 是 由 g 惟一 确定 的 . 

证 明 由 命题 5.1.1 可 知 ， ger s x (0) 9q, 其 中 q 是 尺 上 一 个 正则 型 ， 
3 是 一 个 非 负 整数 ， 显 然 ， s = dim(9) - rank(9) 是 由 型 4 惟一 确定 的 ， 注 意 到 ， 
q = 0X (1, 一 1)@q1. 从 而 有 一 个 最 大 非 负 整 数 m, 使 得 qi ~r mx(1, 一 1)@qa, 其 中 qo 
是 忆 上 一 个 正则 型 . 假若 qa 在 下 上 是 迷 向 的 , 则 由 命题 5.1.3 A, qa Xr (1, -1)@o， 
其 中 。 是 下 上 一 个 正则 型 此 时 有 q ~r (m 十 1) x (1,-1) @ 0, 5 m 的 最 大 性 矛 
a. 因而 ， ga HEF ERA, 且 q ~r s x (0) @m x (1,1) 9 qa 

Rik q Xp 8x (0)@m' x (1, -1) Gq, HP m 为 非 负 整数 ,qs 是 已 上 一 个 反 迷 向 
型 . BE m +m, 则 不 妨 设 m <m. 由 Witt HABA, (m—m’)x(1,-1)Oqa Xr 
d 其 中 左 端 是 一 个 迷 向 型 ， 而 右 端 是 一 个 反 迷 向 型 ， 矛 盾 . 因而 m =m. 再 由 
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Witt 消去 定理 有 ， qa er qa WEE. 

在 定理 5.9.1 的 分 解 式 中 , 型 ga 称 作 q 的 反 迷 向 部 分 . 由 上 面 定理 知 , 型 9 的 
反 迷 向 部 分 在 合同 的 意义 下 是 由 q 惟一 决定 的 . 

SUE, 在 域 下 上 的 所 有 正则 型 之 间 引进 一 个 新 的 等 价 关系 一 一 相似 . Beg 和 
o ERF 已 上 两 个 正则 型 若 有 两 个 自然 数 m, n, 使 得 


m x (1,-1) 8q ~F nx (1,1) GQ, 


WW: q 5 o Œ F EW, HICE: qor o 

易 知 ， 相 似 关 系 vr 是 F 上 正则 型 之 间 的 一 个 等 价 关系 .由 相似 关系 ~F 所 
确定 的 等 价 类 称 作 相似 类 . 对 于 FP 上 正则 型 g, 用 [a] 表示 a 所 在 的 相似 类 . 

命题 5.9.2 设 已 是 一 个 域 ， 则 下 列 叙述 成 立 ， 

(1) 对 于 五 的 正则 型 q, 9 ~r 0, 这 里 0 F LEHR, 当 且 仅 当 9 是 双 曲 的 ; 

(2) 对 于 F 的 两 个 正则 型 ge q =r o, 4 HAUK q ~r o, H dim(q) = dim(o); 

(3) 对 于 下 的 每 个 正则 型 g, q ~P qa, 其 中 qa 为 4 的 反 迷 向 部 分 ; 

(4) 在 合同 的 意义 下 ， 每 个 型 的 相似 类 仅 含 有 惟一 的 反 迷 向 型 . 

证 明 根据 定义 , 叙述 (1), (2) 和 (3) 显然 成 立 . 对 于 任意 一 个 相似 类 [a], HAL 
述 (3) 知 ga € (al. BE o HE [a] 中 另 一 反 迷 向 型 , 则 o~r qo. 从 而 mx (1,-1) OQ Sr 
nx (1, 一 1) @ qa, 其 中 m, n 为 自然 数 .根据 定理 5.9.1 中 惟一 性 ， OXF qa. 证 毕 . 

用 W(F) 表示 域 上 正则 二 次 型 的 所 有 相似 类 组 成 的 集合 ， 借 助 于 二 次 型 的 
直 和 与 张 量 积 ， 可 以 在 W(F) 上 规定 两 个 运算 如 下 对 于 [a], lol € W(F), 其 中 9， 
4 是 下 上 正则 型 ， 


la] ® [o] = [a @ o), 
lq 8 [o] = [4 8 d. 


为 证 明 上 面 所 规定 的 运算 是 合理 的 ， 我 们 需要 如 下 简单 事实 . 

引 理 5.9.3 设 g 是 一 个 双 曲 型 ， 则 对 于 F 的 每 个 正则 型 o,g8o 和 0o@g 是 
双 曲 的 . 

证 明 由 命题 5.1.7 知 ， 只 须 证 明 o@ 是 双 曲 型 由 条 件 ， 设 g ee mx 
(1-1), H o =r (a1, an), FEP ai, +- an E È. 由 命题 5.7.1 有 ，@@g er 
m x (e8 (1,—1)) = m x ((a1,—a1) ® ++ ® (an, —an)). 由 命题 5.1.3 的 推论 有 ， 
8q ~r (mn) x (1, 一 1). 证 毕 . 

现在 ， 我 们 来 验证 上 面 所 规定 的 运算 是 合理 的 : 

H la] = [a], E lel = [o1], W a ~r a, H o~r a. Mia qO H ~r q O He 
E 00 Hs ~r o1 O Ha, XE H; Æ F EMM, i=l, 2,3,4. 根据 命题 5.1.7, 有 
下 面 关系 式 : 
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(q@ 0) ® (H1 © H3) ~r (qı © 01) © (H2 $ H4), 
(48 0) © (49 Hs S Hı Q29 H1 O Hs) ~r (qı O01) B (qı @ He H2 O 01 H2O Ha). 


显然 , HiOHs 和 HoH, 都 是 双 曲 型 . 此 外 , 由 引 理 5.9.3 知 , 9@ Ha@H18o@H1@Hs 
与 g © Hs@ H2 Q o © Ha O Ha 也 都 是 双 曲 型 . 从 而 有 [9@o] = [a S o], B 
uOe = [fo Sa). 这 表明 上 面 所 规定 的 运算 是 合理 的 . 

命题 5.9.4 对 于 上 面 所 规定 的 运算 © 与 @, 集合 W(F) 组 成 一 个 有 单位 元 
((1)] 的 交换 环 . 

证 明 由 命题 5.1.7 可 知 ，W(F) 对 于 四 和 外 组 成 一 个 有 单位 元 [(1)] 的 交换 
半 环 ， 且 它 的 零 元 为 [0], 这 里 0 是 F 上 和 零 维 型 . 此 外 由 引 理 5.9.3 知 ， 对 于 任意 
非 零 的 [a] € W(F), g@ ((-1) 84) ~r (1,-1) 9q ~r 0. ATH [a] e [(-1) 8q] = 
[(1, 一 1) @ q] = [0]. 因此 ，W(F) 是 一 个 交换 环 ， 证 毕 . 

定义 5.9.2 命题 5.9.4 中 的 交换 环 W(F) 称 作 域 BY Witt 环 . 

例 (1) HF EAHA. dent, F= .因而 ,对 于 下 上 任意 正则 型 q, 
4 SR (1,1,… ,1). 注意 到 ， (1,1) =p (1, 一 1). 于 是 ， 当 dim(q) 为 偶数 时 ，g ~ 0; 
而 当 dim(q) 为 奇数 时 ，g ~P (1). 从 而 [a] = [0] BE [(1)], 即 有 WCF) = {(0}, [(1)]}- 
显然 ， 映射， [q] 一 * dim(g) +22 是 Witt 环 W (F) 到 剩余 环 Z/2Z 的 一 个 同 构 . 

(2) 设 R 是 一 个 实 闭 域 ， 则 R= R?U 一 RR， 此 时， 对 于 RR 上 任意 正则 型 q， 
q ~r (1,1,… 1, 一 1, 一 1,… ,一 1). 用 sgn(q) RRE qg AFER R 的 符号 差 . 显 
然 ，4 是 双 曲 的 ， 当 且 仅 当 sgn(9) = 0. 从 而 易 见 ， 映 射 。 [gq] 一 ' sgn(q) 是 Witt 
环 W(R) 到 整数 环 Z 的 一 个 同 构 . 

H [a] E W(F). 对 于 任意 € [a], 有 ee@ Hi ~r qO Ho, KH Hi A Ha 都 是 双 
曲 型 ， 由 此 有 dim(e) + 2Z = dim(q) +22. 据 此 ， 可 得 W(F) 到 剩余 域 Z/22 的 一 
个 满 同 态 上 图 一 dim(g) +22. 易 知 ， 同 态 核 为 


T= {lg] | dim(9) 为 偶数 }. 


显然 ，T 是 W(F) 的 一 个 极 大 理想 .该 理想 工 称 作 Witt 环 W(F) 的 基本 理想 . 

命题 5.9.5 设 p 是 W(F) 的 一 个 素 理想 则 W(F)/p=Z RK Z/(p), 其 中 
为 某 个 素数 ， 9 为 W(F) 的 基本 理想 ， 当 且 仅 当 [(1,1)] € p- 

证 明 对 于 每 个 a € F, (1,a)@(1,-a) ~r (1 —a?, a, —a) = (1,—a?)@(a, ~a) ~F 
(1,~1) ® (1, -1) ~r 0. ATA [(1,a)] ® [(1,-a)] = [0] € p. 由 于 p EKEN, 从 
而 ((1,a)] € p 或 [(1,—a)] € p. 由 此 有 ， [(o)] = [(1)] (modo), 或 者 [(a)] = [(-1)] 
(mod p). 

fe Z 8) W(F)/p 的 如 下 映射 : 
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$: nox(D+p, nez. 


it [a] € W(F), H q =r (an ,ar), 其 中 ai€ Èisd, r 由 上 面 讨论 
知 ， 图 = [(a1,… ,ar)] = [(+1, 1, --- ,£1)] = [n x (1)] (mod p), 其 中 为 整数 . 
这 表明 : 映射 $ 是 一 个 满 射 进一步 可 验证 $ 是 一 个 环 同 态 ， 由 环 同 态 基本 定理 
知 ，W(F)/p 衬 Z/J, 其 中 J 是 9 的 同 态 核 ， 注意 到 ，J 必 为 Z 的 素 理想 ， 从 而 
J = {0} 或 了 = (p), RP p HETRRM Aili W(F)/p =Z 或 Z/(p). 

设 了 为 WF) 的 基本 理想 . 若 p = 1, 则 显然 有 [(1,1)] € p， 反 过 来 ， 设 
{(1, 1)] € p, W [(1)] = [(-1)] (mod p). 由 上 面 讨论 知 ， 对 于 每 个 ae F, [(a)] = [(1)] 
(modo). 于 是 ， 对 于 任意 [q] € I, n := dim(q) 为 偶数 .从 而 la) = [n x (1)] = [0] 
(mod p). 因而 ， 了 TC 9. 由 了 的 极 大 性 知 ，p = 1. 证 毕 . 

定理 5.9.6 若 域 F 不 是 实 域 ， 则 基本 理想 了 是 W(F) 的 惟一 素 理想 . 

证 明 假设 W(F) 有 一 个 不 同 于 工 的 素 理想 p. 由 命题 5.9.5 知 ， [(1,1)] ¢ p. 

考虑 F WM FER: 


P = {a € È | {(a)] = ((1)] (mod p)}. 


显然 ， 已 .已 S P. 由 命题 5.9.5 的 证 明知 ， 户 = PU-P. WE PA-P 4 4, WA ae 
PO-P. 从 而 [(a)] = [(1)] = [(—a)] (mod p), 即 有 [(1,1)] = [(a, —a)] = [0] (mod p). 
于 是 [(1,1)] € 9, 矛盾 . Al, PO-P=¢. 此 外 ,可 断言 P+PCP. 事实 上 ， 如 
GARR, NA a, beP, 使 得 a 十 b# P. 此 时 a+b 关 0; 否则 ae Pn-P. 从 而 有 
a+be -已 由 于 a+be Dr((a,b)), 从 而 由 命题 5.1.5 %1, (a,b) ~r (a+b, (a+b)ab). 
BM, (a+ bab e —P. 从 而 有 [(1,1)] = [(a,b)] = [(a + b, (a +b)ab)] = [(—1, -1)] 
(mod p), RÆ [(1,1)] ® [(1, 1)] = [(-1, -1)] © [(1, 1)] = [(-1,-1,1,1)] = [0] (mod 
p). 由 此 有 ，[(1,1)]@[(1,1) = [(1,1)]@[(1,1)] € p. 由 9 的 素性 可 得 ，[(1,1)] € p, 
FE. 这 表明 P+PCP. 

因此 ， PU {0} HR F DER, FAFA: 下 不 是 实 域 .证 毕 . 

设 P ÈR F 的 一 个 正 锥 ， 即 Pe Ap, Hla) © W(F). 对 于 任意 ee l, 有 
09 Hı xr qO Ho, HH Hi 和 Ho RENHA. 从 而 型 oH 和 4 @ He 关于 正 
锥 已 具有 相同 的 符号 差 ， 即 sgnp(e @ Hi) = senp(q @ H). 注意 到 sgnp(Hi) = 
sgnp(H2) = 0, 从 而 有 sgnp(o) = sgnp(q)， 因 而 ， 可 规定 W(F) 到 Z 的 一 个 映 
St sgnp: 图 一 ' sgnp(q), la] € W(F). 显然 ，sgnp 是 一 个 环 的 满 同 态 ， 且 同 态 
核 ker(sgnp) 为 W(F) 的 一 个 素 理想 . 下 面 的 定理 表明 ， 这 样 所 得 的 同 态 核 恰好 为 
W(F) 的 全 部 极 小 素 理想 . 

定理 5.9.7 B FEDER, 则 存在 一 个 从 Xr 到 人 W(F) 的 所 有 极 小 素 理想 
的 如 下 双 射 : 


EENT: Pr ae 
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Pr ker(sgnp), P €r, 


这 里 sgnp 表示 由 正 锥 P 所 确定 的 W(F) 到 Z 的 满 同 态 . 

证 明 设 p 是 三 (的 任意 极 小 素 理想 ， 则 必 有 AL, AE I X WF) 的 基 
本 理想 .由 定理 5.9.6 的 证 明知 ， Po := {a € F | [(a)] = [(1)] (mod p)} u {0} 是 
下 的 一 个 正 锥 .显然 ， ker(sgnp,) Cp. 由 9 的 极 小 性 ， 9 = ker(sgnp,). 这 表明 
W(F) 的 每 个 极 小 素 理想 都 具有 形式 ker(sgnp), P E Xr. 

现 证 明 ， 对 于 每 个 P € Xp, ker(sgnp) YH W(F) 的 极 小 素 理想 .由 于 每 个 
素 理想 必 包 含 一 个 极 小 的 素 理想 ， 从 而 有 WF) 的 一 个 极 小 素 理想 p, 使 得 p 5 
ker(sgnp). 由 前 面 的 讨论 知 ， p = ker(sgnp,), 其 中 Py € Xr. 从 而 ker(sgnp,) C 
ker(sgnp). Hae Pi H a #0, W sgnp,((-1,a)) = 0, Bh [(—1,a)] € ker(sgnp,) G 
ker(sgnp). 从 而 sgnp((—1,a)) = 0. 这 表明 ae P. 因而 Pi CP, WRAP, =P. 于 
是 ker(sgnp) = p Æ W(F) 的 极 小 素 理想 . 

再 设 ker(sgnp,) = ker(sgnp,), 其 中 Pi, Pz € Xr. 由 刚才 的 论证 知 ， P= Pr. 
因此 ， 上 面 定理 成 立 . 

设 下 是 一 个 实 域 ， 对 于 每 个 加 < W(F), 可 规定 Xr 到 Z 的 如 下 映射 : 


sgn((q]):_ P— sgnp((q]) = sgnp(g), Pe Xr. 


这 样 的 一 个 映射 solla) 称 作 (a) 的 全 符号 差 
命题 5.9.8 全 符号 差 sgn(Ig]) 是 序 空间 Xe 到 Z 的 一 个 连续 映射 ， 其 中 忆 补 
RFR ‘ 
证 明 不 妨 设 9 = (a1,… pan), 其 中 au + an € È. AF REZ, HATE HK 
EORI n LEIER, MEAR sealla) (K) = 0; 2 HE 是 0 到 之 间 的 一 


个 整数 7, 则 易 知 
sgn([q])~"(k) = UH (ai, air 一 ar 一 at) 


这 里 入 …irirt1…in 取 遍 足 标 1,…, n 的 所 有 不 同 的 排列 证 毕 . 
用 C(Xp, Z) RAM Xr 到 也 的 全 部 连续 映射 组 成 的 集合 . 对 于 f, 9 € C(XF,Z)， 
可 按 如 下 方式 规定 它们 的 和 与 积 : 
f+g: Pr f(P)+g(P), 
fg: Po f(P)-9(P). 
对 于 任意 上 e Z, BIR (f +g) (k) = U FM) Ng *(k—m)) 是 Xr 的 一 个 
FR. 从 而 f +g ECF, Z). 4k AOR, (fg) (k) = U (f-m) ng (km) 


mlk 
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Xp 的 开 集 ; 当天 = 0 时 ， (fg) (k) = £70) Ug (0) 为 Xr 的 开 集 于 是 
fg € C(Xr, Z). 因而 由 上 面 的 规定 ， C(Xr,Z) 具有 加 法 与 乘法 这 两 个 运算 ， 通 过 
常规 的 验证 可 知 ， 对 于 所 规定 的 运算 ， C(XF,Z) 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ， 其 零 
元 为 像 便 为 零 的 常量 映射 . 

通过 全 符号 差 ， 我 们 可 以 得 到 环 W(F) 到 C(XF,Z) 的 如 下 同 态 : 


sgn: [q] — sgn({ql), [ql € W(F). 
BR, son 的 同 态 核 为 


ker(sgn) = {[q] | 对 于 每 个 P € Xr, senp({q)) = 0} = PN, ker(sgnp). 


由 定理 5.9.7 知 ， ker(sgn) 恰 为 W(F) 的 全 体 极 小 素 理想 的 交 ， 自 然 也 等 于 W(F) 
的 全 体 素 理想 的 交 ， 因 而 ker(sgn) = Nil(W(F)). 这 里 Nil(W(F)) 为 环 W(F) iik 
零 根 ( 即 小 根 ). 

下 面 研 究 询 零 根 Nil(W(F)) 中 元 素 ( 即 环 WF) PREET) 的 特征 . 

引 理 5.9.9 设 域 F 不 为 实 域 ， 则 NW F)) = 了 ,这 里 了 为 W(F) 的 基本 理 
想 ， 且 对 于 某 个 自然 数 n, 2"W(F) = {[0]}. 

证 明 由 定理 5.9.6 即 知 ，Nil(W(F)) = 了. 此 时 ，[(1,1)] € Z= Nil(W(F)). 因 
而 有 自然 数 nn 使 得 [(1,1)] n WH [(1, 1)]@---@[(1, 1)] FF [0], BH 2"((1)] = [0]. 
由 于 [(1)] 为 WF) 中 单位 元 ， 从 而 2"W(P) = {[0]}. 证 毕 . 

引 理 5.9.10 ka 是 域 尺 上 一 个 反 迷 向 型 ， 而 在 域 F(Vd) 上 是 一 个 双 曲 型 ， 
HF deF, W aar (1,-d) 90, EF o Æ F E-AN. a, g~r 一 dg. 

证 明 BR, vdgF. 不 妨 设 g= (a1,… ,an), Ha e È, i= l,o, n h 
于 9 在 F(Vd) 上 是 双 曲 的 ， 从 而 4 在 F(Vd) 上 是 迷 向 的 .因而 有 不 全 为 零 的 元 
K ay, +++, an € F(Vd), 使 得 Saat =0. Fa = + Vd, HHH bi, c € F, i = 


1, < ym, W bi, ===, ba 和 cn, … cn RENS, AA 
Sal +d) tava adie =o. 


i=1 
由 此 有 ad o? + de?) =0, Baba =0. 


由 于 4 在 F 上 是 反 迷 向 的 ， 从 而 由 上 面 第 一 AGRA, w = (by,… ,bn) 和 
= (cu ,Cn) 都 是 F LAPS n 维 行 向 量 . 此 外 ， 可 断言 (a1b1,… ,anbn) 和 
人 ,anmcn) 在 F 上 线性 无 关 ， 事 实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 有 非 零 元 e e F, 使 得 


WED 
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aibi = eaici, 即 bi = eci, i=1, +++, n. 由 上 面 第 二 个 等 式 有 e > aic? = 0, 矛盾 于 4 


i=1 
E F bt. 
考虑 域 上 如 下 线性 方程 组 : 
abizl 十 … 十 anbnzn = 0, 
alclzl 十 … 十 ancnZn 一 0. 


由 线性 方程 组 理论 ， 上 面 方程 组 在 F 中 有 n 一 2 个 线性 无 关 的 解 us,…, un. 如 
Bua 可 由 ug, +++, Un 线性 表 出 ， 即 uz = esus +--+ enun, 其 中 es,…, en € F, W 


Yo aie? = (mci, ,anen)(eaug +: :+enun) = 0, FIA. 从 而 u2, us, +++, Un TE F E 
i=l 

是 线性 无 关 的 . 再 如 若 u 可 由 uz，…, Un 线性 表 出 , 即 ur = ezu2++… 二 enun, 其 中 
ea °°, en E F, I D aib? = (arbi, ,anbn)(e2ud +--+ enun) = e2 9 aibici =0, 


isl i=l 
矛盾 .因此 ， u, un 在 下 上 线性 无 关 . 
令 4= (uff, uT), W A Æ F EnA. h LEGTA, 


其 中 由 = 》 aib?, = aic, H BÆ FEA n-2 RW. h EER 


i=1 i=1 

知 dı = —ddz, 从 而 有 9 ~F (—ddo, d2) @ q1, 这 里 q 是 矩阵 为 B 的 (n — 2) 维 型 . 
注意 到 (-dd2,d2) Speya (1, 一 1). 从 而 由 所 设 可 知 ， qu EF LERE, E 
F(Vd) 上 是 双 曲 的 . 借助 于 归纳 假定 ， 有 a ~r (1,-d) 8 a1, 这 里 o 是 尺 上 的 一 
个 型 . 此 时 ， gœr (1,-d) 8 ((d2) @ 01). 因而 ， 引 理 中 第 一 个 断言 是 成 立 的 . 

此 外 , 由 g =r (1,—d)@o HB, -dg =F (—d)@((1, -d)@0) ~F (—d,d?)@0 xr 
(1,-d) @ o ~r q. 证 毕 . 

定理 5.9.11(Pfister) i F AKR, q Æ F L—PEMA, N FARGE: 

(1) 图 Æ W(F) 中 等 零 元 ; 

(2) 对 于 每 个 Pe Xp, sgnp(g) = 0; 

(3) a 在 下 的 每 个 实 闲 包 上 是 双 曲 的 ; 

(4) 对 于 某 个 自然 数 n, 2" x q ~r 0; 

(5) 对 于 某 个 自然 数 m, m x q ~r 0. 

证 明 “(1) — (2)” KAFHR: Nil(W(F)) = ker(sgn). MEKA “(2) => 
(3)” LAR “(4) => (5) 二 (2)” 是 显然 的 ， 只 剩 下 证 明 “(1) = (4)”. 
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设 回 是 W(F) 中 短 零 元 . 假设 对 于 每 个 自然 数 n, 2" x 9 与 零 维 型 0 在 上 
不 相似 .由 Zorn 引 理 可 知 ， 在 F 的 代数 闭 包 中 ， 存 在 下 的 一 个 极 大 扩 域 K, 使 得 
对 于 每 个 自然 数 n, 2" xq 与 0 在 K 上 不 相似 . 由 引 理 5.9.9 知 ，K 是 一 个 实 域 . 
如 车 K = K?U 一 K?, WAR 9 ~K s x (1), 其 中 s 为 整数 .注意 到 ， K? 是 天 的 
(惟一 ) 正 锥 ， 从 而 P= KNF E F HAER. 由 叙述 (2) 知 ，sgnp(q) =0. 由 
此 有 s = sgnkz(s x (1)) = sgnk2(q) = sgnp(q) = 0. 这 表明 q ~r 0, FIE. MT, 
K #4 K?U—K?, HA ac K, 使 得 a ¢ K7U-K?. 由 KK 的 极 大 性 ， 存 在 自然 数 m， 
使 得 2” x q ~rtva 0 这 里 d= ta. 

令 0=2m xg, 且 0 为 它 在 KK 上 的 反 迷 向 部 分 则 gr ~ra e~ktva 0, 即 
er EIR K(Vd) 上 是 双 曲 的 . 由 引 理 5.9.10, o x (-d) @ 0%, XE d= +a. 此 时 ， 
2xe~k 2x g Xk (a) Bo B(-a) @ o* ~x (a, —a) Q 0° SK (1,-1) @o* ~k 0, 与 
K 的 选取 矛盾 ， 因 此 ， 对 于 某 个 自然 数 n, 2" x g ~F 0. 证 毕 . 

剩余 环 W(F)/Nil(W(F)) 称 作 域 F 的 既 约 Witt 环 ， 且 记 作 W(F)rea. 由 环 同 
态 基本 定理 ， 我 们 有 一 个 从 环 W(F)ea 到 CXF, Z) 的 如 下 嵌入 ， 


[a] + Nil(W(F)) 一 sgn([q]). 


记 d= dim(q), 且 1 是 环 C(Xp,Z) 中 单位 元 ， 即 1 是 像 恒 为 1 的 常量 映射 . 
于 是 ， 对 于 每 个 Pe Xp, (sgn([q]) - di)(P) = sgnp((q]) — d = senp(q) -de 2Z. 从 
而 sgn([q]) - di € C(Xr, 22), Bh sgn([lq]) € di + C(XF,2Z) CZ-i+ C(4r,2Z). A 
此 ， 上 面 的 嵌入 实际 上 为 W(F)rea PFI Z-14+C(Xp,2Z) MRA. 换言之 ， 
同 态 sgn 的 像 包含 在 子 环 Z-1+ C(%p,2Z) P. 
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在 本 章 中 ， 将 介绍 和 讨论 几 种 重要 的 实 域 与 序 域 ， 这 些 域 具有 特殊 的 重要 性 
质 . 关于 这 些 特 殊 实 域 与 序 域 的 研究 不 仅 促使 实 域 理论 的 深化 , 同时 也 丰富 了 一 般 
域 论 和 二 次 型 理论 . 


§6.1 SAP 域 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 研究 一 类 特殊 实 域 一 SAP 域 ， 从 而 得 到 这 类 实 域 的 许多 
特性 , 研究 的 结果 表明 , 这 类 实 域 恰 好 是 定义 5.5.8 中 所 说 的 满足 弱 Hasse 原理 (BI 
WH) 的 域 . 

在 给 出 SAP 域 的 定义 之 前 ， 我 们 先 考察 实 域 的 序 空间 的 两 个 不 相交 子 集 的 分 
离 情况 ， 设 是 一 个 实 域 ， 4 和 B 是 序 空间 Xr 的 两 个 子 集 ， 如 果 有 ac È, 使 
{8 AC H(a), {E B C H(-a), BAP A Al B 可 被 元 素 a 分离, 或 简称 4 和 B 可 
分 离 . 

Æ A = {Pi}, H B = {Po}, St Pi A Po, MRF a € Pi \ Po, AM BR 
a 分离 . HA={P,}, B= {P2, Ps}, HANB=¢, WhM AHH, {P} 和 
{Po} 可 被 ! 分 离 , H {Pi} 和 {Ps} 可 被 c 分 离 , HEH b, ce P. 4 bg Py cg P 
Bt, AM BAR Rc HRW. YEP Ace Pit, AM BAR be HR. 若 
A = {Pi,P2}, B= {P3,Ps}, HAN B=, WHRIAH HEM, {Pi} MB BHD 
分 离 ， 且 {Po} 和 B 可 被 c< 分 离 , He bce Fk. 4beRRce Ph, AMB 
可 被 上 或 < 分 离 ; 4b¢PR AcE Ht, AM BAR -be 分离 . 

然而 ， 下 面 的 例子 表明 : 在 一 般 情 况 下 ， 不 可 能 把 一 个 正 锥 和 另外 三 个 相 异 的 
正 锥 分 离 . 

例 i F = R((x))((y)) 是 实数 域 R EMA RBR. F 的 每 个 正 锥 惟一 地 
由 元 素 > 和 y 的 符号 惟一 确定 .从 而 Xr] = 4, 即 Xp = (Pi, Po, Ps, Pa}. 假若 
{Pi} 和 (Pa, Ps, Pa} 可 被 a 分离 ,其 中 ae E. 容易 证 明 P= UzF?, 其 中 2 pui 
{ 士 1, +2, ty, ty} 中 八 个 元 素 . 从 而 对 于 某 个 z1 € (41,42, ty, try}, a € 2 F?. 此 
时 , 显然 {及 } AI (Po, Ps, Pa} 可 被 z1 分 离 . 然而 , 可 逐一 地 验证 :{ 士 1, +r, ty, ry} 
中 任意 一 个 元 素 都 不 可 能 分 离 { 己 } 和 (Po, Ps, Pa}. 所 导致 的 矛盾 表明 ， {P1} 和 
{P2, Ps, Pa} 是 不 可 能 分 离 的 . 

现在 ， 我 们 给 出 SAP 域 的 定义 如 下 . 

定义 6.1.1 设 下 是 一 个 实 域 . 如 果 序 空间 Xr 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 子 集 都 
可 分 离 , 那么 称 F 是 一 个 具有 强逼 近 性 质 的 域 . 此 时 , 常 简称 FF 是 一 个 SAP 域 . 
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显然 ， 实 闭 域 是 SAP 域 . 更 一 般 地 ， 由 上 面 讨论 知 ， 每 个 满足 |Xr| < 4 的 实 
域 是 SAP 域 . 然 而， 上 面 例子 中 的 实 域 不 是 SAP 域 . 

通过 拓扑 学 知识 ， 容 易 建 立 下 面 结 果 . 

命题 6.1.1 对 于 一 个 实 域 F, 下 列 叙述 等 价 : 

(1) 下 是 一 个 SAP 域 ; 

(2) 在 序 空间 Xr 中 , FÆ X= {H(a) |a € F} 对 于 有 限 交 是 封闭 的 ， 即 KH 是 
Xp 的 一 个 基 ; 

(3) Xp 的 每 个 既 开 又 闭 的 子 集 属于 H. 

证 明 (1) = (3): RWB Xr 的 一 个 既 开 又 闭 的 子 集 , 则 W 和 Xp \W 
是 Xr 的 不 相交 的 两 个 闭 子 集 ， 由 叙述 (1) HI, 有 a © È, 使 得 W c H(a), 而 
Xp\W CH(~a). 此 时 显然 有 ，W = H(a) en. 

(3) = (2): 注意 到 ，Xt 中 任意 有 限 个 成 员 的 交集 是 Xr 的 既 开 又 闭 的 子 集 . 
FABLE (3) $81, SLB (2) 成 立 . 

(2) = (1): A A B 是 Xr 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 ， 则 Xp \4 是 开 子 
R, ABC Ap\ A. HRE (2) A, H 是 序 空间 Xr 的 一 个 基 ， 从 而 对 于 每 
个 Pe B, 有 Hp eH 使 得 Pe Hp C Xr \Ah 于 是 有 B 的 一 个 开 复 盖 : 
BC FP 由 定理 1.5.3 知 ， Xr 是 一 个 Hausdorff 紧 空间 ， 从 而 闭 子 集 BE 


Xp 的 一 个 紧 子 集 ， 于 是 ， 存 在 有 限 个 Po Pa € B, BC Ü He. 记 
Hp, = Ha), HP a € Bi = yn. 此 时 易 知 ，AC H(-a) NN H(-an), 
且 BN H(-a1)N---NH(-an) = G. 再 由 叙述 (2) Ml, H(—a1)N---M H(-an) € H, 
即 有 ae È, 使 得 H(—a1) 0-H (—aq) = H(a). 从 而 ，4 和 已 可 被 分离 证 
毕 . 

现在 ， 我 们 可 以 给 出 SAP 域 的 如 下 刻画 性 质 . 

定理 6.1.2 设 亚 是 一 个 实 域 ， 则 下 列 叙述 等 价 ， 

(1) 是 一 个 SAP 域 

(2) Xe 中 任意 一 个 正 锥 和 不 包含 这 一 正 锥 的 所 有 闭 子 集 可 分 离 

(8) Xp 的 任意 两 个 不 相交 的 有 限 子 集 可 分 离 

(4) Ap 的 任意 一 个 非 阿 基 米 德 正 锥 和 其 他 任意 三 个 非 阿 基 米 德 正 锥 可 分 高; 

(5) 对 于 下 的 每 个 实 赋值 w |G。/2G,| < 2, 且 当 |G,/2Gs| =2 时 ，|XF,|=1; 

(6) Xp = Ye; 

(7) F 满足 WH. 

证 明 论证 途径 为 ， (0 一 D = (9 =H) 一 (6) 二 (7) 一 (0 以 及 
D= G) 一 4). BR, ARAR 0) = 2) 一 a" 和 “GD) 一 (3) 一 4)" 
RE 


§6.1 SAP sk 171 


(6) = (7): 由 定理 5.5.12 即 知 . 

(4) = (5): BGR (5) 不 成 立 ， 则 有 如 下 两 种 情况 : 

情况 1 对 于 下 的 某 个 实 赋值 v, |Gu/2Gu| > 4. 对 于 ge Gu, 记 5=9+2Gue 
Gu/2Gu. & B= {Gr, G2, +++} 是 G。/2G。 作为 域 Z/2Z 上 向 量 空间 的 一 个 基 ， 且 设 
了 是 Gy/2G, 到 Xp, 的 任意 一 个 取 定 的 常量 映射 . 

按 如 下 条 件 定义 Hom(Gu/2Gu, {1, 一 1}) 中 四 个 特征 标 oi, i = 1, 2,3, 4: 


设 s 是 赋值 v 的 一 个 半截 口 .由 定理 5.6.6 和 定理 5.6.7 知 ， P% e 如 = 1， 
2,3, 4. 此 时 可 断定 ， P": 和 {P",P"a,P"} 不 能 分 离 ， 事 实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 有 
ac È, ae PY, ii ae P“, i=2, 3,4. 

S va) = mig + nage + D> nag, 这 里 》 对 基 B ABR ga A go 外 的 其 他 元 素 

9 
5 求 和 ， 则 
aa) = o4(91)™ + o4(G2)", i=1, 2,3,4. 
根据 引 理 5.6.5 知 ， 
a € P” <=> as(v(a))~10;(91)™ o1(G2)"? + Mv € Po, 


这 里 Po = P(0) € Xr,, i = 1, 2, 3, 4. 
令 5=as(v(a))-1. 注意 到 ，ma, na € {0,1}. 从 而 , 我 们 有 如 下 表 中 四 种 可 能 . 


(m,n2) aep” 

(0,0) b+ Mu € Po b+ Mu ¢ Po 
(1,0) b+ Mv € Po b+ Mv € Po 
(0,1) b+ Ms € Po b+ Me € Po 


(1,1) b+ Mv € Po b+ Mo ¢ Po 


由 上 面 可 见 ， 每 种 情形 (每 一 行 ) 都 产生 矛盾 ， 因 此， Po 和 {P Pr, po} 
不 能 分 离 ， 即 叙述 (4) 不 真 . 

情况 2 |G./2G,|=2, H Fo 至 少 有 两 个 不 同 正 锥 Pl 和 Pr. Bt, G,/2G, = 
{0,3}, 其 中 ge Gu, 但 g ¢ 2Gy. 从 而 Hom(G。/2G,,{1, 一 1}) 中 有 两 个 特征 标 o1 
和 02, 使 得 o1(9) = 1, 而 o2(9) = 一 1. $ Pi 是 Go/2G 到 Xr, 中 值 为 P; 的 常量 函 
BM, i=1,2. 

设 s 是 v 的 一 个 半截 口 . 由 定理 5.6.6 和 定理 5.6.7 A, P7 E Xg i j=l, 2 假 
KPT M {P PI, PY} 可 分 离 , WE a c 到 ,使 得 ce PT ,但 -ae PT P3’, P3. 
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4 vla) = ng, 其 中 n=0 或 1, 则 oi(v(a)) = 91(9)", i =1, 2. 
4 b= as(v(a)) t, 根据 引 理 5.6.5, 有 


ae PH > boi(g)"+ MEP), 1,9 =1,2. 


4n=ORt, ae PY' 表明 b+ My, € P, Mi -ac Pr? 表明 b+ My ¢ Pi, FR. 当 
n=18t, —ae PS RIH b+ My ¢ Po, ii -a © P3 表明 b+ Mo E€ Po, FR. 
因而 ， PT 和 {PI Pz, P22} 不 能 分 离 ， 即 叙述 (4) PA. 

RMELMNIE, HERR “(4) = (5)” 成 立 . 

(5) = (6): 设 叙述 (6) AH, Bl Xr # Yr, 则 由 定理 5.5.12 A, Ha, be F, 
使 得 型 9 =< 1,a,b, —ab > 在 上 不 是 弱 迷 向 的 .由 于 9 关于 F 的 每 个 序 都 是 不 
定 的 ， 从 而 由 定理 5.8.3 知 ， F 有 一 个 实 赋值 w HG 2G. + Gy, E q Œ (F, v) 的 
Hensel 化 (K,w) 上 不 是 弱 迷 向 的 .再 由 定理 5.5.12 BI, Xk AYR. 由 定理 5.7.6 
Ml, 4 |Gw/2Gw| =2 时 ，|XF。| 关 1. 由 于 (K,w) 是 (Fv) 的 直接 扩张 ， 从 而 可 认 
Æ Gu = Gy H Fy = Fy. HATA |Gy/2G,| > 2, 且 当 |Go/2Gu|=2 时 ，|xp| 关 1. 
这 表明 ， 叙述 (5) 不 真 . Alt, MAK “(5) 一 > (6)” 获 证 . 

(7) => (1): 根据 命题 6.1.1, RINER: 对 于 a, be È, Ace F, 使 得 Hlan 
H(b) = H(c). 此 时 ， Bq =< 1,a, —b,ab > 关于 下 的 每 个 序 都 是 不 定 的 ， 由 叙述 
(7) 知 ，4 在 上 是 弱 迷 向 的 . 根据 命题 5.5.9, SF 中 有 不 全 为 零 的 sl, sz, ss 和 sa, 
使 得 


81 十 as2 — bss+absa = 0. 


& c= asz + abs, = bs3 — sı. 4c # 0R}, BM H(a)NH(b) = H(c); 4 c= 0 {E 
sg FORT, be Sp, 从 而 H(a) N H(b) = H(a); 4 c= s3 =0 Rf, sı 一 0. 从 而 
s4 #0, 进而 be -SF. 于 是 H(a)N H(b) = Ø = H(-1). 至 此 定理 获 证 . 证 毕 . 

根据 上 面 定理 以 及 定理 5.5.7 的 推论 2 知 ， 有 理 数 域 Q 的 任意 实 代数 扩张 都 
是 SAP 域 .此 外 ， 由 上 面 定理 ， 可 进一步 得 到 下 面 的 结论 . 

定理 6.1.3 设 下 是 一 个 实 域 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) 下 是 一 个 SAP 域 ; 

(2) 半 序 空间 Ve 中 任意 两 个 不 相交 的 闭 子 集 可 分 离 ; 

(3) Yr 中 任意 一 个 半 锥 和 不 包含 该 半 锥 的 所 有 闭 子 集 可 分 离 ; 

(4) Yr 中 每 个 真 半 欠 和 其 他 任意 两 个 非 阿 基 米 德 正 锥 可 分 离 . 

证 明 显然 ， 蕴 含 关系 “(2) = (3) 一 > (4)” 成 立 . 

(1) => (2): 由 定理 6.1.2 知 ， Yr = Xr. 此 时 ， 由 定义 6.1.1 FI, BGR (2) 成 


(4) = (1): RLE (1) 不 成 立 ， 则 由 定理 6.1.2 知 ,定理 6.1.2 PRG (5) 不 成 


kadi 
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立 ， 从 而 有 如 下 两 种 可 能 情况 : 

情况 1 对 于 三 的 某 个 实 赋值 v, |G。/2G,| >4. A, W B= {01,92,---} 是 
Z/2Z 上 向 量 空间 Gu/2G。 的 一 组 基 , 令 万 是 Gu/2G。 到 Xr, 的 任意 一 个 常量 映射， 
E o2, o3 € Hom(G,/2G,, {1, —1}), 使 得 cz( 责 ) = 03(92) = 1, o2(G2) = 3(91) = —1, 
而 对 于 B 中 除 页 和 go 外 的 其 他 元 素 5, 02(9) = 03(9) = 1. 对 于 每 个 7 € Gu/2Gu, 
7 可 惟一 地 表 为 7 = kigi + kge +Y kog, 其 中 》 对 B PRR gi AM go 外 的 其 他 


9 

元 素 GRA, H kı, kz, ks = 0 或 1. HE, ME o(n) = 1, # kı =k = 0; 否 
则 ， 规 定 o(m) = -1. 这样， 我 们 得 到 G,/2G, 到 (1,-1} 的 一 个 映射 BR, 
a ¢ Hom(G,/2G,, {1, —1}). 

Rs Av 的 一 个 半截 口 ， 由 定理 5.6.6 和 定理 5.6.7 知 ，P” 是 下 的 一 个 真 半 
E, H Po, Pe Xp. 由 于 vv 是 非 浅 显 赋值 ， 从 而 P 和 Pp e Ap 是 下 的 两 个 
非 阿 基 米 德 正 锥 . 

假设 PO 和 {P,P} 可 分 离 ， 则 有 ae É, 使 得 ce Pr, 但 -a€ Pi=2, 
3. 

令 Va) = mgr + nage + 》 nag, HP JO At B PRR gi AN Ge 外 的 其 他 元 素 5 


5 
RA. 令 b=as(v(a))-!, 由 引 理 5.6.5 有 


ae Pr <=> bo(v(a)) + M, € Po, 


其 中 Py = P(0) € Xp, 
此 时 ， 我 们 有 如 下 导致 矛盾 的 表格 . 


(ni, na) 
(0,0) 
(1,0) 


一 ae prs 
b+ Mu ¢ Po 
b+ My € Po 
b+ Mu ¢ Po 
b+ Mv € Po 


因而 ， Po 和 {P,P} 不 能 分 离 ， 即 叙述 (4) 不 真 . 

情况 2 |G./2G.| = 2, E 及 至 少 有 两 个 相 异 的 正 锥 PL 和 P Jent, 
Gu/2G。 = {0,5}, Hg € Gu, {E g ¢ 2Gy. Ùt o € Hom(G,/2G,, {1,-1}), 使 
得 (0) = 0(9) =1, Pi 是 G./2G, 到 Xr, 的 值 为 Pi 的 常量 映射 ，i = 1,2. 同时 ， 
规定 Po 是 Gu/2G。 到 Xr, 的 这 样 一 个 映射 ， 使 得 Po(0) = Pr, 但 Po(g) = Pr. 

由 定理 5.6.6 和 定理 5.6.7 知 ， P8 是 的 一 个 真 半 锥 , 而 Pf 和 PF 是 下 的 
两 个 非 阿 基 米 德 正 锥 . 假若 PS 和 {PY,P8} 可 分 离 ， 则 有 ae F, 使 得 ce Pg, 但 
-a € P}, i=1, 2. 

£ b=as(v(a))-?. 注意 到 o(v(a)) = 1, 从 而 由 引 理 5.6.5 有 
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a €P? = b+ M,ePi(v(a)), i=0,1,2. 


当 v(a) = 0 时，a © PS 表明 b+ M, € Po(0) = Pi, ii —a € P? RH b+ Mo ¢ 
P1(0) = Pi, FIE. 4 vla)= Gt, ae Pg 表明 b+ M, € Polg) = Po, il —a € PY 
表明 b+ My ¢ Pa(G) = Po, FR. 

因而 ， PE 和 {PY,P8} 不 能 分 离 ， 即 叙述 (4) 不 真 . 

根据 上 面 的 论证 ， 蕴 含 关系 “(4) 一 > (1)” 成立. 证 毕 . 

推论 设 实 域 的 每 个 实 赋 值 的 值 群 都 是 2- 可 除 的 ， 则 F 的 每 个 实 代数 扩 
张 都 是 SAP 域 . 特别 地 ， 当 下 仅 有 阿 基 米 德 序 或 者 仅 有 惟一 序 时 ， 结 论 成 立 . 

证 明 设 K 是 FF 的 任意 实 代数 扩张 , AP ede. 对 于 任意 a,be P, 令 
L= F(a,b), WLR F OARS ER. 设 岂 是 工 的 任意 实 赋值 , 则 v=w lx 是 下 的 
一 个 实 赋值 ， 由 所 设 知 ， Gy 是 2- 可 除 的 .注意 到 |Gu/G。| 是 一 个 自然 数 ， 从 而 
HR, Gy 也 是 2- 可 除 的 ， 即 |Gw/2Gw| = 1. AM, W L 满足 定理 5.6.2 中 叙述 
(5), ATI Ye =. 此 时 a,be POL, H PALEY: =X. 由 此 有 abe P. 这 表明 
Pe Xx. 因而 Yk = Xx, 即 K 是 一 个 SAP 域 . 

当 五 仅 有 阿 基 米 德 序 时 , 由 定理 3.2.2 和 命题 3.2.3 知 ，F 仅 有 浅显 的 实 赋 值 ， 
相应 的 值 群 {0} 显然 是 2- 可 除 的 . 当 所 仅 有 惟一 序 已 时 , 由 定理 1.1.3 M1, P= Sp. 
设 v 是 五 的 任意 实 赋值 ， 对 于 每 个 非 零 ce Pia = 好 十 … 十 避 , 其 中 bie Rig 
1,… yn. 由 命题 3.1.2 知 ， v(a) = min{v(b?) | i = 1, ---, n} = 2min{v(b;) | i = 
1 n} € 2G 从 而 Ge = 2G,. 因此 ， 推 论 中 后 一 叙述 成 立 ， 证 毕 . 

在 85.9 中 ， 借 助 于 全 符号 差 ， 我 们 可 规定 实 域 F AY Witt 环 W(F) 到 连续 映 
射 环 C(Xp,Z) 的 一 个 同 态 sgn: [g] — sgn([q]). 在 研究 同 态 核 ker(sgn) 后 ， 我 们 
还 指出 这 样 一 个 事实 : 同 态 像 sgn(W(P)) C Z-1+ C(XF,2Z), 其 中 i 是 值 恒 为 1 
的 常量 映射 , 

下 面 定理 通过 Witt 环 给 出 了 SAP 域 的 另 一 个 重要 刻画 : 

定理 6.1.4 设 下 是 一 个 实 域 ，sgn 是 W(F) 到 C(XF,Z) 的 全 符号 差 同 态 ， 
Sl Fé SAP 域 ， 当 且 仅 当 sgn(W(F)) = 2Z.i+C(Xr,2Z). 

证 明 必要 性 : 设 下 是 SAP 域 . 由 于 工 = sgn([(1)]) € sen(W(F)), 从 而 只 需 
YEW: C(Xr,2Z) C sen(W(F)). 设 f € C(XF,2Z), 则 对 于 每 个 ne Z, f-1(2n) 
是 Xp 的 既 开 又 闭 的 子 集 ， 从而， Xr 有 这 样 一 个 开 复 盖 : Ae C U On). 由 


于 Xp 是 紧 空间 ， 从 而 有 有 限 个 nm, -n e Z, 使 得 Xe = U fn). 由 命题 
i=l 


6.1.1 知 ， 有 ai € È, 使 得 f-1(2ni) = Hai), i=1, r. 令 4= On x (1,ai), 


则 [a] € W(F). 对 于 任意 P € Ap, 必 有 某 个 ke {1,… ,7), 使 得 已 e 三 1(2nk), B 
f(P) = 2nk. 此 时 显然 ae € P, {E ai ¢ P, RE i # k. 从 而 sgn([q])(P) = sgnp(q) = 
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SY sgnp(n x (1, a;)) = 21x. 因而 了 = sen({q]) € sen(W(F)). 必要 性 获 证 . 


i=l 

充分 性 : 设 sgn(W(F)) = Z- Î+CO(Xr,22). 对 于 Xr 的 任意 一 个 既 开 又 闭 子 
集 A, 规定 Xr 到 2Z 的 这 样 一 个 映射 f, 使 得 f(P) = 0, 车 Pe A; m f(P) = 2, 
车 Pe Xrp\ A. 显然，f € C(XF,2Z) C sgn(W(F)). 从 而 有 上 正则 型 q, 使 得 
了 = sgn([q]). 从 而 对 于 每 个 Pe Xr, f(P) = sgnp(q). BA, dim(q) 是 一 个 偶数 . 
从 而 可 设 q = (a1,… ,a2m), 其 中 a1,…, azm € È. 

令 4=(-1)"ala2…azm, I] P € 4, 当 且 仅 当 sgnp(q) = f(P)=0, 即 a1,…， 
am PHA m 个 元 素 关于 P 的 符号 为 负 ， 当 且 仅 当 ae P. 因而 ， A=H(a). 由 
命题 6.1.1 知 ， F 是 一 个 SAP 域 . 证 毕 . 
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在 这 一 节 中 ， 将 介绍 一 种 特殊 实 域 一 - 欧 氏 域 . 欧 氏 域 可 以 看 作 关于 二 次 扩 
张 的 实 闭 域 

定义 6.2.1 一 个 实 域 称 作 欧 几 里 得 域 , 若 F= FPU-F? hent, WPF 
为 欧 氏 域 

显然 ， 对 于 一 个 欧 氏 域 F, FARER F. 实 闭 域 显然 为 欧 氏 域 . 作为 不 是 
实 闭 的 欧 氏 域 ， 我 们 给 出 下 面 例子 . 

例 设 瑟 是 全 体 可 通过 规 尺 构 作 的 实数 组 成 的 集合 .由 规定 ， 0, 1 € 已 对 
于 mw Pe ,显然 aq 士 8 e E. 此 外 ， 由 比例 线段 的 作 图 知 ， ob = SP eE, AM 
agom, at= El eE. 因而 已 是 实数 域 及 的 一 个 子 域 

Hock, Hard. 由 线段 比例 中 项 的 作 图 可 知 ， Va = Vale 已 因而 
有 已 = E U-E?, 即 是 一 个 欧 氏 域 .然而 作为 一 个 熟知 的 不 可 作 图 问题 ， 
gE Hk, E RERAN. 

设 下 是 任意 域 ， 2 是 下 的 代数 闭 包 规定 2 的 如 下 非 空子 集 ; 

VF={aen|o EF}. 

据 此 , 我 们 可 以 归纳 地 构造 和 0 的 中 间 域 Fy, JEE n 为 非 负 整 数 , 使 得 天 = F, 
Fasi = Fa(VFa). BUR, Fo CF So 5 Fc.… 令 FP)= U Fn, 则 F(2) 为 
FA A 的 中 间 域 ， 这 个 中 间 域 FO) 具有 如 下 重要 性 质 ， 

OFO) 是 二 次 闭 域 ， 即 F(2) 没有 二 次 扩张 (也 即 F(2)? = F(2)). 

事实 上 ,对 于 每 个 ae F(2), 由 F(2) 的 构造 知 , 有 某 个 非 负 整数 ,使得 ce Fy. 
由 于 0 是 代数 闭 域 ， 从 而 有 Be 9, 使 得 8? = a HR, 8e VFr C Fan C F(2). 
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从 而 a= 6? e F(2)?. 

(2)F 和 F(2) 的 每 个 不 等 于 F(2) 的 中 间 域 不 是 二 次 闭 域 . 

事实 上 , AK RPM FQ) 的 一 个 中 间 域 ， 且 天 A F(2), 则 存在 某 个 非 负 
整数 m, 使 得 Fm Z K. 由 非 负 整数 的 良 序 性 ， 这 个 m 可 选取 尽 可 能 小 ， 由 于 
Fo=F CK, Mii m> 0. 由 m 的 选取 知 ，Fm-1 CK, H Fni(/Fn—i) g K. F 
是 ， 至 少 有 一 个 we yFm 使 得 a 4 K. 此 时 o? e Fmi CK. 因此 ，K(a) 是 
K 的 一 个 二 次 扩张 ， 即 K 不 是 二 次 闭 域 . 

定义 6.2.2 域 下 的 一 个 代数 扩张 K 称 作 域 的 一 个 二 次 闭 包 ,如果 K 满 
足 这 样 两 个 性 质 ， (1)K 是 二 次 闭 域 ， (2)F 和 K 的 每 个 不 等 于 K 的 中 间 域 不 是 
二 次 闭 域 . 

上 面 的 讨论 表明 了 任意 域 的 二 次 闭 包 的 存在 性 . 作为 二 次 闭 包 的 惟一 性 , 可 给 
出 如 下 命题 . 

命题 6.2.1 城下 的 任意 两 个 二 次 闭 包 都 是 F- 同 构 的 . 

证 明 设 K 是 域 下 的 任意 一 个 二 次 闭 包 , 且 Ca 是 的 代数 闭 包 则 a 显 
然 也 是 FF 的 代数 闭 包 .由 代数 闭 包 的 惟一 性 知 ， 存 在 2 到 Vi 的 一 个 F- 同 构 m 
这 里 是 上 面 所 给 定 的 忆 的 代数 闭 包 . 由 上 面 讨论 知 ， (2) 是 2 中 二 次 闭 域 . 
从 而 ， r((2)) 是 a 中 的 二 次 闭 域 .注意 这 样 一 个 事实 ， 二 次 闭 域 的 交集 仍 是 二 
次 闭 域 . 从 而 r(F(2))mK 是 一 个 二 次 闭 域 , E F CE r(F(2))NK CK. 由 定义 6.2.2 
中 性 质 (2) 知 ，"(F(2)) NK =K, MA K Cr(F(2)). 同样 有 下 (2) C -1(K), 即 
有 7(F(2)) CK. 因此 ， T(F(2)) =K. ZRH: 在 下 (2) 上 的 限制 是 (2) 到 
的 一 个 F- 同 构 ， 证 毕 . 

根据 命题 6.2.1, 在 措辞 “ 域 下 的 一 个 二 次 闭 包 ”中 , 不 定 冠 词 “ 一 个 ” 可 省 略 . 
对 于 域 的 二 次 闭 包 ， 我 们 有 如 下 基本 结果 . 

命题 6.2.2 设 F(2) 是 域 下 的 二 次 闭 包 ， 则 

(1)F(2) 是 下 的 正规 扩张 ， 且 当 FF 的 特征 A 2m, F(2) 是 F BY Galois 扩 
Ks 

(2)F 是 二 次 闭 的 ， 当 且 仅 当 F = F(2); 
(3) 若 到 是 下 的 一 个 二 次 闭 扩张 , BK 和 下 (2) 包含 在 同一 扩 域 中 , 则 F(2) C 
K; 

(4) Æ K Æ FA F(2) 的 中 间 域 , 且 天 是 已 的 有 限 扩张 ， 则 扩张 次 数 [K : 可 
是 2 HH. 

证 明 (1) RB FO) 的 代数 闭 包 且 是 2 的 任意 一 个 F- 自 同 构 . 显 
然 ，8 也 是 斑 的 代数 闭 包 . 根据 命题 6.2.1 的 证 明 , 类 似 地 可 证 ， (F(2)) = F(2). 
这 表明 F(2) 为 F 的 正规 扩张 . 
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当下 的 特征 关 2 时 ， 对 于 每 个 非 负 整数 VZ 中 每 个 元 素 都 是 域 ,上 可 
分 代数 元 .从 而 Fari = Fa(V Fn) 是 Fa 的 可 分 扩张 .由 可 分 扩张 的 传递 性 知 ， 对 
于 每 个 nF 是 下 的 可 分 扩张 .因而 ， F(2) 为 F 的 可 分 扩张 ， 氢 述 (1) 获 证 . 

(2) 显然 叙述 (2) 成 立 . 

(3) ket, FC KO F(2) C F(2), H KO F(2) 也 是 二 次 闭 域 . 根据 定义 6.2.2 
中 性 质 (2) 知 ， Kn F(2) = F(2). 因此 ，F(2) CK. 

(4) 先 证 这 样 一 个 事实 : 对 于 a e F(2), [F(a) : 如 是 2 的 方 等. 事实 上 ， 由 于 
a € F(2), 从 而 有 菜 个 非 负 整数 ,使 得 a c Fe. 此 时 ，[Fi(a) : Fi] = 1 = 20 是 
2 的 广告， 选取 最 小 非 负 整数 m, 使 得 [Fia(a) : Fin] 是 2 HOTTIE. (BAZ m > 0, 则 
Fn = Fn-i(\/Fooa)- 令 a 在 Fs 上 的 极 小 多 项 式 为 


f(z) = z2 +aaz2 +--+ ar, 


其 中 al +++, ar E€ Fm. 从 而 有 有 限 个 元 素 b, ©, Ba € VFm, 使 得 ai € 
Fm-1(b1 yn 一 +++, 2". 

显然 ，[Fm-1(B1,… Dj) : Fm-1(B1,… ,Bj-1)] = 2 1, J = 1, +++, mn. 从 
而 [Fm-1(B1,… 1 Bn) : Fm-1] = 2°, RF 8 > 0. 由 于 f(z) 在 Fm-1(B1,… Bn) 上 是 
不 可 约 的 ， 从 而 [Fm-1(B1,… Baa) : Fm-1(B1,… ,Bn)] = 2". 于 是 有 


[Fm-1(41,*** ,Bn,a) : En-i] = 27+. 


注意 到 ， [Fn-i(a) : En-i] 是 [Fm-1(B1,… bna) : Fm-1] 的 一 个 因数 .从 而 
[Fm-1i(Q) : Fm-1] 是 2 OAH, FEF m 的 选取 .因而 ，m = 0, 即 [F(a) :如 是 
2 ITE. 

现 设 K = F(a, as), 其 中 ay, …, as € 下 (2)， 注 意 到 ， F(2) 也 是 域 
F(a ,Qs-1) 的 二 次 闭 包 . 由 上 面 的 已 证 事实 知 ，[K : F(a, ,Qs-1)] 为 2 的 
AR. 借助 于 归纳 假定 , 可 设 [F(a1,… ,as-1) : 可 2A. Kit, [K : Fj] 为 
2 AE. 证 毕 . 

现在 来 讨论 欧 氏 域 ， 下 面 定理 给 出 了 欧 氏 域 的 一 系列 刻画 性 质 . 

定理 6.2.3 对 于 一 个 实 域 F, 下 列 叙述 是 等 价 的 : 

(1) F 为 欧 氏 域 ; 

(2) F2 + F2 C F2, 且 下 有 惟一 序 ; 

(3) F(V=T) 是 二 次 闭 域 ; 

(4) F 有 一 个 二 次 闭 的 有 限 扩张 ， 

(5) F 的 所 有 二 次 扩张 都 不 是 实 域 ; 

(6) Witt 环 W(F) 同 构 于 整数 环 Z; 

(7) Witt  W(F) 是 一 个 整 环 . 
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证 明 证 明 的 途径 为 ，(1) 一 (2) 一 (3) 一 (4) 一 (3) 一 (5) = (1) 和 
(1) = (6) = (7) 一 (1). 显然 ， 如 下 蕴含 关系 成 立 : (1) 一 (2), (3) = (4), 
(3) => (5) 和 (6) = (7). 

(2) = (3): 由 于 F 有 惟一 序 ， 从 而 由 定理 1.1.3 的 推论 知 ， Sp 是 下 的 惟一 
正 锥 . 又 由 于 F? + F? CF, 从 而 Sp = F?. FE, F=F UF? 再 由 引 理 2.1.2 
知 ，F(V=I) 是 二 次 闭 域 . 

(4) 二 (3): 设 K 是 下 的 一 个 二 次 闭 的 有 限 扩张 ，? 是 K 的 代数 闭 包 , WO 
也 是 F 的 代数 闭 包 . 令 F(2) 是 正在 2 中 的 二 次 闭 包 . 由 命题 6.2.2 知 F(2)C K, 
H F(2) Æ F ky Galois 扩张 .再 由 命题 6.2.2(4) 可 知 ， [F(2) : F(V—1)] = 2", 其 
中 r 为 非 负 整数 .假若 > > 0, 则 Galois H Aut(F(2)/F(V—1)) 有 一 个 阶 为 2 的 
TH H. SLED HBEFM, Wh Galois 基本 定理 知 ， F(V=T) CLC F(2), 
A FQ): L) = 2. 由 于 下 的 特征 为 零 ， 从 而 有 ac F(2), 使 得 F(2) = L(a), A 
Mel. 由 于 F(2) 是 二 次 闭 的 ， 从 而 Va e F(2) = L(a), B Va = a+ ba, 其 中 
bEL. 由 此 有 a= (a? + ba?) + (2ab)o. 注意 到 ，1, a 在 工 上 线性 无 关 ， 从 而 
a? + Pa? =0, H 2ab=1. FÈ b #0, H a= tab yT E L, FR. 因而，r = 0， 
BR F(V=1) = F(2). AYR, F(V=1) 是 二 次 闭 域 . 

(5) => (1): 由 于 下 是 实 域 , 从 而 下 有 一 个 正 锥 P. & REFR (F, P) 的 实 闭 
包 . 对 于 每 个 ae P, Va e R. 从 而 F(Va) 是 下 的 实 扩张 . 显然 ，[F(Va) : F] < 2. 
由 叙述 (5) 知 ， [F(Va) : F) #2; 否则 F(Va) 不 是 实 域 . 因而 [F(Va) : F] =1, 即 
vaeF. hH, a= (ya)? € F?. 此 时 有 P=F?, 即 有 下 = FUF. uh, F 
为 欧 氏 域 . 

(1) = (6): HF F 是 欧 氏 域 ， 从 而 F 是 F 的 惟一 序 ， 考 虑 Witt 环 W(F) 
到 也 的 符号 差 满 同 态 


sgnpa: [q] — sgnpa(q), [g] € W(F) 


BE 图 € ker(sgnp2), 其 中 q = (a1,… ,an) 是 F 上 一 个 正则 型 ， 则 sgopa 
((a1,+++ ,an)) = 0. 此 时 n= 2m 为 偶数 , 且 a1,.…, azm 中 恰 有 m 个 元 素 属于 F? 不 
WI ar, ++, am E F2, 而 am+1…,a2m E —F?. Fq ar< l, ,1 一 1… ,1 >, 
BD 9 是 双 曲 型 .从 而 [q] = [0]. 因此 ， sgopa 是 一 个 环 同 构 . 

(7) => (1): 对 于 每 个 ae È, Æ W(F) H, ([(a)] - K) © (((a)] — [(-1)]) = 
((a?)] — [(-a)] [lo)] + [(-1)] = ((@?,-1)] = [(1,-1)] = [0]. 由 所 设 ，W(F) 是 整 
I. 从 而 [(o)] = [(1)] 或 [(o)] = [(—1)]. 此 时 必 有 (a) =r (1) BE (a) ~r (-1). 由 此 
Hock Rac-P. Ait, FAKER. SERIE. IH. 

推论 设 K 是 域 F 的 一 个 有 限 扩张 , 且 K 是 一 个 欧 氏 域 ， 则 F 也 是 欧 氏 
域 . 
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证 明 由 定理 6.2.3 知 ，K(V-1) 是 二 次 闭 域 . 这 样 ， 下 有 一 个 二 次 闭 的 有 限 
扩张 KVI). 再 由 定理 6.2.3, 下 是 一 个 欧 氏 域 .证 毕 . 

很 清楚 ， 并 非 每 个 实 域 都 是 欧 氏 域 , 但 每 个 实 域 都 有 一 个 欧 氏 扩张 ， 比 如 它 的 
任意 实 闭 包 .然而 ， 有 研究 意义 的 欧 氏 扩张 是 如 下 所 说 的 “最 小 ” 欧 氏 扩张 . 

定义 6.2.3 域 下 的 一 个 代数 扩张 巨 称 作 下 的 一 个 欧 氏 包 , WMR E 为 欧 氏 
域 ， 且 下 和 已 的 每 个 不 等 于 妃 的 中 间 域 不 再 为 欧 氏 域 . 

显然 ， 一 个 域 F 为 欧 氏 域 ， 当 下 是 它 自身 的 惟一 欧 氏 包 . 立足 于 定义 6.2.3， 
首要 任务 自然 是 证 明 下 面 结论 . 

命题 6.2.4 设 下 是 一 个 实 域 , 则 有 

(1) 的 欧 氏 包 总 是 存在 的 ; 

(2) 车 瑟 和 EE 都 是 下 的 欧 氏 包 , 则 E A 书 是 下 - 同 构 , 当 且 仅 当 EfNF = 
ENF. 

证 明 (1) 由 于 是 一 个 实 域 ， 从 而 F 有 一 个 实 闭 包 R， 由 定理 2.1.3 知 ， 
R(V-1) 是 F RRA. 设 F(2) È F E RV) 中 的 二 次 闭 包 , HS E= 
ROF(2), N EE 显然 是 下 的 一 个 实 代数 扩张 . 对 于 ee E, 由 下 (2) 的 二 次 闭 性 知 ， 
A a, B E F(2), 使 得 e= oa?, 而 -e= PB?. 当 ee R it, Hue nR, WẸ e= u. hH 
WR, a= +u € RN F(2) = E, Mille € E?. 当 ee 一 R2 时 ， 类 似 可 得 ee -E?. 
因此 ， 已 是 一 个 欧 氏 域 . 

RLE PME MER—T HR, 且 工 是 欧 氏 域 . 由 定理 6.2.3 知 ，Z(V=T) 
是 一 个 二 次 闭 域 . 再 由 命题 6.2.2(3) 知 ，F(2) C L(V- 了 ). Hk, B= F (NRC 
L(V-I) NR =L, PA E= L. 由 定义 6.2.3 知 ， 思 为 下 的 一 个 欧 氏 包 . 

(2) 必要 性 显然 , 下 证 充分 性 . 设 Ri 和 Ro 分 别 为 序 域 (Bi, E?) 和 (E, E2) 的 
实 闭 包 . ATA, Ri 和 Ro WEFR (F, P) 的 实 闭 包 , 这 里 P= ENF = ENF. 
由 实 闭 包 的 惟一 性 ， 存 在 R 到 Ro 的 一 个 F- 同 构 r. 由 于 By 是 Ri 中 欧 氏 域 ， 
从 而 r( 肋 ) 也 是 Ro 中 欧 氏 域 . 注意 到 这 样 一 个 事实 : 同一 实 域 中 欧 氏 子 域 的 交集 
还 是 欧 氏 子 域 ， 从 而 "(Bi) n Ez EKRIR, HF Cm(E,:)N EC E 由 定义 6.2.3 
Hl, (Ei) Ea = Ez, Bl E C (1). RA, Ey Sr-1(E2). AT, (Ei) C Be. 
因此 ，r 在 E 上 的 限制 为 Bi 到 E 的 F- 同 构 . 证 毕 . 

由 上 面 定理 的 证 明 可 见 , 实 域 下 在 它 的 每 个 实 闭 包 中 恰 有 一 个 欧 氏 包 . 此 外 ， 
车 和 Rz 是 下 的 两 个 实 闭 包 ，Ei 和 E OSE FER: 和 Ro 中 的 欧 氏 包 , A 
E, 和 Es Æ F- 同 构 的 , W REN F = (RNA E)NAF = ENF = ENF = RINF. 
从 而 Ri 和 Ro WEFR (F, RIN F) 的 实 闭 包 .由 实 闭 包 的 惟一 性 知 ， Ri 和 R 
是 F- 同 构 的 ， 因 此， 对 于 一 个 实 域 F, 所 有 欧 氏 包 的 F- 同 构 类 与 所 有 实 闭 包 的 
F- 同 构 类 之 间 存在 一 一 对 应 . 

推论 1 设 己 是 一 个 实 域 ， 则 F 的 欧 氏 包 在 F- 同 构 的 意义 下 是 惟一 的 ， 当 
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且 仅 当下 只 有 惟一 序 . 

推论 2 设 已 是 下 的 一 个 正 锥 ， 则 F 的 所 有 使 得 PC E 的 欧 氏 包 巨 是 下 - 
同 构 的 . 

下 面 定理 给 出 了 欧 氏 包 的 刻画 性 质 . 

定理 6.2.5 设 妃 是 实 域 下 的 一 个 代数 扩张 ， 且 F(2) 是 下 在 EE 的 代数 闭 包 
2 中 的 二 次 闭 包 ， 则 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

(已 是 下 的 一 个 欧 氏 包 ; 

(2) E AKER, H EC F(2); 

(3) F(2) Æ E HK SK; 

(4) F(2) 是 E 的 一 个 次 数 大 于 1 的 有 限 扩张 . 

证 明 (1) 一 (2): HEM, E 为 欧 氏 域 . 设 REFR (E, E?) 在 R 中 的 
实 闭 包 ,由 定理 6.2.4(1) 的 证 明知 ， ROFQ)BPER PORKRA. AT, wa 
E = RN F(2) C F(2). 

(2) = (3): 由 定理 6.2.3 4, E(V-I) 是 二 次 闭 域 . EEF, FC B(V=1)C 
F(2). 从 而 由 定义 6.2.2 知 ， F(2) = E(V=1). 由 于 VaI ¢ E, 从 而 F(2) 是 已 的 二 
次 扩张 . 

(3) = (4): 显然 . 

(4) = (1): 根据 定理 6.2.3 中 蕴含 关系 “(4) = (3) 的 证 明 ， 可 得 EB(V-1) = 
E(2), 这 里 E(2) 是 E €R 中 的 二 次 闭 包 从而， E(V-1) 是 二 次 闭 域 . 注意 
Al, F C E(V-1) C F(2). 由 定义 6.2.2 中 性 质 (2) 知 ， E(V=1) = F(2). 由 于 
[F(2) : E] > 1, Aii V-T ¢ E, BY -1 ¢ E?. 对 于 任意 a,be E,at+bV-1ie E(V-1). 
由 于 E(V=1) 是 二 次 闭 域 , 从 而 有 c, de E, 使 得 a+bV-T= (c+ dV=1)?. 由 此 有 
a? +b? = (a+ bY=1)(a — bY=1) = (c + dV=1)*(c — dV =T}? = (c? + d*)? € B®. 于 
Æ E? + EC E?, BA Sp = E’. 此 时 有 -1 从 Se, 即 已 是 一 个 实 域 ， 由 定理 6.2.3 
中 叙述 (1) 和 (4) 的 等 价 性 知 ， E 是 一 个 欧 氏 域 . 

H LÈ FM E Wp, 且 工 是 欧 氏 域 . 由 定理 6.2.3 知 ，L(V-1) 是 二 次 
闭 域 . 由 命题 6.2.2 M1, F(2) C L(/—1). 由 此 有 EE=F(2)NECL(V-1DNE=L, 
Bl E=L 因此 ， 巨 是 下 的 一 个 欧 氏 包 . 证 毕 . 


86.3 ”遗传 欧 氏 域 


ELP, 我 们 研究 了 欧 氏 域 . 在 本 节 中 ,我们 引进 和 讨论 一 类 满足 更 强 条 件 的 
欧 氏 域 一 遗传 欧 氏 域 . 遗传 欧 氏 域 与 86.1 中 所 讨论 的 SAP 域 具有 密切 的 联系 . 


定义 6.3.1 一 个 域 F 称 作 和 遗传 欧 氏 域 , 如果 F 及 其 所 有 的 实 代数 扩张 都 是 
KRR: > 
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由 定义 知 ， 实 闭 域 可 作为 遗传 欧 氏 域 的 浅显 例子 . 对 于 非 浅显 的 例子 , 我 们 将 
在 条 件 可 能 的 情况 下 给 出 . 

下 面 定理 给 出 了 遗传 欧 氏 域 的 一 系列 刻画 性 质 . 

定理 6.3.1 对 于 一 个 实 域 F, FABRE SON: 

(1) 下 是 遗传 欧 氏 域 ; 

(2) F 没有 次 数 可 被 4 整除 的 有 限 扩张 ; 

(3) F 的 每 个 实 有 限 扩张 的 扩张 次 数 为 奇数 ; 

(4) F(V=1) 的 每 个 代数 扩张 都 是 二 次 闭 域 ; 

(5) F 及 其 每 个 实 代数 扩张 都 只 有 惟一 序 ; 

(6) Fle) 中 每 个 不 可 约 多 项 式 在 F 的 某 个 给 定 的 实 闭 包 中 至 多 有 一 个 根 ; 

(7) 对 于 的 每 个 实 代 数 扩张 K, K 的 F- 自 同 构 必 为 恒 等 映射 ; 

(8) 对 于 的 任意 两 个 实 闭 包 Ri 和 Ro, Ri 和 Ro 是 Rin Ro- 同 构 的 ; 

(9) 对 于 环 的 任意 两 个 实 闭 包 Ri 和 Ro, RIN R = R}N Ri, Bl R? Al RF TER 
R mn R 上 诱导 出 相同 的 序 . 

证 明 (1) = (2): (RF APART IK K, 使 得 扩张 次 数 [K : 可 为 4 的 
倍数 ， 则 可 进一步 假定 K 是 下 的 Galois 扩张 , H V-I e K. i H Æ Galois 群 
Aut(K/F) 的 Sylow 2- 子 群 , 则 |H|>4. 令 巨 为 的 稳定 子 域 , 则 由 Galois 基本 
定理 知 ，Aut(K/E) =H, H [E : F] = |G : H). 此 时 ，[G : H] 为 奇数 , 由 定理 1.3.4 
的 推论 1 可 知 ， 巨 是 下 的 实 代数 扩张 HR (1) 知 ， 互 为 欧 氏 域 .根据 定理 
6.2.3, B(V=1) 是 一 个 二 次 闭 域 . 另 一 方面 ，[K : E(V—1)|[E(V=1) : E) = [K : E), 
BD [K : B(V/=1)] = sll. 此 外 ， 显 然 K 是 E(V-D) 的 Galois 扩张 ， 且 sll 是 2 
的 正 指数 方 守 ， 由 Galois 基本 定理 知 ， EVI 有 一 个 二 次 扩张 ， 矛 盾 ， 因 而 ， 
UR (2) 成 立 . 

(2) = (3): 假若 民有 一 个 偶 次 数 的 实 扩张 K, W VI gK. 从 而 K(V=1) 是 
F WARDI, E [K(V=D : F] 为 4 的 倍数 ， 矛 盾 于 叙述 (2). 

(3) 一 (4): 设 天 是 FRV=D 的 任意 代数 扩张 ， 且 RR 是 下 的 任意 一 个 实 闭 
包 , 由 于 ROV) 是 下 的 代数 闭 包 ， 从 而 可 认定 KOC R(V-D). 对 于 a eK, 有 
Qa=W+vV-l, 且 Va=w+wV-l, H} u, w, v, v € R. 由 本 原 元 定理 知 ， 
下 (ww,v,v1) = F(w). & w Æ F(V-1) 上 的 极 小 多 项 式 为 


g(x) = 1™ + AT™ 1 +--+ zm, 
HP zi = ai + biv], a, bi € Fi=1,-…,m, 则 有 
(w™ +arw™! +... + am) + (bw! +--+ + bm) V-I = 0. 


于 是 ，w 是 局 上 如 下 多 项 式 的 一 个 根 
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f(x) = zm 十 aizm -1 十 … 十 am- 


BA, f(x) EF LEAR. 因而 ，[F(V=D(uw) : F(V—1)] = m = [F(w) : F} 
由 于 F(w) C R, 从 而 F(w) Æ F SERB SK. BLE (3) 知 ， m 为 奇数 .假若 
va ¢ F(V=1)(a), W [F(V-D(@, Va) : F(V=1)(a)] = 2. 注意 到 F(V=T, a, Va) € 
F(V=1,w), 从 而 


m = [F(V=1,w) : F(v=1)] 
[F(V=1,w) : F(V=1, a, Va)] - [F(V=1, a, Va) : F(v=1, a)] 
[F(V=1,@) : F(V=1)] 


AH, FR. 因此 Va e F(V-1)(a). 由 a 的 任意 性 知 ， 天 是 二 次 闭 域 . 

(4) 一 (5): 设 天 是 书 的 任意 一 个 实 代数 扩张 , AP eK 的 任意 正 锥 . hau 
述 (4) Ml, K(V=1) 是 二 次 闭 域 ， 从 而 ， 对 于 每 个 非 零 € P, Va e K(y-1), 即 
Va=c+dyV-1, 其 中 c de K. HHEH a = e- d + 2cd/—1. FFE cd = 0. 如 若 
c=0, 则 a= -中 ee 一 已 ,矛盾 .从 而 4d=0, 即 a= e eK?. 于 是 P= K?. 因此 ， 
UB (5) 成 立 . 

(5) => (6): MERR, W Fle] 中 有 某 个 不 可 约 多 项 式 f(z), 使 得 f(z) E R 
中 至 少 有 两 个 相 异 根 ， 这 里 RR 是 下 的 一 个 给 定 的 实 闭 包 . 设 a 是 f(z) E R +H 
一 个 根 ， 由 定理 2.3.7 知 ， 正 锥 RNAF F(a) 上 至 少 有 两 个 相 异 的 拓展 ， 与 叙述 
(5) FUR. 因而 叙述 (6) 成 立 . 

(6) = (7): 令 R BUR (6) 中 给 定 的 下 的 实 闭 包 . 对 于 ae RRN 记 有 a = a2， 
HP ack. BE ag F, 则 多 项 式 z? -a FERTA, HEE RR 中 有 两 个 相 异 
根 a 和 -ai 这 与 叙述 (6) FA. 从 而 ae F. 于 是 有 RAF =F. Am, F&F 
的 惟一 正 锥 . 

WK EF ERR RMT IK, Hre Aut(K/F). BE r PE K 上 的 恒 等 映 
射 , 则 有 ae K, 使 得 "(a) Aa. 令 f(z) 是 a 在 上 的 极 小 多 项 式 , 且 6 = x(a), 
则 显然 f(8) = 0. HFK 是 一 个 实 域 ， 从 而 K 有 一 个 实 闭 包 Ri. 注意 到 ， Ri 和 
R KEFIR (F, F°) 的 实 闭 包 .由 实 闭 包 的 惟一 性 知 ， 存 在 R 到 RA F- 同 
Hy r. 此 时 有 (oa) A 7(8), 但 f(r(a))= f(r(B))= 0, 与 叙述 (6) 矛盾 .从 而 叙述 (7) 
成 立 . 

(7) = (8): $ K = RN Ro, Hit P È K 的 任意 一 个 正 锥 . 对 于 ae P, 由 定 
理 1.3.4 的 推论 2 知 ，K(Va) 是 天 的 一 个 实 扩张 ， 从 而 是 下 的 实 代数 扩张 . 假若 
va ¢ K, 则 有 "eAut(K(Va)/K), 使 得 xn(Va) = 一 Va. 显然 re Aut(K(Va)/F)， 
与 叙述 (7) FE. 从 而 Jae kK, BA ac K?. 因此 ，K 仅 有 惟一 的 正 锥 K?. 于 是 
Ry 和 Ro 都 是 序 域 (K, K?) 的 实 闭 包 ， 由 实 闭 包 的 惟一 性 知 ， 叙 述 (8) 成 立 . 

(8) = (9): $ K = Ri N Re. HBG (8) 知 ,存在 Ri 到 Re 的 一 个 K- 同 构 7. 
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Bae RÈN Ri, Mae Ri, H a € RẸ = 1(R1)?. 从 而 有 Be Ri, HB a=7(6) = 
7(B?). 注意 到 a € K, 从 而 r(a) = a = 7(B?). 由 此 有 a = 52 e RN R. 因而， 
RNR, C RN Ro. AH, RÌN RC RNR. Ak, REAR = RNR. 

(9) = (1): RK 是 下 的 任意 一 个 实 代数 扩张 , 且 PP 为 K 的 任意 一 个 正 锥 . 
假若 P + K?, 则 对 于 菜 个 a € Prag K? 由 定理 2.3.8 的 推论 2 知 ， K( Va) 有 两 
DEHE Qi 和 Qa, 使 得 Vae Qi, 但 -Va € Q2. $ Ri 是 序 域 (K(Va),Qi) 的 实 闭 
fa, 其 中 i=1,2. 此 时 ，Vae RIAR, {E -vae RINK. 于 是 RINK + RNR, 
与 叙述 (9) FE. 因而 ， 已 = K?, 即 有 天 = K?U 一 K?. 这 表明 K EKRA. A 
此 五 是 遗传 欧 氏 域 ， 证 毕 . 

借助 于 Galois 理论 ， W. D. Geyer. 对 遗传 欧 氏 域 给 出 了 如 下 重要 刻画 . 

定理 6.3.2 iN ER FHRA, G = Aut(Q/F) JÈ N te F LAN Galois 
群 ， 则 已 是 遗传 欧 氏 域 ， 当 且 仅 当 G = (7) A, 其 中 的 阶 为 2, (1) 表示 由 天 生 
成 的 循环 群 ，4 是 G 的 一 个 Abel 子 群 ， 使 得 4 的 稳定 域 是 二 次 闭 的 ， 且 对 于 每 
AXE A, tàr = 入 -1. 

证 明 RHE: 设 F 为 遗传 欧 氏 域 . 令 A = Aut(/F(v—1)). 由 于 F(V-1) 
是 FF 的 正规 扩张 ， 从 而 由 无 限 Galois 理论 知 ， 4 为 G 的 正规 子 群 , 且 G/A% 
Aut(F(V=1)/F). BR, |Aut(F(V=1)/F)| = [F(V=1) : F] = 2. ATH [G : A] = 
2. 由 于 已 是 一 个 实 域 ， 从 而 下 在 9 中 至 少 有 一 个 实 闭 包 R. 此 时 ， 由 定理 2.1.3 
fl, R= R(V-I). 从 而 有 re Aut(Q/R) C G, 使 得 r(V=T) = 一 VI. BR, r 
的 阶 为 2 Awe A. 由 刚才 的 论证 知 ，G = (x). A. 

显然 ， 4 的 稳定 域 为 F(V-I). HE 6.31%, F(V-I) 是 二 次 闭 域 .对 
于 任意 a e N, 总 存在 F 的 一 个 有 限 正规 扩张 K, E VTI, ae 天， 对 于 每 个 
A € A, À |KE Aut(K/F). & H =< À |x 7 \x> ÆH A |x 7 |k 生成 的 Aut(K/F) 
的 循环 子 群 ， 且 记 工 为 H BE FR. HERB A |k r |k (V7) = -V=1, 从 而 
VTI ¢ L, BP [L(V=1) : L] = 2. 此 外 ,由 Galois 基本 定理 知 ，H = Aut(K/L). 
由 于 |H| = [K : L) = [K :L(V-DJIL(V-D : L) = 2[K : LVD), AT H & 
有 一 个 阶 为 2 的 子 群 H. 令 L 为 H 的 稳定 子 域 . 由 Galois 基本 定理 知 ， Li 
是 工 的 Galois 扩张 ， Aut(Zi/D) ¥ H/M, H [K : Li] = | 本 | = 2. 由 定理 
6.3.1 中 叙述 (1) 和 (2) 的 等 价 性 知 ， [K : F] = [K : Lilli: F) = li: F] R 
被 4 整除 即 [Za : F] 是 奇数 . 因而 L1 是 F 的 一 个 实 代数 扩张 .再 根据 定理 
6.3.1 中 叙述 (1) 和 (7) 的 等 价 性 知 ， |Aut(ZL1/Z)| = 1. 从 而 五 = Ay, 即 H BBY 
为 2. 于 是 (A jx r |x)? 为 K 上 的 恒 等 映 射 ， 即 有 (Alx r l)la) = a. 从 而 有 
(Ar)? (a) = a, 即 xAr(a) = à~! (a). h a KERHA, nàr = X-1. 对 于 Aa, A2 € A, 
TMM) = OAM) = AZTAT! = (mAn) (WAIT) = NA) 即 有 Arde = A21. 因 
而 ，4 是 Abel FR. 
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充分 性 : 设 G = (r) :4 其 中 7 和 4 满足 定理 6.3.2 中 所 示 条 件 . 令 REF 
群 < r > 的 稳定 域 ， 注意 到 ， 有 限 子 群 关于 群 G 的 Krull 拓扑 是 闭 的 ， 由 无 限 
Galois Hit #1, Aut(2/R) = (7), 即 有 [N : R) = 2. 根据 定理 2.2.1 知 ， REX 
HR. AT FP 是 一 个 实 域 .此 时 必 有 (V7) = -VSI. i E EÈ 4 的 稳定 域 ， 
则 由 所 设 知 ， ERKAK. 从 而 VI eE. BR, AC Aut(2/F(V=1), 但 
z ¢ Aut(Q/F(V=1)). 因而 , 由 G=<r>.4 知 ,必定 4= Aut(Q/F(V=1). 此 
时 ， Aut(2/F(V=1))¢ Aut(Q/£), Bl EC F(V=1). 于 是 ，F(V-I) 是 二 次 闭 
域 . 

假若 下 不 是 遗传 欧 氏 域 ， 则 由 定理 2.3.1 中 叙述 (1) 和 (2) KWEMA, FA 
一 个 次 数 可 被 4 整除 的 有 限 扩张 K. 显然 ， 可 进一步 假定 VI EK, H K EF 
的 Galois 扩张 ， 此 时 ， Aut(K/F) = (r |x): Ax, 这 里 Ax = {和 |x| à € A}. 由 于 
I(r |x)| = 2, H |Aut(K/F)| = [K :| 是 4 的 倍数 , 从 而 Ak 是 Aut(K/FF) 的 一 个 阶 
为 偶数 的 子 群 . 由 有 限 Abel 群 的 结构 知 ，Ak 可 表 为 两 个 子 群 的 直 积 Ak =H xS, 
这 里 3 是 hk 的 惟一 的 Sylow 2- FRE, H Æ Ax 的 一 个 阶 为 奇数 的 (正规 ) FR. 
HAREM, FRET heH, r |k hr |g =h! e 五 . 由 此 易 知 ， 五 也 是 Aut(K/F) 
的 一 个 正规 子 群 . $ LEH 的 稳定 子 域 .由 Galois 基本 定理 知 ， 工 是 下 的 一 个 
Galois 扩张 , H Aut(L/F) = Aut(K/F)/H = (r |x) S. 由 此 可 知 ，Aut(L/F) 是 阶 
为 2" 的 群 ， 其 中 >> 2. 如 若 VT é L, W || = [K : L) = [K : LVL) : 
L) = 2[K : LVD) 为 偶数 ， 矛 盾 ， 从 而 vV eL. 于 是 有 [Ls F(V7)] = 27-1. 
再 由 Galois 基本 定理 可 知 ， F(V-1) 有 一 个 二 次 扩张 矛盾， 因此， 已 是 一 个 遗 
传 欧 氏 域 .证 毕 . 

推论 AIR F 有 一 个 Hensel 实 赋值 v, 使 得 剩余 域 F, 是 实 闭 域 , 且 值 群 Gu 
是 2- 可 除 的 ， 则 F 是 遗传 欧 氏 域 . 

证 明 由 定理 6.3.1 知 ， 只 需 证 明 F 的 每 个 实 代 数 扩张 只 有 惟一 序 , 设 K 是 
忆 的 任意 实 代数 扩张 ， 则 K 至 少 有 一 个 正 锥 Q. 由 定理 345,05 QF HA. 
根据 定理 3.2.4, v 可 以 拓展 为 K 的 一 个 实 赋值 w， 由 Hensel 赋值 的 定义 可 知 ， 
w 也 是 K 的 一 个 Hensel 赋值 ， 再 由 定理 3.4.5 知 ， Xk = XE. 注意 到 F 是 
Fo 的 代数 扩张 ， 且 Fo 为 实 域 . 由 于 F 是 实 闭 域 ， 从 而 Fo = F, BRAM. i 
A E Gu, 则 由 关于 赋值 域 的 代数 扩张 的 熟知 事实 知 ， 有 自然 数 m, 使 得 m 和 € Gy. 
S m=2#(Qn+1), KH n Al k WARM. 由 于 G, 是 2- 可 除 的 ， 从 而 有 ge Gu, 
使 得 2*+1g = 2k(2n + 1)A, 即 2g = (2n+1)dr. 由 此 有 入 = 2(g — nà) € 2Gy. A 
而 ，Gw = 2Gw, 即 |Gu/2Gy| = 1. 显然 ，|XF,| = 1. 根据 定理 5.6.7 的 推论 1 知 ， 
|x| = |X] = 1 即 K 仅 有 惟一 序 . 证 毕 . 

通过 上 面 推 论 , 我 们 容易 给 出 下 面 的 一 个 例子 , 这 个 例子 表明 ， 遗传 欧 氏 域 不 
一 定 是 实 闭 域 . 


Wee 
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例 设 G 是 有 理 数 加 法 群 (Q,+) 的 如 下 子 群 : 
G= {= | m,n €Z, Hn > 0}. 


显然 ， G 是 2- 可 除 的 ， 且 对 于 有 理 数 之 间 的 通常 大 小 关系 是 一 个 序 群 . 

按照 85.7 中 例 2, 令 F =R(G)) 是 系数 在 实数 域 民 中 而 指数 在 G PEE 
级 数 域 ， 且 v 为 域 HARA, N F,R, AG = G. 因而 ， F, 是 实 闭 域 ， 
E Gy 是 2- 可 除 的 . 

此 外 ， 作 为 赋值 论 的 一 个 熟知 事实 ，vw 是 域 F 的 一 个 Hensel 赋值 因此， 由 
上 面 推论 知 ， 下 是 一 个 遗传 欧 氏 域 .然而 ， 易 知 奇 次 数 多 项 式 r -tE F PRA 
解 ， 这 里 + 为 G 到 民 的 这 样 一 个 映射 ,使 得 supp(t) = {1}, 且 t(1) =1. Alt, F 
不 是 实 闭 域 . 

遗传 欧 氏 域 与 SAP 域 之 间 具 有 某 种 联系 ， 这 种 联系 可 由 下 面 定 理 看 出 . 

定理 6.3.3 一 个 实 域 FF 是 遗传 欧 氏 域 ， 当 且 仅 当 F(z) 的 每 个 实 代数 扩张 是 
SAP 域 ， 这 里 > 是 域 上 一 个 末 定 元 . 

证 明 设 F(z) 是 一 个 SAP 域 . 令 K=F(a) 是 下 的 任意 实 有 限 扩张 , 且 a 在 
F EARNSHAW f(z). 由 命题 3.1.1(1) 知 ， F(z) 有 一 个 赋值 v, 使 得 Gu =Z, 
EF, S F(a). AF KEKR, AT v 是 一 个 实 赋值 ， 由 于 |Gu/2Gu| = 2, 从 而 由 
定理 6.1.2 知 ， |X,| = 1. 这 表明 ， 天 仅 有 惟一 序 . 由 定理 6.3.1 知 ， 下 为 遗传 欧 
RR. 

现 设 F 为 遗传 欧 氏 域 . $ LÆ F(z) 的 任意 实 有 限 扩张 ， 且 v 是 工 的 一 个 实 
赋值 . 令 vo 是 v 在 上 的 限制 .由 于 下 为 欧 氏 域 ,从 而 vo 的 值 群 Go。 显然 是 2- 
可 除 的 ， 下 面 分 情况 证 明 : |G。/2Go| <2, 且 当 |Gy/2G,|=28t, |¥p,|=1. 

情况 1 G。 包含 在 Gw 的 可 除 闭 包 中 .此 时 易 知 ， G。 也 是 2- 可 除 的 ， 此 正 
为 欲 证 . 

情况 2 Go 不 包含 在 Gu 的 可 除 闭 包 中 .此 时 ， 有 > e L, 使 得 对 于 任意 整数 
k, ku(z) ¢ Guo, BP u(z*) ¢ Guo. & v1 是 赋值 v 在 域 F(z) 上 的 限制 ， 则 对 于 相 异 的 
整数 m, n 以 及 任意 a, bE È, v1(azm) 关 vi(bz"). 因而 对 于 》 aiz e F(z), 有 

i=0 


v (Se = min{vo(ai) + iv(z) | i =0, 1, ---, n} € Gy, + Z- v(z). 
由 此 可 见 ， Gu S Gu OZ. Hae Ay\My. 由 F(z) 中 元 素 的 形式 ， 可 令 


a= (Soe ‘) (Sone) ,其 中 ap bi € FF,i=0,…,n. FR, v (Sa) - 


i=0 
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v ( > oo 令 m(akzk) = min{fvi(aizi) | i = 0, ---, n}, 0 < k < n, WHA 
me = infoa (2) | š = O, +>, m). 由 此 知 wo = va lba), BP anbi? € An \ 
Mou. 此 时 ，a 一 akbfl = (ora — axbj)z* bs bbizi E . 对 于 不 等 于 大 的 每 个 
i, vı ((brai—arbi)z*)> minți (haz, v1 (agbiz*)} = v1 (by) +min{ 4 (a;2*), v1 (b;24)} > 


vi(bk) + vi(bez*) = v Shs .从 而 有 a- abg! € My, Mat Mo = 


abp? + My. 因而 Fo, = Fs . 显然 ，z 是 下 上 超越 元 ,从 而 工 是 F(z) 的 有 限 扩 
IK. 于 是 ，[G。: Gu OZ] 和 [Fo : Foo] 都 是 有 限 的 . 据 此 ， 我 们 可 以 证 明 如 下 两 个 
事实 . 

事实 1 |Go/2Gu|= 2. 

设 [Gu : Gy, OZ) =r, WA ARR s, 使 得 2* >r. 假若 1e 2*G, Wrar-le 
2°(rGy) C 2°(Gy, ® Z), Bl r = 2°9€ + 2°k, HH E E Gu, KE Z. MMA r= 2k, F 
盾 . am, 1¢ 2°G,. 然而 ，1 e 20G。 从 而 有 一 个 最 大 非 负 整数 m, 使 得 1 € 2G, 
即 om E Go- 对 于 任意 ge Gu, HARK k, (EI kg E Go OZ C Gu OZ- a M 


kg = wt 此 外 ， ee 假若 k 为 偶数 ， 则 当 
t= 2t1 为 偶数 时 ， Kya ty i € Gu OZ- zm 与 上 的 选取 矛盾 . 当 t= 241 
为 奇数 时 ， dena (tei +2) eeni 即 有 1 e HG, 与 m 的 最 大 性 于 
Ja. 因而 ，* 为 奇数 ， 即 = 2ka +1, 其 中 k > 0. 由 此 有 9 = z+- 2kig. 
ars 为 偶数 时 ， 9 € 2G; 而 当 t= 2ti +1 为 奇数 时 ， a  € 26 Bp 


ge 去 +2Gw. MT, Gu = 2GvU (去 +2G。). 由 严 的 最 大 性 可 知 ， 去 £ 26v. 
因此 ，|G,/2G,| = 2. 

事实 2 ARR F, DARF. 

RERI) J) ROR. LOMA MAN HAR 
数 为 1 的 多 项 式 f(y), 使 得 在 典型 同 态 ， A ly] — Fooly] F, f(y) 的 像 恰 为 f(y). 
BA, 1) RF LERTA. $98 Jo) FORMAT TR Bw 
MRI vo 在 (8) 上 的 一 个 拓展 . 由 (6) = 0 1, BE Any EME. 从 而 Be Ay, 即 有 
B= B+ Me € Fo. SMB, BF J) 的 一 个 根 于 是 Re (局 Fl = doef). 注意 到 

Feg(B) © Fo, H [Fo :Ral < [F(): F] = dogf(y) = dee). 因而 有 Fe = Fos(B). 
HF aM DMR Fy 上 不 可 约 多 项 式 fly) 的 根 , 从 而 Fo = Foo (8) = Fo. 由 此 可 
见 ，w 是 P(O) 的 一 个 实时 值 , E FCO) 是 下 的 一 个 实 有 限 扩张 .由 定理 6.3.1 4, 
P(O) 仅 有 惟一 序 P. 自然 有 ARo = (P). 根据 定理 5.6.7 的 推论 LD, Xr |=1, 
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即 |r, |= 1. 

根据 定理 6.1.2, 上 面 两 个 事实 表明 : 工 是 一 个 SAP 域 . 证 毕 . 

实际 上 ,定理 6.3.3 可 得 到 进一步 改进 . 在 此 之 前 ,我们 需要 一 些 预 备 工作 . 

设 FF 是 一 个 域 ，P 是 下 的 一 个 正 锥 ， 且 RR BR (FP) MRA. 对 于 
QaER 设 fa(z) 是 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 . 由 命题 3.1.3(1), 有 理 函 数 域 R(z) 有 一 
个 赋值 v, 使 得 下 列 条 件 成 立 : (1) 对 于 每 个 非 零 €F, v(a) = 0; (2)v(fa(z)) = 
(3) 且 剩 余 域 FL S Flel/(fa())= F(a). 在 下 文中 ， 这 样 一 个 赋值 v 将 记 作 va. 显 
然 ，va 是 F(z) 的 一 个 非 浅显 的 实 赋值 . 

引 理 6.3.4 设 K 是 有 理 函 数 域 F(z) 的 一 个 有 限 扩张 ， @ 为 K 的 一 个 正 
E, H REFR (F QNP) 的 实 闭 包 ， 则 存在 R 中 一 个 开 区 间 Ja, bine, 使 得 对 于 
每 个 a cla, br, va 可 拓展 为 K 的 一 个 实 赋值 . 

证 明 由 定理 3.6.9 知 , 存在 中 一 个 开 区 间 ]a,b[R2, 使 得 对 于 每 个 a cla, blr, 
总 有 一 个 -位 8: K — RU {oo}, 使 得 4z) = a. 令 岂 是 与 位 几 相 对 应 的 赋值 . 
由 于 $ 是 实 位 ， 从 而 w 是 K 的 一 个 实 赋值 ， 不 难 验证 ， wÈ ve 在 K 上 的 一 个 
拓展 . 证 毕 . 

引 理 6.3.5 设 K 是 域 下 的 一 个 有 限 扩张 , 且 玉 有 一 个 正 锥 P, 使 得 P 在 K 
上 有 惟一 拓展 ， 则 F 的 每 个 正 锥 都 可 拓展 为 K 的 一 个 正 锥 . 特别 地 ， 若 K 仅 有 
惟一 序 ， 则 FF 也 仅 有 惟一 序 . 

证 明 i REFR (F P) 的 实 闭 包 由 所 设 , + K = F(a), A f(x) 是 a 在 
五 上 的 极 小 多 项 式 . 由 于 PEK 上 仅 有 惟一 拓展 ， 从 而 由 定理 23.8 知 ， f(x) 在 
RR 中 仅 有 一 个 根 . 这 表明 : f(x) 的 次 数 是 奇数 ， 即 K 是 F 的 一 个 奇 次 数 扩张 . 
根据 定理 1.3.4 的 推论 1, F 的 每 个 正 锥 都 可 拓展 为 K 的 正 锥 . 

车 K 仅 有 惟一 正 锥 Q, 则 QN 下 是 下 的 一 个 正 锥 ， 且 QNF 在 KK 上 有 惟一 
拓展 Q. 对 于 下 的 任意 正 欠 P, 由 上 面 的 结果 知 ， 忆 在 K 上 有 一 个 拓展 . 由 所 设 
知 ，P 在 K 上 的 这 个 拓展 只 能 为 8. Aili, P=QNF. 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 以 建立 下 面 定理 ， 这 个 定理 是 定理 6.3.3 的 一 个 改善 . 

定理 6.3.6 RK 是 域 上 有 理 函 数 域 F(z) 的 一 个 实 有 限 扩张 ， 则 F 是 遗 
传 欢 氏 域 ， 当 且 仅 当 K 是 SAP 域 . 

证 明 由 定理 6.3.3 知 ， 只 须 证 明 充分 性 . 设 K 是 一 个 SAP 域 . 令 REFR 
(OOF) 的 实 闭 包 ， 这 里 Q 为 K 的 一 个 正 锥 . 假若 下 不 是 遗传 欧 氏 域 ， 则 由 定 
理 6.3.1 知 ,在 RR 中 ， 下 的 某 个 实 有 限 扩 张 F(B) 至 少 有 两 个 相 异 的 正 锥 . 由 引 理 
6.3.4 知 ， RR 有 一 个 开 区 间 ja 一 e,a + elr, Kee FF, 且 e >Rz 0, 使 得 对 于 每 个 
a Ela 一 6,a+e[R2, va 可 拓展 为 天 的 一 个 实 赋值 . 

任意 取出 a cja- e a+ elr. 由 本 原 元 定理 知 ， F(B,a) = F(6), HOE R, 
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且 0 >Rz 0. 由 于 F) 至 少 有 两 个 正 锥 ， 从 而 由 引 理 6.3.5 Ml, F(0) 至 少 有 两 个 正 
锥 .对 于 每 个 自然 数 n, $ an = a+ 一 一 all = 则 显然 FC F(an) C F(0). 由 于 下 


F(6) 只 有 有 限 个 中 间 域 ， 从 而 有 相 异 的 自然 数 > 和 s, 使 得 F(ar) = Flas). 此 
eu 0 € F(ar), 即 F(ar) = F(0). 显然 ar Ela — €, a + elr, 从 而 va, 可 拓展 为 KK 
的 一 个 实 赋值 w. 由 于 va 的 剩余 域 为 F(ar) = F(0), 且 w 的 剩余 域 Fy 是 F0) 
的 实 有 限 扩张 ， 从 而 由 引 理 6.3.5 知 ， |X| A. 此 外 ， 商 群 Gw/H 是 有 限 阶 的 ， 
E HSZ, XE H Æ F HRE vo, HAR. ATZA, Go 不 是 2- 可 除 的 . 因而 
|Gw/2Gw| > 2. 根据 定理 6.1.2 知 ， K 不 是 SAP 域 ， 与 所 设 矛 盾 . 因此 ， 下 是 一 
个 遗传 欧 氏 域 .证 毕 . 

作为 上 面 定理 的 一 个 推论 ， 我 们 可 建立 如 下 重要 结果 . 

定理 6.3.7 设 下 是 一 个 实 函 数 域 ，K 是 下 的 一 个 实 有 限 扩张 , 则 下 是 SAP 
域 ， 当 且 仅 当 是 SAP R. 

证 明 由 函数 域 的 定义 可 知 ， 存 在 F 的 一 个 子 域 Fo, 使 得 下 是 Fole) 的 有 限 
扩张 ， 其 中 ze 已 是 Fo 上 的 一 个 超越 元 ， 由 定理 6.3.6 M, F SAP Mh 
为 遗传 欧 氏 域 > K 为 SAP 域 . 证 毕 . 


86.4 。” 序 空间 同 胚 于 指定 的 Bool 空间 的 实 域 


在 81.5 中 ， 我 们 证 明了 这 样 一 个 重要 事实 每 个 实 域 的 序 空间 对 于 Harrison 
拓扑 是 一 个 全 不 连通 的 Hausdorf KEN. 在 拓扑 学 中 , 一 个 全 不 连通 的 Hausdorff 
紧 空 间 也 称 作 Bool 空间 ， 自 然 会 问 ， 对 于 事先 指定 的 一 个 Bool 空间 B, 是 否 总 有 
一 个 实 域 F, 使 得 tr AEF B? 对 于 这 一 问题 ， T. C. Craven 给 出 了 肯定 的 回 
答 . 在 本 节 中 ， 我 们 将 沿 着 Craven 的 论证 过 程 ， 对 上 面 问题 加 以 讨论 . 首先 , 我 
们 需要 如 下 关于 全 不 连通 的 Hausdorff 紧 空间 的 拓扑 性 质 . 

命题 6.4.1 iX EA Boo 空间 ， 则 

(1) X 的 所 有 既 开 又 闭 的 子 集 组 成 一 个 基 ; 

(2) 区 同 胚 于 某 个 乘积 拓扑 空间 {1, -1}8 的 一 个 闭 子 集 ， 这 里 集合 {1, -1} 被 
赋 子 离散 拓扑 . 

证 明 (1) 对 于 任意 re X, A Cl) 表示 所 有 包含 z 的 既 开 又 闭 子 集 的 交 . 显 
然 , O(c) EX AFR. 假若 C(z) + {z}, WY 的 全 不 连通 性 有 ，C(z) = AUR, 
其 中 及 和 瑟 是 七 的 两 个 不 相交 的 非 空 闭 子 集 . 不 妨 设 z e F. HF X de Hausdorff 
紧 空 间 , 从 而 由 拓扑 知识 知 , 有 某 个 开 子 集 D, 使 得 F CD, H DNF = 4, HP D 
表示 D 的 闭 包 . 4 C = DN(X\D) 为 D 的 边界 . EBB DNR = (#\D)NFK = 4, 
从 而 CnC(z) =. 于 是 对 于 每 个 ye C, 存在 一 个 包含 z 的 既 开 又 闭 子 集 H, 使 


Sa 
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Py g Hy. ATRE C 的 这 样 一 个 开 复 盖 CC U(X \ Hy). 由 于 C 是 紧 空 间 
yi 
X 的 闭 子 集 ， 从 而 有 一 个 有 限 开 复 盖 COC Na 其 中 eC,i=1,…， 
SH= AH BW = DOH. 显然 W=(DUC)NH=DN#H. 因此， 


w 是 既 开 又 闭 的 . 注意 到 ze W. 由 C(z) 的 规定 知 ， F2 C C(z) CW. 然而 
PNW CROD=¢, FR. 因而， 对 于 每 个 ze X, C(z) = {2}. 

现 设 U ÈX PERA r HAARR, N XU EY 的 闭 子 集 ， 对 于 任意 
yerX\U, 由 上 面 讨论 知 ，z 4 C(y). 从 而 有 一 个 包含 y 的 既 开 又 闭 子 集 Hy, 使 得 
zé Hy. 由 开 复 盖 X\UC ,以 yt 可 得 一 个 有 限 开 复 盖 X\UC U Hy, 其 中 


yvEX\U, i=1, yn. $H ÅH), 则 五 是 4 的 既 开 又 闭 子 集 ， 使 得 
TEH CU. ERA X 的 所 有 既 开 又 闭 的 子 集 组 成- 个 基 . 
(2) 由 结论 (1) A, X 有 一 个 基 B, 其 中 B h 区 的 所 有 既 开 又 闭 的 子 集 组 成 . 
对 于 X 的 任意 子 集 H, 用 Ay RRX 上 由 H 所 确定 的 特征 函数 ， 即 对 于 
red, Gre H, dn(z)=1; 否则 ，Aa(z) = 一 1. RH, WERE ce x, 可 规定 
8 到 {1,-1} 的 如 下 一 个 映射 : 


ĉ: Br-+Ag(z), BEB. 
据 此 ， 我 们 可 得 到 X 到 {l, 一 1}s 的 如 下 映射， 
ġ: rea, TEX. 


HF X i Hausdorff 的 ， 从 而 显然 是 单 射 , 由 乘积 拓扑 的 定义 知 ，{1, -1]}8 
的 一 个 子 基 由 如 下 子 集 组 成 : 


HB = {f € {1,-1}5 | f(B) =A}, 


其 中 BeB, 和 = 土 1. 

TA, oH) = B, 而 $1(HB') =X \B. Alt, X AEF {l,-1}8 的 子 
空间 $(X). 

设 fe {l,-1}, E f #49(X*), 则 有 如 下 两 种 可 能 情况 . 

情况 1 对 于 某 个 Be B, f(B) = f(X \ B) = A, 其 中 入 = +1， 此 时 ， 
Í E€ Hà N Hgs, HBR HN Hgg NO(X) = 4. 

情况 2 对 于 每 个 Be B, f(B) 关 f(X \ B). 由 于 了 全 gt)， 从 而 对 于 每 个 
TEX, f +ê. 于 是 有 某 个 Be € B, 使 得 f(B-) A 2(Bs). 由 此 必 有 F(X \ Be) x 
2X \ Be); 否则 f(X \ Be) = 2(X\Bz) 关 5(Ba), 即 ft\Be) = f(Be), 矛盾， 必 
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要 时 ， 可 将 X \ Bs 代替 Bs, 从 而 可 设 5(Bz) = 1, 即 >e Be. 因而 ， 我 们 有 一 个 开 
Rm XC Y, Be. 由 二 的 紧 性 知 ， 有 这 样 一 个 有 限 开 复 盖 :， X= U B= 其 中 


mex i=in BeOS Fe Ñ Hg) E (À ai) nota) =o. 

由 上 面 的 讨论 即 知 ， A(X) 是 拓扑 空间 {1-1 的 闭 子 集 ， 证 毕 . 

设 是 任意 域 ， 0 是 MMO. 对 于 下 的 任意 子 集 4, 记 VA= {ae 
Qae A} VA 的 一 个 于 集 BFE 4 在 上 的 一 个 平方 根基 ， 如 果 下 列 条 
件 成 立 ， (1}VA C F(B); (2) 对 于 任意 有 限 个 相 异 的 bi, bn e B, 扩张 次 数 
[F (bn, ,bn) : F] = 2%; 等 价 于 :对 于 每 个 be B, b £ F(B\ {b}. 

引 理 6.4.2 (1) 所 设 同上 , M 严 的 每 个 子 集 4 都 有 一 个 在 上 的 平方 根基 

OPR PRAM, ACF, AB RAL F LOTMA, 则 
DH) 中 每 个 正 锥 都 可 惟一 地 拓展 为 P(B) 的 一 个 包含 B MER. 


证 明 (1) 考察 如 下 集合 
5S={C1C c V4, 且 对 于 每 个 ceC,c¢F(C\{c})}. 


BR 4 EE, 且 对 于 集合 的 包含 关系 是 一 个 偏 序 集 ， 由 Zorn 引 理 可 知 ， 中 
有 一 个 极 大 成 员 B. Rae VA 假若 a ¢ F(B), 则 自然 a# B. 令 C=BU 
{a}. 由 BES PARAM, CES. 于 是 有 有 限 个 相 异 的 元 素 c, cn € 
C, 使 得 [F(c1,… ,cn) : F] < 2%. 由 于 B e ,从 而 必 有 a € {a1,… ,cn}. A 
MS cn =a, Wo € B,i= 1,…,n 一 1， 此 时 ， 显然 有 [Flen ,cn-1): 
F] = 2077, ERB [F(c1,-+- ,cn-1)(@) : F(cay-++ ,cn-)][F(c, en-1) : F] = 
[F(c1y+++ ,Cn-1,Cn) : F] < 2”. 从 而 [F(c1,-++ ,cn-1)(a) : F(c1,… ,cn-1)] <2, 即 有 
a€ F(cl,… ,cn-1) C F(B), FR. MAM, ae F(B). 因此 ，B 是 4 在 F 上 的 一 
个 平方 根基 . 
(2) & Pe A, H(a). 考察 如 下 集合 : 


D={C|CCB, HP 可 拓展 为 F(C) 的 一 个 正 锥 Q, 使 得 CS @}. 


BR OED, 且 习 对 于 集合 的 包含 关系 是 一 个 偏 序 集 . 
此 时 可 断言 若 Ci, C < D, 其 中 C1 C Co, Qu, Q2 分 别 为 P 在 F(C), F(C2) 
上 所 拓展 的 正 锥 ,上 且 C1 5 Qi, C2 C Qa, M Qi C Qz, BQN F(C1) = Qu. 
事实 上 ， 如 若 Q1 A QN F(C), 则 C 中 有 有 限 个 元 素 c1, …, cm, 使 得 Qin 
Fe ,Cm) 关 Q2NF(c1,… ,cm). 选取 最 小 自然 数 m, 使 得 这 样 的 不 等 式 成 立 . 从 
而 有 QinF(c，… ,emi) =QanF(lc i ,cm-l): 令 Q = QINF (c1, -+ , Cm1), A 
Q FER F(c1,+++ ,cm-1) 的 一 个 正 锥 . 注意 到 2, ACP CQ’. 由 定理 2.3.8 的 推论 
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2 知 ，8' 在 下 (c1,… ,cm-1,cm) 上 恰 有 两 个 拓展 , 使 得 cn 关于 这 两 个 拓展 分 别 为 正 
和 负 元 素 . BR Qi1NF(c1,… ,cm) 和 Q2nF(c1,… ,cm) 都 是 Q ERM Fler- ,cm) 
上 的 拓展 ， 而 且 cm 对 于 这 两 个 拓展 都 为 正 元 素 . 从 而 有 Qi n Fler ,cm) = 
Q2N F(c1,'*: ,cm), 矛盾 因此， 上 面 的 断言 成 立 . 

设 {Cilie 刀 是 习 中 任意 一 个 链 ， 其 中 工 是 一 个 指标 集 ， 对 于 每 个 ;ie 卫 P 
可 拓展 为 F(Ci) 的 一 个 正 锥 Qi, 使 得 C: C Qi. 由 上 面 的 断言 知 ， 当 Ci CC; 时 ， 
FER i, GET, BH Qi CQ 

C= UG HQ= Ue 由 上 面 的 讨论 ， 易 知 Q 是 PER FC) 上 所 拓 


展 的 一 个 正 俊 ， 且 CS Q. 从 而 Cez2. 因而 , 链 {Ci |i cI) 在 吕 中 有 一 个 上 界 
C. 由 Zorn 引 理 ， 允 中 有 一 个 极 大 元 Bo. 

假若 Bo + B, WA bE B, 使 得 b# Bo. 此 时 ， 显 然 b# F(Bo). 由 于 Bo € D, 
ATI P Œ F(Bo) 上 有 一 个 拓展 Qo, 使 得 Bo C Qo. 由 定理 2.3.8 的 推论 2 知 ， Qo 
在 (Bo)(b) 上 有 一 个 拓展 Qi, 使 得 be Qi. 这 表明 BoU {b} € D, 矛盾 于 Bo 的 极 
KH. 因此， Bo = B. 这 表明 : P 可 拓展 为 F(B) 的 一 个 正 锥 Q, 使 得 BCA. 

再 设 Q1, Qo 都 是 已 在 域 F(B) 上 的 拓展 ， 且 B C Qi, i = 1, 2. 由 上 面 的 断言 
知 ， Q1 = @2. 引 理 获 证 . WEE. 

定理 6.4.3 设 己 是 一 个 SAP 域 , ACR Ae 的 一 个 闭 子 集 ， 则 已 有 一 个 代 
数 扩张 K ， 使 得 限制 映射 >: 8 一 8NF 是 Xk 到 C 的 一 个 同 胚 .: 

证 明 当 C = Xr Rt, RK =F BA. FRC 4 Xr. 由 命题 6.1.1 知 ， 
H = {H(a) | a € F} 是 序 空间 Xr 的 一 个 基 . 由 所 设 知 ，Xr \C 是 Ap 的 一 个 开 子 
集 ， 即 有 XF \C = UFO, 这 里 B 是 下 的 一 个 非 空 子 集 ， 使 得 对 于 每 个 be B, 
H(b) 40. 从 而 C= Q EO HH A=-B 

对 于 每 个 非 负 整数 n, 我 们 可 以 归纳 地 定义 这 样 的 一 个 偶 (Kn, An), 使 得 下 列 
条 件 成 立 : 

(1) Ko =F, H Ao = 4; 

(2) 4 (Kn, An) 被 确定 时 ， Angi 为 An 在 Kn 上 的 一 个 平方 根基 , A Kny = 
Kn(Ant1). 
显然 Kn C Kn+1,n=0,1,…. 令 K= Ü Ko M K E F 个 代数 扩张 . 下 面 
证 明 : 由 此 所 得 的 扩张 K 满足 定理 中 所 要 求 的 条 件 

对 于 任意 P < C, 由 引 理 6.4.2 M, P 可 拓展 为 Ki 的 一 个 正 锥 Qu, 使 得 
A: S Qi. 再 由 引 理 6.4.3, Qi 可 进一步 拓展 为 Ko 的 一 个 正 锥 Qa, 使 得 A2 C Qo. 
一 般 地 ， 对 于 Kn 的 一 个 正 欠 Qn, 其 中 An C Qn, Qn 可 拓展 为 Kn+1 的 一 个 正 
FE Qnt1, 使 得 4n+l C Qur 如 此 进行 下 去 ， 我 们 得 到 一 个 由 序 域 组 成 的 序列 : 
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(FP), (1, Qa)s =+, (Kn Qa), ===, BE P C Qi C C Qa Cii E Q= Ù Om 


则 显然 8 是 正 锥 已 在 K 上 的 一 个 拓展 .这 表明 ， 限 制 映射 + 是 Xk 到 C 的 一 个 
满 射 . 

设 Qi,Q2€ Xk, 且 QiNF=Q2NF, 则 QiN Ko=Qzn Ko. 假定 QiNKn= 
Q2nNKn. È Q! =QiNKn, 则 QiNKntl 和 Q2nKnti 都 是 Q 在 域 Kn(An+1) 上 的 
HR, H Any GE QiN Knt1, i = 1,2. ERB, An CQ’. 由 引 理 6.4.2(2) 中 的 惟一 
性 知 ，QinKn+l = Q20 Kasi. 由 归纳 法 原理 知 ,对 于 每 个 非 负 整 数 n, QinKn = 
Qan Ka. 由 此 有 Qs = Qin ( Ü xa) = Ü Qina) = Ü an = 
表明 ， 限 制 映 射 > 是 一 个 单 射 . 

注意 到 ， 对 于 每 个 be 户 ,7-1(H(b) nC) = Hx(b), 这 里 Hk(b) = {Q € Xx | 
be Q}. 因而 7 是 一 个 连续 映射 . 由 于 Xk 是 一 个 紧 空 间 , 且 C 是 Xp 的 一 个 紧 子 
R, AT r 是 Xk 到 C 的 一 个 同 胚 映射 ， 证 毕 . 

引 理 6.4.4 设 RR 是 一 个 实 闭 域 ，z 是 RR 上 一 个 未 定 元 ， 则 存在 R(z) 的 一 
个 代数 扩张 ,使 得 tr 同 胚 于 乘积 拓扑 空间 {1, -1}&, 这 里 {1, -1} 被 赋予 离散 拓 
th. 

证 明 根据 定理 2.6.3, 单 超越 扩张 域 R(z) ANER Q+oo, INER Q+oo 
是 由 已 的 分 割 Dio = RR 惟一 确定 的 .从 而 对 于 每 个 a€ R, t-a E Qro 对 于 
a € R, H Vz 一 a 表示 多 项 式 y- (2 一 a) 在 序 域 (R(z),Q+eo) 的 实 闭 包 中 惟一 的 
ER. 记 A4={z-alaeR}, 且 B={Vz-alaeR}, 则 VAC R(z)(B). 此 
外 ， 可 断言 B 是 4 在 R(z) 上 的 一 个 平方 根基 .事实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 有 有 限 个 
HAIR V= a, ++, Vz 一 am € B, 使 得 [R(a)(VE— ai,» , VE = am) : a < 
2"， 选 取 最 小 的 自然 数 m, 使 得 上 面 不 等 式 成 立 .不 妨 设 a <m< m <p 
am. 由 m 的 最 小 性 知 [R(z)(Vz 一 ai,… ,VT = ām) : R(z)] = 27-1, 由 此 可 馈 
VE- am € R(z)(Vz 一 a1,… ,VT 一 am-1). 根据 定理 2.6.3, 单 超越 扩张 R(x) 有 一 
PEH Qam r+) 使 得 Qam ,+ 是 由 RASH Dan ,+ 确定 的 此 时 可 知 T- am € 
Qam-it;y 但 2 一 Qi E€ Qa rts i= 1, +++, Mm- 1. 令 Ry 为 序 域 (R(Z),Q@o,_,+4) 的 实 
闭 包 ， 则 显然 VT 一 di € Ri,i=1,…,m 一 1. 于 是 VI- am € R(z)(Vi=ai,.…， 
VT 一 Gm-1) C Ri, BVA £- am € Ri. RM, 2- am € -Qani C -R?, FE. 

S F = R(z)(B), N F Æ R(z) 的 一 个 代数 扩张 ， 对 于 每 个 Pe Xr, 可 规定 这 
样 一 个 cp € {1,-1}*, 使 得 对 于 每 个 € R, op(a) = sgnp(Vz—a). 因而 ， 我 们 得 
到 Xr 到 {1,-1}* 的 一 个 映射 o: 已 一 op, PE Xp. 

Pi, P2 € Xp, Hop, = op,, WE a € R, sgnp, (VT = a) = sgnp, (x — a). 
& ea = sgnp, (VT =a), a E€ R. HF BRA Ree) 上 的 一 个 平方 根基 ， 从 而 
Bı = {eaVe—a@|a € R} 显然 也 是 A 在 R(z) 上 的 一 个 平方 根基 . 注意 到 AC Qio, 
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P, 和 Po ME Qro 在 域 R(z)(B1) 上 的 拓展 , H Bi C Pi, i=1, 2. 由 引 理 6.4.2(2) 
中 惟一 性 知 ， Pi = Po. 这 表明 o 是 一 个 单 射 . 

再 设 Ae {1, 一 1}R. BR, By = {A(a)Vz—a| a R} 也 是 4 在 R(x) 上 的 一 
个 平方 根基 .注意 到 AC Qro 由 引 理 6.4.2(2) 知 ， Qto 可 拓展 为 域 R(z)(BA) 
的 一 个 正 锥 P, 使 得 BA CP. ER, F= R(x)(By), 即 Pe Xp. 此 时 ， 对 于 每 个 
a € R, sgnp(Vz— a) = Xa)sgnp(A(a)Vz—a)= 和 (a). 从 而 入 = op. 这 表明 o 是 一 
个 满 射 . 

由 乘积 拓扑 的 定义 知 ， 由 所 有 形 如 H* = {A € {1,-1}* | 和 (a) =k} 的 子 集 组 
成 {1, -1}8 的 一 个 子 基 ， 其 中 ae R, k= +1. 很 清楚 ，o-1(Hk) = Hp(kVz 一 a)， 
这 里 Hr(kVz—a) = {P € Xr | kyz -a € P} 为 Xp 的 一 个 基本 开 子 集 ， 因 而 ， 
映射 o 是 连续 的 . 由 于 Xe 和 {l, -1}% 都 是 紧 空 间 ， 从 而 o 是 一 个 同 胚 映射 . 证 
毕 . 

现在 ， 我 们 能 够 建立 如 下 的 Craven 定理 . 
定理 6.4.5 (Craven) 对 于 任意 的 Bool 空间 X, 存在 一 个 域 K, 使 得 同 胚 

于 XK. 

证 明 由 命题 6.4.1(2) 4, X 同 胚 于 某 个 乘积 拓扑 空间 {1, 一 1} 的 一 个 闭 子 
集 ， 其 中 {1, -1} 被 赋予 离散 拓扑 ， 设 U 是 有 理 数 域 Q 上 一 个 与 B 具有 相同 基数 
的 未 定 元 集 ， 则 QU) 是 一 个 实 域 . 4 R 是 实 域 Q(U) 的 任意 一 个 实 闭 包 . 由 引 
理 6.4.4 知 ， R(x) 有 一 个 代数 扩张 F, 使 得 tr 同 胚 于 乘积 拓扑 空间 {1, 一 1}R. 将 
具有 相同 基数 的 两 个 集合 B 和 U 等 同 起 来 ， 则 有 BCR. 对 于 每 个 入 {1, -1}2 
以 及 任意 a € R\B, 补充 规定 Ala) = 1. 从 而 可 认定 {l, -1}s C {1, 一 1}R. 此 时 ， 
{1,-1}9 显然 为 {1, 一 1}# 的 一 个 闭 子 集 . 因而 ，X* 实际 上 同 胚 于 {1, -1}8 的 一 个 
闭 子 集 C. 根据 定理 6.3.31, F 是 一 个 SAP 域 . 再 由 定理 6.4.3 知 ， 存 在 下 的 一 
个 代数 扩张 K, 使 得 Xk EF C, 即 Xk 同 胚 于 X. 证 毕 . 

在 Craven 的 原始 论文 [44] 以 及 后 来 的 其 他 相关 文献 (例如 [155]) 上 面 定理 
6.4.3 的 证 明 都 存在 欠缺 ， 有 反例 表明 ， 在 这 些 文献 的 证 明 中， 所 构造 的 代数 扩张 
K 根本 不 满足 定理 的 要 求 . 


§6.5 Pythagoras 域 
在 本 节 中 ， 主 要 讨论 一 类 特殊 域 —Pythagoras 域 以 及 域 的 Pythagoras 闭 
包 


定义 6.5.1 一 个 域 F 称 作 Pythagoras 域 ， 如 果 F2 + F? C F?, 即 对 于 任意 
a,beF, Ace F, ER a+ =. 


由 上 面 定义 6.5.1 知 ,一 个 域 F 是 Pythagoras 域 ， 当 上 且 仅 当 Sp = F?, 4 AL 
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当 对 于 每 个 ae F, 1 二 a? € F?. 显然 ， 二 次 闭 域 是 非 实 的 Pythagoras 域 ， 而 欧 氏 
域 和 实 闭 域 是 实 Pythagoras 域 . 对 于 非 实 的 Pythagoras 域 ， 我 们 有 如 下 刻画 . 

定理 6.5.1 设 域 下 不 是 一 个 实 域 , 则 F Æ Pythagoras 域 ， 当 且 仅 当下 的 特 
征 为 2, 或 者 下 是 二 次 闭 域 . 

证 明 注意 到 ， 当 下 的 特征 为 2 时 ， 对 于 任意 a, be F, o2+ 妇 = (a+b)? 从 
而 充分 性 显然 ， 下 证 必要 性 . it FÆ Pythagoras 域 ， 且 F 的 特征 不 为 2, 则 由 定 
理 1.1.3 知 ， 下 = SF = F?. 从 而 对 于 每 个 ae F, H be 下 ,使 得 a = b. 这 表明 下 
是 二 次 闭 域 . 证 毕 . 

由 上 面 定理 可 见 ， 更 值得 探讨 的 Pythagoras 域 应 是 实 Pythagoras 域 ， 作 为 实 
Pythagoras 域 的 一 个 刻画 ， 我 们 建立 下 面 的 结论 . 

定理 6.5.2 一 个 实 域 fÈ Pythagoras i, 24 HAUK F(V—1) 是 下 的 惟一 的 
非 实 二 次 扩张 . 

证 明 i F Æ Pythagoras iè, H F(Va) 是 下 的 任意 一 个 非 实 的 二 次 扩张 ， 
HH a cF, 则 有 如 下 关系 式 : 


-l= 和 +aVa)? = De +c?) + WY bees, 


i=l i=1 i=1 


其 中 心 eF i=l n 此 时 必 有 bic = 0, ME -1 = 508 + acd). 由 于 
i=1 1 


= 

F J Pythagoras È, Am 1+) 6 =? BD e= o, HH b, ce F, Hb 0. It 
i=l i=l 

时 可 知 c 关 0, 且 有 VE = -VC 因而 有 PCVD = FOT). 

RX F(V-1) 是 F 的 惟一 的 非 实 二 次 扩张 ， 对 于 任意 ac F, F(V-1-@) 
显然 是 F 的 一 个 非 实 的 二 次 扩张 . 由 所 设 知 F(a) = F(V=1). Wie 
V-1-@? = b+ cy, RF b, ce F, MA -1-a = 8? e bevi. 此 时 必 有 
be = 0. 假若 c=0, 则 有 一 1 一 a? =b, BP -1= a2 十 好 ,矛盾 于 域 FE. AT 
c#0, 必然 b=0. 由 此 有 1 + 0? =. 这 表明 下 是 一 个 Pythagoras 域 . 证 毕 . 

借助 于 Galois 理论 ， 我 们 可 以 进一步 建立 下 面 结论 . 

命题 6.5.3 A F AE Pythagoras 域 ， 则 有 一 个 4 次 循环 扩张 . 

证 明 设 下 不 是 Pythagoras 域 , 则 对 于 某 个 ae F,1+a? ¢ F?. 今 b=1+a?, 
则 Vb # F. 考虑 多 项 式 f(x) = (z? - b)? -b. 任意 取 定 域 下 的 一 个 代数 闭 包 2， 
则 易 知 f(x) 在 2 中 的 全 部 根 为 = Vb 十 V6, B =aa-!(a? — b), -a 和 一 B. 于 是 
F(z) = (z-a)(z+a)(z-8)(2+8). 假若 f(z) Æ F ETH, ME Fle] 中 f(z) 必 有 这 
样 一 个 二 次 因 式 (z 一 Q)(z 一 ), 这 里 7= —a, 8 R -p. HF a? =b+ Vb ¢ F, Milly 
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REH £8. 于 是 af e F, 即 对 于 某 个 ce F, (ap) =P. 此 时 ，a?(a? 一 b)? = c, B 
b= (ca-1)2 € F*, 矛盾 . 因而 ，f(z) 在 已 上 不 可 约 的 . 令 天 = F(a), N [K : F) = 
注意 到 ，6 =aa7'(a?—b) E K. 这 表明 天 是 f(z) 在 上 的 分 裂 域 . 因此 ，K 
是 下 的 一 个 Galois 扩张 . 

由 于 6 是 a 的 F- SHOT, TTA T E Aut(K/F), 使 得 r(a) = 6. 此 时 有 

ba(a? — a?) _ 

b(a? — a2) 
从 而 7 的 阶 大 于 2, 即 Aut(K/F) 必 为 4 阶 循环 群 . 因而 ，F 有 一 个 4 次 循环 扩张 
K. 证 毕 . 

实际 上 ， 当 F 是 实 域 时 ， 命 题 6.5.3 的 道 也 是 成 立 的 . 

定理 6.5.4 一 个 实 域 F X Pythagoras 域 , 当 且 仅 当 下 没有 4 次 循环 扩张 . 

证 明 充分 性 由 命题 6.5.3 即 得 ， 下 证 必要 性 . 设 有 一 个 4 次 循环 扩张 KK， 
H r H Galois 群 Aut(K/F) 的 生成 元 . $ H Hh r 生成 的 2 OEP BE, AE 
为 H 的 稳定 子 域 . 由 Galois 基本 定理 知 [K : E] = [E : F] = 2, H Aut(K/E) = 
由 于 下 的 特征 不 为 2, 从 而 有 a, b, ce F, 使 得 已 = F( Va), mi K = E(Vb+cva). 

S a= Vb+cVa, 则 7T?(a) =-a. HF 7 ¢ H, 从 而 有 7(Va) = 一 Va. 此 时 有 
1(a)? =7(a?) =7(b+cVa) =b-cVa, 即 有 (ar(a))?= a?r(a)? =b? — ae F. 

另 一 方面 ，r2(ar(a))= 1?(a)r3(a) = (-a)r(-a) = ar(a). 从 而 ar(a) € E, Bf 
有 z,ye 书 使 得 ar(a) =z+yVa. FÈ b- ea =(ar(a))?= (x? + ay?) + 2zyVG. 
由 此 有 zy = 0, Alc =ORy = 0. RH y = 0, N ar(a) = z € F. 此 时 ， 
1(a)r?(a) = r(ar(a))= ar(a), BIA rz(a) =a. 从 而 a = -a, F. 因而 yy 4 0, 
必定 z = 0. 由 前 面 等 式 知 ， 刀 一 cza = ay’, B al? 十 她) =o. 如 车 b= 0, 则 由 
域 下 的 实 性 有 c=y = 0, FR. Aid 40. ERB, ag F. 从 而 ab? ¢ F’, Bp 
(ac)? + (ay)? ¢ F°. 这 表明 F AVE Pythagoras 域 .证 毕 . 

根据 上 面 的 定理 6.5.4, 容易 给 出 欧 氏 域 的 如 下 一 个 刻画 . 

推论 一 个 实 域 E 为 欧 氏 域 ， 当 且 仅 当 对 于 已 的 每 个 2 次 Galois 扩张 ， 总 
有 k<1. 

证 明 RE AK, AK BE —* 2* K Galois 扩张 , 则 G := Aut(K/E) 
是 一 个 2* 阶 的 群 ME k > 1, 则 由 群 论 中 熟知 事实 ，G 有 一 个 阶 为 2*-:1 的 正规 
FRA. KLAN HREM, WIL: E] = 2, H H Æ K EL EM Galois 群 . 由 
定理 6.2.3, L= E(V—1) 是 一 个 二 次 闭 域 . ARR, LAAK IK, F 
盾 . 从 而 大 和 1. 

反 过 来 , 设 忆 满 足 推论 中 所 给 的 条 件 , 则 巨 没有 4 次 循环 扩张 . 由 定理 6.5.4 
A, E X Pythagoras 域 , 从 而 E? 是 E 的 弱 亚 正 锥 . BEE A E? U 一 E?, W 


7?(a) = 7(8) = T(aa™! (a? — b))= ap-1(82 — b) = 


一 Q. 
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H ac E, Shag E?U 一 E?. 此 时 ， Elva) 为 吾 的 一 个 实 二 次 扩张 ,于 是 ， 
E(va, V-I) 是 已 的 4 次 扩张 SHR. Mi B= E?U 一 E?. A, ER 
个 欧 氏 域 . 证 毕 . 

借助 于 Witt 环 ， 我 们 可 给 出 Pythagoras 域 的 如 下 刻画 : 

定理 6.5.5 设 下 是 一 个 特征 不 为 2 HR, WA 

(1) 下 是 非 实 的 Pythagoras 域 ， 当 上 且 仅 当 W(F) 兰 Z/2Z; 

(2) F Æ Pythagoras st, 当 且 仅 当 加 法 群 (W(F), S) 中 每 个 非 零 元 的 阶 都 是 
无 限 的 ， 即 W(F) 是 无 挠 的 . 

证 明 (1) i F 是非 实 的 Pythagoras 域 . 由 定理 6.5.1 4, FEKAR. 
从 而 对 于 每 个 ee F, (a) ~r (1). 于 是 对 于 任意 a, b e È, (a,b) ~r (1, 一 1), BI 
[(a,b)] = [0]. Butt, WCF) = {[0), [(1)}}, BP W(F) 兰 Z/2Z. 

反 过 来 ， 若 W(F) = Z/2Z, 则 WF) = {(0), ((1)]}. 对 于 任意 € F, ((a)] # (0). 
从 而 有 Ka) = ((1)], 即 有 (a) ~r (1). 这 表明 ac F?. 因而 ， 下 是 二 次 闭 域 ， 由 定 
Æ 6.5.1 知 ， 书 是 非 实 的 Pythagoras 域 . 

(2) & F —PR Pythagoras jh. 由 命题 5.9.2 M, W(F) 中 每 个 非 零 元 可 表 为 
la, RF q 是 域 上 一 个 正 维 数 的 反 迷 向 型 . 假若 对 于 某 个 正 整数 m, mx fa) = [0], 
TY mx q 是 双 曲 型 ， 自然 是 迷 向 的 . S a= (a1,… ,an), 则 下 中 有 不 全 为 零 的 元 素 
eg P= Ay j=l, m, BE DOD aieh =0, 即 Da (34) =0. 由 

i=1 j=1 


j=1 i=1 


m in 
F F J Pythagoras i, ATI 》 e} € F°, BA b e F, A D eh = i=l, 
j=l j=1 


n. 由 于 FERR, AT by, +++, bn 不 全 为 零 ， 此 时 ， 》 ai 好 = 0, FEFA q 的 
izi 


反 迷 向 性 ， 因此， W(F) 是 无 挠 的 . 

BUR W(F) 是 无 挠 的 ,对 于 任意 ae F, 当 1+a? =0 时 ， 显 然 1+a2 e F2; 当 
1+a? 关 0 时 ,由 命题 5.1.5 知 ，2x (1+a?) wp 2x (1). 由 所 设 知 ，(1+a2) xe (1). 
由 此 可 知 1 +a? € F?. 因而 ， 下 是 Pythagoras 域 .假若 F 不 是 实 域 ， 则 由 结论 
(1) A, W(F) 兰 Z/2Z, SPR. 因此 F 是 一 个 实 Pythagoras 域 ， 证 毕 . 

一 个 实 Pythagoras 可 能 具有 多 个 序 ， 因 而 实 Pythagoras 域 不 一 定 是 欧 氏 域 . 
对 此 ， 考 虑 下 面 的 例子 . 

例 设 丽 是 一 个 实 Pythagoras i, Fi = Fo((t)) ER Fo LERET t HW 
式 寡 级 数 域 ， 此 时 ， 我 们 有 如 下 两 个 断言 . 

断言 1 F, 是 一 个 Pythagoras 域 . 

BaH pEr 中 任意 两 个 非 零 元 . 由 于 Fo SH Pythagoras 域 , 从 而 a? + 4? 
可 表 为 
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a? + B? = (cot™)*(1 + cyt +H Cnt” +--+), 


HP c € Fo, i=0, 1, 2,---. 

令 I= 1+ct+… 十 cn 如 十 …. ERB, A 实际 上 是 系数 在 Fo 中 而 指数 在 Z 
中 的 形式 寡 级 数 ， 即 Fi = Fo((Z)). 因此 ， A 有 自然 赋值 w 使 得 v 是 一 个 Hensel 
赋值 ， 剩 余 域 P= Fo, 且 值 群 G, = Z. 记 4, 为 v 的 赋值 环 ， 则 z? -n © Ala). 
此 时 ，z2 — = (z+ 1)(z-— 1) (mod M,), 这 里 M, 是 v 的 赋值 理想 ， 由 Hensel 引 
HA z? -n E A, PAR 7. HEA n= 7, 进而 a? + 6? = (cot)? e FP. 这 表明 
F, 是 一 个 Pythagoras 域 . 

此 外 ， 由 于 |G。/2G,| = |Z/2Z| = 2, 从 而 由 定理 5.6.7 的 推论 1 知 ， 如 下 断言 
成 立 . 

断言 2 Fo 的 每 个 序 在 上 恰 有 两 个 拓展 . 

当 Fo 为 欧 氏 域 时 ， 由 上 面 两 个 断言 知 ， Fi 是 一 个 恰 有 两 个 序 的 Pythagoras 
域 . 重复 上 面 过 程 ， 可 得 到 域 扩 张 Fo CF C… C 及 ,使 得 Fi 是 Fi-， 上 含 单 变 元 
HERRAR, i= 1, …, n. 由 上 面 断 言 和 归纳 法 可 知 ， F 是 恰 有 2” 个 序 的 
Pythagoras 域 . 此 外 不 难 知 道 , 域 U Fa 是 一 个 具有 无 限 个 序 的 Pythagoras i. 

设 下 是 任意 一 个 域 ， FARA. BR 2 是 一 个 Pythagoras it. ig 
Foy 为 下 和 0 的 所 有 Pythagoras 中 间 域 的 交集 显然 Fpy 也 是 一 个 Pythagoras 
W, 且 FC Fp SU. 

定义 6.5.2 如 上 所 得 的 Pythagoras 域 Fpy 称 作 域 F 在 N 中 的 Pythagoras 
闭 包 . 

由 于 域 的 任意 两 个 代数 闭 包 都 是 F- 同 构 的 ， 从 而 易 知 F 在 任意 两 个 代数 
闭 包 中 的 Pythagoras 闭 包 是 F- 同 构 的 . 因此， 下 的 Pythagoras 闭 包 在 F- 同 构 
的 意义 下 是 惟一 的 . 

显然 ， 下 是 Pythagoras 域 ， 当 且 仅 当 F = Fpy. 关于 域 的 Pythagoras HE, 
可 以 建立 如 下 事实 . 

命题 6.5.6 ”对 于 一 个 域 FP, 下 列 结论 成 立 ， 

(1) Æ K Æ F #—^ Pythagoras 扩张 ， 则 K 包含 F 的 一 个 Pythagoras 闭 
包 ; 

(2) 下 的 一 个 扩张 KK Æ F hy Pythagoras HE, 当 且 仅 当 K 是 Pythagoras 域 ， 
AK 的 每 个 包含 FF 的 真子 域 不 再 为 Pythagoras 域 ; 

(3) F BKM, N Fpy 也 是 实 域 . 

证 明 (D 设 已 是 下 在 天 中 的 代数 闭 包 . 由 于 K Æ Pythagoras 域 ， 从 而 易 
知 ， 互 也 是 一 个 Pythagoras 域 . 4 2 是 的 代数 闭 包 则 2 也 是 F 的 代数 闭 
fa. 记 Fy 为 正在 N 中 的 Pythagoras AA, WHEL, FOR, ECK. 
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(2) 必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 根据 结论 (1) A, FC Fpy CK, XB Fpy 是 下 
的 一 个 Pythagoras 闭 包 .由 所 设 知 必定 K = Foy. 

(3) 由 于 下 是 实 域 , 从 而 下 至少 有 一 个 实 闭 包 R. 注意 到 R —T Pythagoras 
域 . 由 结论 (1) 知 ， Fpy CR. 因而 Fpy 是 实 域 . 证 毕 . 

Pythagoras 闭 包 可 通过 如 下 更 直接 的 方式 获得 . 

设 忆 是 任意 域 ， 9 为 F 的 代数 闭 包 .规定 8 的 如 下 子 集 : 


VIFF ={VIF} 2 €2|a€ F}. 


HETI FA 2 APRA: FCF Co CFn COo, E A = F(VI+FF%), 
TH Fani = Fal VIFF), n= 1,2,---. RISAN, Ù Fa AE F AE O shy Pythagoras 
闭 包 . 

实 域 的 Pythagoras 闭 包 与 欧 氏 包 之 间 有 着 重要 的 联系 ， 这 种 联系 反映 在 下 面 
的 定理 中 . 

定理 6.5.7 设 书 是 一 个 实 域 ， 2 是 下 的 代数 闭 包 , 则 正在 2 中 的 Pythagoras 
闭 包 恰好 等 于 F ENR 中 所 有 的 欧 氏 包 的 交 . 

证 明 设 {E\| 和 Ae 4} 是 由 下 在 ?中 的 全 部 欧 氏 包 组 成 的 集合 . 显然 , 对 于 每 
个 和 e A, Ey 是 包含 下 的 Pythagoras 域 . 由 Pythagoras 闭 包 的 定义 知 ，Fpy C Ey. 
因而 ， Fpy E A, Ey. 


BE Fy 六 o, Ey, WA ae A, Ey, Ea ¢ Foy. 对 于 名 的 任意 一 个 Foy- 自 同 
构 m, 易 知 {(Bs) |e A} 也 是 由 Pte 0 中 的 全 部 欧 氏 包 组 成 从 而 ( (0, E)= 
QTE) Q 这 表明 QE E Fw 的 一 个 Galois 扩张 . 从 而 Fpy 有 一 个 有 
Fi Galois 扩张 ， 使 得 we K, 有 KENBD. 记 Fyy(2) 是 Fpy 在 2 中 的 二 次 闭 
包 , WKE Qa C Foy (2). 由 命题 6.2.2 M1, [K : Fp] = 2, 其 中 m 为 自然 数 . 


由 有 限 群 理论 知 ，Aut(K/Fpy) 有 一 个 阶 为 2"-: 的 子 群 H. 令 工 是 互 的 稳定 域 . 
由 Galois 基本 定理 知 ， 工 是 Fpy 的 一 个 扩张 次 数 为 2 的 扩张 域 ， 且 LC K. 于 是 
L= Fyy(8), 其 中 B? € Foy. 1 P FE Fpy 的 任意 一 个 正 锥 ， 且 RR 为 序 域 (Fpy,P) 在 
Q 中 的 实 闭 包 . 由 命题 6.2.4(1) EM, RW Fo 的 一 个 欧 氏 包 E. BR, E 
实际 上 也 是 F EO 中 的 一 个 网 氏 包 . 从 而 ， BE EC R, 于 是 8? € R?N Fp =P. 
根据 定理 1.1.4 知 ， 8? E SP = F2. 由 此 有 Be Fp, WE L= Fp, FE. 因而 ， 


命题 6.5.8 设 域 下 不 是 一 个 Pythagoras 域 , 则 下 的 Pythagoras 闭 包 Fpy 包 
含 下 的 一 个 4 次 循环 扩张 . 


Beez 
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证 明 由 所 设 知 Hae F, 使 得 1 +a2 g F’. 此 时 ， 显然 万 的 特征 不 为 2. 令 
b= 1+a?, 则 Vb € Fry. 此 时 有 8+ Vom 14a? + Vira = La? +40 + fat 
vb) + +30 + VB)? € Sp,, = F2. 从 而 Vo+ Vb € Fy. 根据 命题 6.5.3 aca 
A, F(Vb+ Vo) 是 下 的 一 个 4 次 循环 扩张 . 证 毕 . 

推论 WK 是 域 下 的 一 个 有 限 扩张 . 若是 Pythagoras 域 , 则 下 也 是 一 个 
Pythagoras 域 . 

证 明 由 命题 6.5.6(1) 知 ，K 包含 下 的 一 个 Pythagoras 闭 包 Foy. 此 时 ， Foy 
是 FF 的 一 个 有 限 扩 张 . 假若 Fpy ZF, N Fpy 包含 一 个 真子 域 E, 使 得 FC E, H 
Fp M E 之 间 没有 非 浅显 的 中 间 域 .由 于 E A Fp, 从 而 E 不 可 能 为 Pythagoras 
域 . 由 上 面 的 命题 知 ，Fpy 包含 已 的 一 个 4 次 循环 扩张 L. 由 Galois 基本 定理 知 ， 
LAE SAAT PR Ly, 使 得 (L: Li] = 2. FR, Li 是 Fp MEZA 
非 浅 显 的 中 间 域 ， 矛盾. Alli, F= Foy, BI 下 是 一 个 Pythagoras i. YEH. 

由 上 面 推论 ， 可 知 这 样 一 个 事实 : 若 域 FF 不 是 一 个 Pythagoras R, N F 的 
Pythagoras 闭 包 必 为 F 的 无 限 代数 扩张 . 
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在 本 节 中 ， 我 们 将 引进 和 讨论 一 类 具有 更 强 性 质 的 Pythagoras 域 一 一 遗传 
Pythagoras ix. 

定义 6.6.1 一 个 实 域 F 称 作 遗 传 Pythagoras 域 ， 如 果 F 及 其 所 有 的 实 代数 
扩张 都 是 Pythagoras 域 . 

显然 ,所 有 的 实 闭 域 都 是 遗传 Pythagoras 域 . 而 且 , 遗传 欧 氏 域 必 为 遗传 Pythago- 
ras 域 . 

为 讨论 的 需要 以 及 结论 的 一 般 化 ， 我 们 给 出 一 个 更 一 般 的 概念 一 一 相对 遗传 
Pythagoras 域 . 

定义 6.6.2 设 工 是 实 域 F 的 一 个 代数 扩张 . HF 是 一 个 相对 L 的 遗传 
Pythagoras 域 ， 如 果 F Al L 的 每 个 实 的 中 间 域 都 是 Pythagoras 域 . 

由 定义 可 知 ,定义 6.6.1 中 所 指 的 遗传 Pythagoras 域 即 为 相对 代数 闭 包 的 遗传 
Pythagoras it, 它 具备 这 样 的 绝对 意义 : 相对 于 每 个 代数 扩张 , 它 都 是 遗传 Pythago- 
ras 域 . 

为 简便 起 见 , 在 本 节 中 ,始终 设 FF 是 一 个 实 域 . 本 节 的 目的 是 研究 相对 代数 闭 
包 的 遗传 Pythagoras 域 和 相对 二 次 闭 包 的 遗传 Pythsgoras 域 .为 统一 讨论 起 见 ， 
本 节 用 同一 符号 O 既 表 示 F 的 二 次 闭 包 又 表示 FF 的 代数 闭 包 ， 除 非特 别 指明 . 
BR, MF FA N 的 一 个 中 间 域 K, K 在 REKAH ( 即 K 在 2 中 没有 实 的 
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真 扩张 ), 当 且 仅 当 K 是 F EO 中 的 一 个 欧 氏 包 或 实 闭 包 , 根据 2 BP 的 二 次 
闭 包 或 代数 闭 包 而 定 . 此 时 ， 我 们 称 K 是 82- 实 闭 的 , REK 是 五 的 一 个 2- 实 
HE. 不 失 一 般 性 ， 当 2 表示 下 的 二 次 闭 包 时 ， 下 的 每 个 二 次 扩张 都 认定 在 N 
中 ; 而 当 2 表示 的 代数 闭 包 时 ， 下 的 每 个 代数 扩张 也 认定 在 N H. 

在 建立 主要 结论 之 前 ， 我 们 需要 建立 一 些 引 理 . 

引 理 6.6.1 (1) 若 G 是 Galois 群 Aut(Q2/F) 的 一 个 Abel 子 群 , 且 K 是 G 的 
稳定 域 ， 则 Galois E Aut(Q/K) 是 Aut(Q/F) 的 一 个 包含 G 的 Abel FR. 

(2) 若 o ER Aut(Q/F) 中 一 个 2 阶 元 素 ， 且 2 阶 循环 子 群 (0) 的 稳定 
域 ， 则 已 是 2- 实 闭 的 .特别 地 ， (V1) +v, BP o(Y=1) = —V=1. 

证 明 (1) 由 域 论 中 事实 ，K 是 下 的 Galois 扩张 , H G C Aut(2/K). 假若 
Aut(Q/K) 不 是 Abel FR, WA r, re Aut(Q/K), IB rr A wr, WA a c R, 
得 Tr(a) 关 mT(Q). 设 N 是 F(a) 在 下 上 的 正规 闭 包 , AS Gy = {oln|oeG), 其 
H oln ER o 在 N 上 的 限制 , 则 Gu 是 Aut(N/F) 的 一 个 子 群 . 容易 验证 KON 
恰 为 Gn 的 稳定 域 . 由 有 限 Galois 理论 知 ， Aut(N/K NN) = Gn. BA, TIN, 
niy € Aut(N/K NN) = Gw. 由 于 Gy 显然 是 Abel 群 ,从 而 rlwr|lw = rinrin. 由 
此 导致 矛盾 ， rr(a) = rlwxlw(a) = xlwrlw(a) = rr(a). 因而 Aut(P/ 天 ) 是 一 个 
Abel 子 群 . 

(2) 由 域 论 中 熟知 事实 (参见 文献 [52]81.7 中 命题 2), [2 :可 = 2. 4 2 Æ F BY 
代数 闭 包 时 ， 由 定理 2.2.1 知 ， 马 是 下 在 2 中 的 实 闭 包 . 当 8 是 下 的 二 次 闭 包 
时 ， 由 定理 6.2.5 知 ， 马 是 下 在 2 中 的 欧 氏 包 . 证 毕 . 

引 理 6.6.2 设 G JE Galois BF Aut(2/F) 的 一 个 Abel 子 群 H E Æ GHR 
ER, MW (Gl =2 Bl Ee O- TAH, MH ERER. 

证 明 由 域 论 中 的 熟知 事实 知 ， 人 是 已 的 一 个 Galois 扩张 由 引 理 6.6.1(1) 
Al, Aut(Q/E) 也 是 Aut(2/F) 的 Abel FE, H GC Aut(2/EZ). 

设 ERDER, W EBDA—F N- TAB R. 此 时 ， Aut(2/R) 显然 是 
Abel ## Aut(2/E) 的 一 个 (正规 ) FH. 这 表明 : RHE W—*+ Galois 扩张 . 由 于 
RR 为 实 闲 域 或 欧 氏 域 ， 从 而 易 知 ， Aut(R/E) 仅 含有 恒 等 自 同 构 ， 因 而， R=E, 
即 巨 是 一 个 R- 实 闭 域 . 此 时 必 有 2 =.R(V-D), 且 |G|=2. 证 毕 . 

引 理 6.6.3 如 果 G := Aut(Q/F(V=1)) 是 一 个 Abel H, H o 是 Aut(2/F) 
中 一 个 2 阶 元 素 ， 则 Aut(Q/F) = (c)-G, 且 对 于 每 个 TE G, ora =r. 

证 明 由 引 理 6.6.1(2) 知 ，o(V-1) = 一 V-I. AT o ¢ G. 注意 到 F(V—1) 是 
下 的 一 个 Galois 扩张 ， 从 而 G 是 Aut(Q/F) 的 正规 子 群 . 由 无 限 Galois 理论 知 ， 
Aut(Q/F)/G © Aut(F(V—1)/F), 即 有 [Aut(2/F) : G] = 2. 此 时 有 Aut(Q/F) = 
(0) -G. 
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YE Aut(Q/F) 的 如 下 子 集 : 


H = {oror |r € G}. 


AARE, HCG. 对 于 r,reG, 由 G 的 交换 性 有 ， 
(oror)j(oror) = (oro)r(omo)r = (oro)(ono)rr = o(Tr)o(Tr) € H. 


因而 ， HFG 中 乘法 是 封闭 的 .此 时 可 进一步 知 ， 是 G 的 一 个 子 群 . 设 
EH MBER, WER F(V—1) CE. 对 于 任意 TE G, 有 Toro = Tr(orc) = 
(oro)r =oroT. 从 而 有 oroT(o(E)) = o(roTo)(E) = o(oror)(E) = o(E). 于 是 ， 
o(E) C E. #36 E = 0(0(E)) C o(E). 因而 o(E) = E, I ole 是 域 巨 的 一 个 
自 同 构 . r 
设 K 是 循环 群 (olg) 的 稳定 域 ， 则 Aut(E/K) = (ole). 根据 无 限 Galois 理论 
知 ， Aut(2/E) 是 Aut(Q/K) 的 一 个 正规 子 群 ， 且 有 


Aut(Q/K)/Aut(Q/E) © Aut(E/K) = (o|z). 


从 而 [Aut(Q/K) : Aut(2/B)] < 2. HERB, o € Aut(Q/K), Œ o ¢ Aut(Q/E) ( 否 
则 导致 予 盾 co € Aut(Q/E) CG). 于 是 Aut(Q/K) = (0) - Aut(Q/E). 显然 对 于 每 
个 he H, oh = ho, 从 而 (c): 瑟 是 一 个 Abel 子 群 . $ LÆ (o) 五 的 稳定 域 ， 则 由 
K HREM LCK. 从 而 Aut(Q/K) C Aut(Q/L). 由 引 理 6.6.1(1) 9, Aut(2/L) 
是 一 个 Abel FH, AMR Aut(2/K) 也 是 Aut(Q/F) 的 一 个 Abel 子 群 .此 外 ， 根 
据 引 理 6.6.1(2) 知 ， 天 是 一 个 实 域 . 再 由 引 理 6.6.2 Ml, [Aut(2/K)| = 2. 注意 到 
H C Aut(Q/E) C Aut(Q/K), 从 而 有 |(c) -H| = 2. 此 时 必 有 |H= 1. 证 毕 . 

引 理 6.6.4 i F(2) 是 实 域 F 的 二 次 闭 包 ， 则 下 列 叙述 等 价 ; 

(1) 已 是 一 个 相对 F(2) 的 遗传 Pythagoras 域 ; 

(2) 对 于 F A F(2) 的 每 个 非 实 的 中 间 域 L, V=Ie L; 

(3) Galois 群 Aut(F(2)/F(V=T)) 是 Abel 群 . 

证 明 (1) 一 2): 由 于 -1 在 工 中 的 平方 和 表示 仅 涉及 工 中 有 限 个 元 素 ， 从 
而 可 假定 LE F 的 有 限 扩张 . 由 二 次 闭 包 F(2) 的 构造 知 ， 有 这 样 的 一 系列 域 : 
F := Lo C L C + C La C F(2), #48 LC Ls, H [Li : Lii) =2,i=1, 4, s. 
取 最 大 的 下 标 m, 使 得 Lm OL 为 实 域 ， 则 m < s, A Lm n 工 不 再 是 实 域 . HA 
述 (1) Hl, Lm nz 为 Pythagoras 域 . 根据 定理 6.5.2 知 ，V=Ie Lm NLC. 

(2) = (3): 记 G = Aut(F(2)/F(V—1)), HS E Æ F E F(2) 中 的 一 个 欧 氏 
包 ， 则 Aut(F(2)/E) 是 一 个 2 阶 循环 群 . 4 o 是 Aut(F(2)/E) 的 生成 元 ， 此 时 有 
Aut(F(2)/F) = (0) -G. 对 于 任意 给 定 的 re G, 令 工 是 循环 群 (cr) 的 稳定 域 . 由 
于 ot(V=1) = —V=1, 从 而 V-I ¢ L. BUR (2) 知 ， 工 是 一 个 实 域 . 根据 引 理 
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6.6.2 知 ， (or)? 为 恒 等 自 同 构 ， 这 表明 ， 对 于 每 个 re G, oro = r-!. 此 时 易 见 ， 
G 是 一 个 Abel 群 . 

(3) = (1): H K È F A FO) 的 任意 一 个 实 的 中 间 域 ， 且 二 是 天 的 一 个 
非 实 的 二 次 扩张 . 用 G 表示 Galois H Aut(F(2)/K(V—1)). 由 于 G 是 Abel 群 
Aut(F(2)/F(V=1)) 的 一 个 子 群 ,从 而 G 是 Aut(F(2)/K) 的 一 个 Abel FR. i E 
E K E FO) 中 的 一 个 欧 氏 包 ， 则 Aut(F(2)/E) 是 一 个 具有 生成 元 o 的 2 阶 循环 
子 群 . 根据 引 理 6.6.1(2) 和 6.6.3 知 ， Aut(F(2)/L) C Aut(F(2)/K(V= 了 )). 从 而 有 
vV- eL, A L= K(V-1). 由 定理 6.5.2 知 ，K 是 一 个 Pythagoras 域 . 证 毕 . 

为 了 刻画 相对 二 次 闭 包 的 遗传 Pythagoras 域 ， 我 们 还 需要 如 下 定义 . 

定义 6.6.3 域 己 的 一 个 亚 正 锥 T 称 作 扇 锥 ,如 果 对 于 乘法 群 户 的 任意 一 个 
指标 为 2 WTR U, UU {0} 是 F ERE, REET CU, H -1 gU. 

容易 证 明 这 样 一 个 有 用 事实 : BR F RIE ET RE, 当 且 仅 当 对 于 每 个 
bE F\-T,T+bT =TUbT. 事实 上 , 总 有 TUbT CT+OT. MH T+T A TST, 
则 对 于 某 两 个 非 零 元 1, to €T, tı +bta ¢ TULT. HERB), H := 了 Ub 是 户 的 一 个 
FR, HRR E/H 中 每 个 非 单位 元 的 元 素 的 阶 都 是 2. 从 而 E/H 可 看 作 域 Z/(2) 
上 一 个 向 量 空间 . 由 所 设 可 知 ， H, 一 (t1 +bt)H 作为 向 量 空间 E/H 中 元 素 是 线 
性 无 关 的 从而， 线性 无 关 组 {一 ,一 (ti + bto) A} 可 扩充 为 向 量 空间 E/H 的 一 个 
Æ B. $ U Eh B\{-H} 生成 的 子 空间 ,， HURT 在 自然 同 态 ， F— 户 /HH 
Finke, WER [F :U]=2, CU, 且 -1¢U. 此 时 易 知 ，UU1{0} 不 是 下 的 
NES. 因而 ， 了 不 是 一 个 肩 锥 ， 反 过 来 ， 若 7 不 是 一 个 扇 锥 ， 则 户 有 一 个 指 
标 为 2 WPR U, E8 È CU, H -1#¢U, 但 UU{0} RE FEE. HIE HE 
的 定义 知 ， UV 对 于 加 法 不 是 封闭 的 ， 即 有 a, B EU, 使 得 q+B 4U. g b= ap, 
则 有 be U, 但 1+bgU. BR, bg -T; 否则 -1 = b-(-b) € U! 此 时 易 见 ， 
1+bET+bT, 但 1+bgTUbT. 因而 T+bT 关 TUbT. 

现在 ， 我 们 建立 下 面 命题 ， 这 一 命题 刻画 了 相对 二 次 闭 包 的 遗传 Pythagoras 
域 . 

命题 6.6.5 一 个 实 域 下 是 相对 其 二 次 闭 包 F(2) 的 遗传 Pythagoras 域 ， 当 且 
仅 当 F? 是 一 个 肩 锥 . 

证 明 ik FEH F(2) 的 一 个 遗传 Pythagoras 域 , 则 下 自身 显然 是 Pythago- 
ras ih. 于 是 ，F? 是 下 的 弱 亚 正 锥 . 对 于 ae F\—F?, 显然 (Va) 是 (2) 的 一 个 实 
Fist. 由 所 设 知 ,，F(Va) Æ Pythagoras i$. 从 而 对 于 任意 b,c € F, b? +ac? € F(Va)?. 
FEA d, e € F, 使 得 好 +acz = (d + eya)? = (d? + ae”) + 2deVa. 由 此 有 de = 0, 
BDA b? + ac? = d? a ae?. 这 表明 F? + oF? C F? UaF?, Bl F? +aF2 = F? UaF?. 
因而 F? 是 一 个 扇 锥 . 

反 过 来 ， 设 F? 是 域 下 PE, A K 是 政和 下 (2) 的 任意 一 个 实 的 中 间 
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R. 不 失 一 般 性 ， 可 进一步 假定 K 是 FARK. 令 巨 是 K 在 二 次 闭 包 (2) 
中 的 一 个 欧 氏 包 ， 则 存在 这 样 的 一 系列 扩张 已 := LoC Ly C … C Lm CE, 使 得 
K C Lm, B Li = Li-a( fama), HP ain € Lin, i= 1, +++, m. 

对 于 ae Li, 用 N(a) 表示 a 在 F 上 的 范 数 . HE Ly 到 N(i1)/F? 的 如 下 一 个 
映射: 


$ ar N(a)F?, Vae lh. 


显然 ,， $ 是 乘法 群 Li 到 N(L1)/F? 的 一 个 满 同 态 , 1878 PL? C ker(9). 设 b+cVm € 
ker(9), 其 中 b, c E€ F, W b? - a? =a, 其 中 de È. 由 线性 方程 组 的 理论 ， 已 上 
如 下 线性 方程 组 : 

(b-dz+i+cay =0 

czr+(+dy =0 


TE F PHIRI (u0). FÆ b+ cvV 面 = da = gat vay e 
FR. ARR SMAGHM, L1/PL2  N(i1)P?. 注意 到 Nii) = È? 一 ao? = 
F? U -aoF2， 从 而 N(ii)/F? = {F?,-aoF?}. 从 而 [i : ÉL = 2, WA La = 
PRU Yor. Rik U 是 i 的 任意 一 个 指标 为 2 ER, EL CU 
-1¢U. & P=(UNF)U {0}. 注意 到 /UV = FU/U = F/P, Wifi P SB PY 
指标 为 2 的 子 群 , 显然 ，F? CP H-1¢ P. 由 于 FEDA, 从 而 卫 是 下 的 一 个 
JERE. 由 于 ao e P, 从 而 由 定理 2.3.8 的 推论 2 知 , TEBE 已 在 Li 恰好 有 两 个 拓展 Q 
和 Q2. 由 于 Ly = LRU Vai, 从 而 [L : PLZ] = 4. 注意 到 [Li : Qi) = 2, (Qi: 
(Qi 9 Q2)] = [Qi Qe : Qo] = [È : Qo] = 2, H PL? C QnQ. AT PL? = Qi Nn Qa. 
设 be Ly, E -bE QINQs. 4 bE QIN? BY, HI Q1NQ2+H(QiNQ2) = QiNQ2- 
4 bE QINQs Mt, BHR L = (Qi 9 Qa) U -(Q1 N Qa) Ub(Q1N Qa) U -0(Q1 N Q2). 
此 时 可 知 ， 对 于 任意 th, t2 € Qi N Qa, th + bta ¢ —(Q1 N Q2) U—-1(Q1 N Q2). 从 而 
WAR th + bt2 € (Qı NQ) Ub(Q1n 82). 这 表明 : Qin 8 Li 的 一 个 肩 锥 ， 由 于 
Q1NQ2 = PH CU, ili UU {0} 是 Li 的 一 个 正 锥 .由 UU 的 所 设 条 件 知 ，I3 是 
Li 的 一 个 扇 锥 . 

借助 于 归纳 法 可 得 ， L2, 是 Lm 的 一 个 肩 锥 ， 此 时 ， Lm 当然 是 Pythagoras 
Sh. 根据 命题 6.5.8 的 推论 知 ，K 是 一 个 Pythagoras 域 . Alt, F 是 相对 F(2) 的 
WẸ Pythagoras 域 .证 毕 . 

引 理 6.6.6 设 工 是 下 的 一 个 有 限 扩张 且 工 相对 它 的 二 次 闭 包 是 遗传 
Pythagoras 域 ， 则 有 非 负 整数 t, 使 得 下 列 条 件 成 立 : 

(1) [È : FL] = 2; 

(2) F 的 每 个 在 L 上 可 拓展 的 序 在 L 上 恰 有 2: 个 拓展 . 
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TR 设 忆 是 下 的 一 个 在 工 上 可 拓展 的 正 锥 ， 由 命题 6.6.5 mM, LL 
一 个 扇 锥 .此 时 ， PL? 必 是 工 的 一 个 扇 锥 .由 此 易 见 ， 书 在 工 上 的 拓展 与 商 群 
L/P? 的 指标 为 2 且 不 包含 -PL 的 子 群 是 一 一 对 应 的 . 由 定理 2.3.8 I, PEL 
上 只 有 有 限 个 拓展 . 从 而 L/PL? 的 指标 为 2 且 不 包含 -PE 的 子 群 只 有 有 限 个 . 
TERE), L/PL? 可 看 作 域 Z/(2) 上 向 量 空间 ， 而 它 的 指标 为 2 的 子 群 恰 为 极 大 子 
空间 ， 从 而 L/ PL? 是 一 个 Z/(2) 上 有 限 维 空间 . 令 上 + 1 为 向 量 空间 L/P L? 的 维 
数 , 其 中 t+t> 0, 则 有 [L: PL?) =2). 由 于 (PL? : Pi?) =2, 从 而 有 [L: FL?) = 2. 
此 外 ,容易 证 明 LPE 恰 有 2: 个 不 包含 -PL 的 极 大 子 空间 . 从 而 引 理 获 证 . 证 
毕 . 

推论 1 所 设 同 引 理 6.6.6, 且 设 [L : 如 为 奇数 ， 则 F 的 每 个 在 工 上 可 拓展 的 
E P 仅 有 惟一 的 拓展 PL. 

证 明 由 本 原 元 定理 ， 可 设 工 = F(a). 令 普 为 己 在 工 上 的 拓展 个 数 ， 由 定 
理 2.1.3 的 推论 和 定理 2.3.8 A, m 与 扩张 次 数 [L : F] 具有 相同 的 奇偶 性 ， 从 而 
m 是 一 个 奇数 ， 由 引 理 6.6.6 MI, m = 25 其 中 t+ > 0. 此 时 必 有 t+ = 0, BI PEL 
上 仅 有 惟一 拓展 ， 注 意 到 PL? = 5L(P), 这 里 Sr(P) 的 意义 如 81.3 中 所 示 ， 由 命 
题 1.3.2 可 知 ， 这 个 惟一 拓展 为 PL. 证 毕 . 

推论 2 所 设 同 引 理 6.6.6, 且 设 工 是 下 的 一 个 Galois 扩张 ， 则 [L: K] = 2, 
其 中 上 是非 负 整数 . 

证 明 取 定 工 的 一 个 正 锥 Q, AS P=QAF. i REFR (LQ) 的 实 闭 
fa, WW RR 也 是 (FP) 的 实 闭 包 ， 注意 到 ， 工 到 R 中 的 F- 嵌入 实际 上 是 二 上 的 
F- 自 同 构 ， 因 为 也是 F 的 正规 扩张 ,根据 定理 23.8, P 在 工 上 的 拓展 个 数 等 于 
B Aut(L/F) 的 阶 ， 另 一 方面 ， 由 引 理 6.6.6 知 ， 己 在 工 上 的 拓展 个 数 为 25 其 中 
t>0. Ali, [L: F) =|Aut(L/F)| = 2. 证 毕 . 

引 理 6.6.7 如 果 下 是 一 个 欧 氏 域 ,同时 又 是 相对 2 的 遗传 Pythagoras i, 
那么 下 是 相对 9 的 遗传 欧 氏 域 ( 即 F EO 中 的 每 个 实 扩张 都 是 欧 氏 域 ) Galois 群 
Aut(f2/F(V-1)) 是 一 个 Abel 群 , H F(V=1) 在 2 中 的 每 个 有 限 扩张 都 是 奇 次 数 
扩张 . 

证 明 车 表示 FF 的 二 次 闭 包 则 2 = F(v—1). 此 时 ， 引 理 显然 成 立 现 
设 2 表示 FF 的 代数 闭 包 ， 则 F 是 遗传 Pythagoras 域 . 考察 如 下 集合 : 


E={ A | 人 A 是 F 和 ?2 的 中 间 域 ,使 得 
对 于 每 个 a € A, F(a) 是 F 的 奇 次 数 扩张 }. 


由 Zorn 引 理 ， 中 有 一 个 极 大 中 间 域 L. 假若 -1 = a} +---+02, 其 中 i € L, 
i 二 1,…,n. 由 本 原 元 定理 知 F(a1,… ,an) = F(a). HF LEE, AT F(a) 是 下 
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的 奇 次 数 扩张 . 由 定理 1.3.4 的 推论 1, F(a) 是 一 个 实 域 , 矛盾 . A LP 
个 实 代数 扩张 . 由 所 设 知 ， 工 是 一 个 Pythagoras 域 . 假若 工 有 两 个 相 异 的 正 锥 Qi 
和 Q2, WART a E L, 使 得 Qi1 nF(a) # Q2N F(a). 由 于 下 是 欧 氏 域 , 从 而 下 有 
惟一 正 锥 F?. Rm, Fla) 是 一 个 遗传 Pythagoras 域 ,当然 也 是 相对 它 的 二 次 闭 包 
的 遗传 Pythagoras 域 . 由 命题 6.6.5 的 推论 1 知 ， F? 在 F(a) 上 仅 有 惟一 拓展 . 
这 意味 着 QinF(a) = QzmF(a), 矛盾 . 因而 ， 工 仅 有 惟一 正 锥 ， 即 工 是 一 个 欧 氏 
域 . 设 NN 是 工 在 人 中 的 任意 一 个 有 限 Galois 73k, 4 H Æ Aut(N/L) 的 Sylow 
2- 子 群 ， 且 记忆 为 互 的 稳定 域 , 则 已 是 工 的 一 个 奇 次 数 扩张 . 易 知 ，EeE .由 
工 的 极 大 性 知 ， 工 = E. 此 时 ， Aut(N/L) 是 一 个 阶 为 2* 的 Galois 扩张 ， 其 中 2* 
为 子 群 H 的 阶 . 由 定理 6.5.4 的 推论 知 ， k<1 这 意味 着 。 2 = LV). 对 于 
F(V=-]) 的 每 个 有 限 扩张 K, 有 a1,…, ar € L, 使 得 天 = F(V-I)(a > ,an). 通 
过 本 原 元 定理 可 知 ， [K : F(V—1)) 为 奇数 . 

& G = Aut(Q/F(V=1)), 且 取 定 Aut(2/F) 中 一 个 2 阶 元 素 o. 对 于 re G， 
记 互 是 循环 子 群 (or) 的 稳定 域 .由 引 理 6.6.2 知 ， (cr)? 为 恒 等 自 同 构 ， 或 者 E 
不 是 实 域 . BERBER, N EE 有 一 个 非 实 的 子 域 E, 使 得 El 是 F 的 有 限 扩 
IK. BA [E : F] 为 偶数 ， 此 时 有 


2[ 机 (VD) : F(V=1)] = (Ex (V=1) :可 = (Ex(V=1) : Eile : F). 


由 上 面 的 讨论 知 ， [EV : F(V=1)] 为 奇数 ， 从 而 [B1(V-1) : Fi] 为 奇数 ， 即 
有 VAT By. 然而 , 由 引 理 6.6.1 知 ，or(V-1) = o(V=1) = -VET, 矛盾 . 因而 ， 
巨 是 一 个 实 域 . 从 而 ，(o7)? 为 恒 等 自 同 构 ， 即 oro =7-!. 这 表明 G 是 一 个 Abel 
群 . 

再 设 Fy 是 下 的 任意 一 个 有 限 实 扩张 . 由 条 件 知 ， Fi 是 遗传 Pythagoras 域 . 
对 于 Fy 的 任意 一 个 正 锥 Pi, (Fi, Pr) 是 (F, F°) 的 序 代数 扩张 注意 到 ， 上 面 的 域 
LEER (F, F?) 的 实 闭 包 .根据 定理 2.3.6 可 知 ， 存 在 A BIL 中 一 个 嵌入 ， 因 
而 ， A 可 看 作 工 的 一 个 有 限 子 域 .由 本 原 元 定理 可 知 ， [Fi : F] 为 奇数 ， 再 由 命 
题 6.6.6 的 推论 1 知 ， F? EEE F? 在 及 上 的 拓展 . 从 而 F 是 所 的 惟一 序 . 因 
而 ， 是 欧 氏 域 . 由 于 FF 的 任意 一 个 实 代数 扩张 是 它 所 包含 的 全 部 F HARI 
张 的 并 ， 从 而 它 是 欧 氏 域 的 并 .因而 ，F 的 每 个 实 代数 扩张 都 是 欧 氏 域 .证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 建立 如 下 重要 结论 . 

定理 6.6.8 设 下 是 一 个 实 域 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) 已 是 一 个 相对 0 的 遗传 Pythagoras 域 ; 

(2) Galois BE Aut(2/F(/—1)) 是 一 个 Abel 群 ; 

(3) F EQ 中 的 每 个 非 实 的 扩张 都 包含 VTI; 

(4)F EQ 中 的 每 个 实 扩张 是 它 的 所 有 N- 实 闭 包 的 交 . 
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证 明 (1) = (2): 设 下 是 相对 O 的 遗传 Pythagoras 域 ， 则 F 是 相对 二 次 
闭 包 F(2) 的 遗传 Pythagoras 域 . 由 引 理 6.6.4 知 ， Aut(F(2)/F(V—1)) 是 Abel 
群 . RE eR 的 任意 一 个 欧 氏 包 ， 则 F(2) = E(V-1). 由 引 理 6.6.7 可 知 ， 
Aut(Q/F(2)) 也 是 Abel 群 ， 且 对 于 F(2) 在 2 中 的 每 个 有 限 扩张 K, [K : F(2)] 为 
奇数 . 

设 集合 三 如 引 理 6.6.7 的 证 明 中 所 示 , 且 工 是 三 中 的 极 大 中 间 域 . 同样 可 知 ， 
工 是 下 的 实 代数 扩张 ，8 为 工 的 二 次 闭 包 ， BO = 工 (2》 RHF F E LPRA 
有 限 扩张 A, [A(V=T) : F(V=1)] 为 奇数 . 

设 K 是 FF(2) 在 R 中 任意 一 个 有 限 的 Galois 扩张 I [K : F(2)] 为 奇数 ， 由 本 
原 元 定理 知 ，K = F(2)(a), 其 中 a € K. WA L(K) = L(F(2)) (a), 从 而 L(K) 是 
L(F(2)) 的 有 限 扩张 . 显然 ，L(F(2)) 的 二 次 闭 包 仍 为 L(2) ( 即 2). 由 命题 6.2.2(4) 
知 ，[L(K) : L(F(2))) 是 2 KRR. 由 域 论 的 一 个 熟知 事实 知 ，Aut (L(K)/L(F(2))) 
同 构 于 Aut(K/F(2)) 的 一 个 子 群 .从 而 [L(K) : L(F(2))] 是 [K : F(2) 的 因数 .此 
时 必 有 [L(K) : L(F(2))] = 1, BRA K C L(K) = L(F(2)). 由 天 的 任意 性 可 知 ， 
QC L(F(2)), MA 2 = L(F(2)). 因此 ， 我 们 有 如 下 关于 域 扩张 的 示意 图 : 


LVAD L(F(Q2))=2 
bo 
(ee ee 
p PWD 


YER Aut(2/L(V=1)) 到 Aut(F(2)/F(V—1)) 的 如 下 映射: 
$: T— Tle, Yr E Aut(Q/L(V-I)). 


易 知 ，$ 是 一 个 单 同 态 . 

由 于 Aut(F(2)/F(V=1)) 是 Abel 群 , 从 而 Aut(2/L(V—1)) 也 是 一 个 Abel 群 . 

又 设 A 是 下 在 工 中 的 任意 一 个 有 限 扩张 , 则 A-T) : FVT) 为 奇数 . 注意 
到 , FC F(V-1) SA(V=I)nF(2)S F(2). 由 命题 6.2.2(4) 可 知 ,[A(V-DnF(2) : 
F(V-1)] X 2 WAR. 又 由 于 [A(V-DNF(2) : F(V=1] 整除 [A(V=D) : FAV), 
从 而 有 [A(V-D)nF(2) : F(V=1)] = 1, BY A(V=1) 9 F(2) = F(V=1). 由 人 的 任意 
tem, L( V1) F(2) = F(V-1). Am, Aut(/F(V—1)) ÆR Aut(Q/F) 中 由 
Aut(@/L(V—1)) 和 Aut(Q/F (2)) 生成 的 子 群 . 

为 证 明 Aut(2/F(V- 了 )) 的 交换 性 ， 只 须 证明 Aut(Q/L(V=1)) PERM 
Aut(Q/F(2)) 中 元 素 可 交换 . 

Bo 是 Aut(O/L) 中 任意 2 阶 元 素 (这 样 的 元 素 必定 存在 ), BE 为 循环 群 
(clea) 的 稳定 域 ， 则 EE 是 FF 的 一 个 欧 氏 包 ， 且 F(2) = EV). 由 前 面 的 说 明 
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知 ，Aut(Q/E(V-1)) 是 Abel 群 . 由 引 理 6.6.3 知 , 对 于 任意 re Aut(Q/F(2)), or 
的 阶 为 2. 对 于 re Aut(2/L(V—1)), 由 引 理 6.6.3 同样 可 知 ， or 的 阶 为 2. 注意 
到 or € Aut(2/L), 从 而 又 有 (crjr(cr) =r, B rr = orro. 由 此 有 


at = oT-1r-lo = 0o(oro)(ono)o = Tr. 


因此 ， Aut(C/F(V=T) 是 Abel 群 . 

(2) = (3): 设 天 是 已 在 2 中 的 一 个 非 实 的 扩张 . 由 引 理 6.6.1(2) 知 ，Galois 
BE Aut(Q/K) 中 不 能 包含 2 阶 元 素 . 根据 引 理 6.6.3 知 ， 对 于 Aut(N/F) 中 一 个 阶 
为 2 的 元 素 o, 有 Aut(Q/F) = (0) - Aut(Q/F(V—1)), HÈR oAut(Q/F(V/=1)) 中 
元 素 的 阶 均 为 2. 注意 到 如 下 关系 : 


Aut(2/K) © Aut(Q/F) = Aut(Q/F(V=1)) UcAut(2/F(V=1). 


从 而 Aut(Q/K) C Aut(Q/F(/=1)), MA VaI €K. 

(3) = (1): 设 K 是 下 在 人 中 的 一 个 实 扩张 , 且 工 是 K 的 一 个 非 实 的 二 次 
扩张 ， 由 叙述 (3) M, vo e L, A L = K(V=1). 由 定理 6.5.2 知 ， 天 是 一 个 
Pythagoras iÈ. HEXA, K 是 相对 于 2 的 遗传 Pythagoras 域 . 

(2) = (4): 设 天 是 已 在 2 中 任意 一 个 实 扩 张 , 则 Aut(P/K(V=T) 是 
Aut(Q/F(V-1)) 的 一 个 子 群 由 叙述 (2) 知 ， Aut(Q/K(V=1)) 也 是 一 个 Abel 
群 . 由 引 理 6.6.3 Ml, Aut(2/K) = (c) - Aut(@/K(V—1)), HP o È Aut(Q/K) 中 
一 个 2 阶 元 素 ， 且 陪 集 cAut(2/K(V=D)) 中 元 素 的 阶 均 为 2. 

为 证 明 叙 述 (4), 仅 须 证 明 这 样 一 个 事实 ; 对 于 ae N, HE ag K, 则 K 有 一 
个 A- 实 闭 包 R, 使 得 a ¢ R. 

Bae, flag K. 4 o(a) ¢ aft, 由 引 理 6.6.1(2) 知 循环 群 (0) 的 稳定 域 
REEK 的 一 个 2- 实 闭 包 , 使 得 a ¢ R. Fit ola) =a. 此 时 有 TEAut(Q/K), 使 
得 7T(a) 关 a. Hr € cAut(Q/K(V—1)), 则 7 是 一 个 2 阶 元 素 ， 由 刚才 的 讨论 知 ， 
K 有 一 个 不 包含 a 的 8- 实 闭 包 . 若 re Aut(Q/K(V=1)), U or 的 阶 为 2. 由 于 
or(a) = o(r(a)) #o(a) = a, 从 而 上 面 事实 仍 成 立 . 

(4) = (H): WK BP ER 中 的 任意 一 个 实 扩张 由 叙述 (4) 知 KE 
它 的 所 有 2- 实 闭 包 的 交集 .由 于 每 个 2- 实 闭 包 都 是 Pythagoras 域 ， 从 而 K 是 
Pythagoras it. 因此， 下 是 相对 2 的 遗传 Pythagoras 域 .证 毕 . 

由 上 面 定 理 中 蕴含 关系 “(1) 一 > (2)” 的 证 明 可 看 出 ， 如 下 结论 成 立 . 

推论 设 下 是 一 个 实 域 , 则 F 是 相对 9 的 遗传 Pythagoras 域 ， 当 且 仅 当 
Aut(F(2)/F(V=1)) 和 Aut(Q/F(2)) 都 是 Abel 群 . 

遗传 Pythagoras 域 还 具有 许多 重要 的 其 他 性 质 , 感 兴趣 的 读者 可 查阅 文献 [9]. 
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§6.7 ”具有 变 号 性 质 的 序 域 


在 这 一 节 中 ,我们 讨论 一 类 特殊 的 序 域 一 具有 变 号 性 质 的 序 域 . 在 下 面 ,将 
证 明 这 样 一 个 事实 ， 一 个 序 域 (F, P) 具有 变 号 性 质 ， 当 且 仅 当 F REKER, 
或 者 (F, P) RAS Hilbert 性 质 . 

定义 6.7.1 (RP) 是 一 个 序 域 ， 且 为 它 的 实 闭 包 ， 称 序 域 (FP) 具有 
变 号 性 质 ， 如 果 对 于 每 个 we R, a 在 己 上 的 极 小 多 项 式 在 (FP) 上 是 不 定 的 . 

首先 ,我 们 寻求 一 些 充分 条 件 , 以 保证 具有 实 根 的 正定 不 可 约 多 项 式 的 存在 . 

命题 6.7.1 设 (FP) 是 一 个 序 域 ，v 是 下 的 一 个 与 P 相 容 的 赋值 ALC, 
A v 的 值 群 . |G. /2Gol > 2, 则 存在 一 个 不 可 约 多 项 式 f(z) € Fla), E fla) 在 
(F, P) 上 是 正定 的 ， 而 f(z) 在 (F, P) 的 实 闭 包 R HAIR. 

证 明 由 条 件 ， 可 选取 一 个 元 素 a e P, 使 得 v(a) < 0, 且 vla) € Gu 但 
v(a) £ 2G. 令 是 多 项 式 za 在 有 中 的 惟一 正 根 , 且 记 人 = 02, BIR? = a. 再 令 
5, = a+, MUSH be = 8-a, -Bta VTA -B-a V-T RE ô, HE FLAGS. HE 
意 到 f(x) = (e—-61)(z@-b2)(2+B—aV—1)(2+8+aV—I) = (x? -a)?—4ax—a € Fla], 
从 而 f(z) 是 在 上 的 极 小 多 项 式 .根据 定理 325, v 可 以 惟一 地 拓展 为 R 
HARRIN w， 令 h = vla), 显然 wta) = th> 34 = w(B)， 由 此 可 知 ， 
w(i) = wld) = min{w(a),w(B)} = Fh. 由 于 0 <r 8, 从 而 由 w TERE R? 的 相 
AHER, ta <p p, E Ba >m 0. 设 be F, BE O-O- d) <ra 0, M 
有 0 <m bo <m b <m by. 由 w 与 正 能 R 的 相 容 性 知 ， Eh = wih) < w(t) < 
w(ô2) = z^ 从 而 sh = w(b) = v(b) € Go, 矛盾. Hifi, (b— 61)(b — 62) > pa 0. 此 
Sh, 6+8- aV=1)(6-+ B+ aV) = (b+ 8)? +a? >g 0. FH f(b) >ra 0, M 
JO >P0. 由 8 的 任意 性 知 ，f(z) 在 (R P) 上 是 正定 的 . WEK. 

为 证 明 下 一 个 命题 ， 我 们 需要 如 下 引 理 ， 

引 理 6.7.2 设 v 是 域 下 的 一 个 赋值，G。 v BBE, g€ Gy, Ho ¢ DG, 
这 里 p 是 一 个 奇 素数 . 如 果 K 是 下 的 一 个 有 限 扩张 ，ww 是 赋值 ov 在 玉 上 的 一 个 
拓展 ， 那 么 存在 一 个 正 整数 ,使 得 94 p7G。, 这 里 G。 为 w AE. 

证 明 假若 对 于 每 个 正 整数 kg Ep Gu, WA hi € Gu, 使 得 g = phy, k =1, 
2 …. 由 于 商 群 Gw/G。 是 有 限 群 ， 从 而 有 相 异 的 自然 数 。 和 也 使 得 如一 hu € Gu. 
不 纺 设 t< $, M g = phy = p (ha — he) + p° the) = p° (he — hi) + 0°79 € py, F 
JA. 从 而 引 理 获 证 .证 毕 . 

命题 6.7.3 (FP) 是 一 个 序 域 ，。 是 的 一 个 与 P 相 容 的 赋值 , 且 Cs 
是 ， 的 信 群 ， 使 得 对 于 某 个 奇 素数 pn， Go A Oe. 如 果 F REMEK, FEE 
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一 个 不 可 约 多 项 式 f(x) € Fla), 使 得 f(z) 在 (FP) 上 是 正定 的 , 而 f(x) 在 (F, P) 
的 实 闭 包 RR 中 有 根 . 

证 明 由 于 F 不 是 遗传 欧 氏 域 ， 从 而 由 定理 6.3.1 知 ， 有 某 个 不 可 约 多 项 式 
f(x) € Fiz], 使 得 f(x) 在 R 中 至 少 有 两 个 根 . 设 a 是 f(z) 在 RR 中 一 个 根 ， 则 由 
定理 2.3.8 1, JERE 已 在 F(a) 上 至 少 有 两 个 拓展 . 从 而 RN Fla) + F(a)?, 即 有 
B € RN F(a), RH 8 ¢ Fla)’. $ K = F(8), H Q = RNK, N (K,Q) 是 序 域 
(F, P) 的 一 个 有 限 序 扩张 ， 6e @Q, {8g K?. 

记 Ay 为 v 的 赋值 环 , 则 6 显然 是 环 A 上 一 个 代数 元 . 从 而 有 非 零 元 de AL, 
使 得 dp 在 A, 上 整 ， 此 时 ， PBA, 上 整 ， 天 = Fld25), E ep 4 K?. 通过 用 
PB 替代 元 素 b, 我 们 可 进一步 假定 ， 6 在 A, 上 整 . 

由 于 Gu A PGv, 从 而 有 a € P, 使 得 g := v(a) < 0, H g ¢ pGy. 由 定理 3.2.5 
H, v 可 拓展 为 R 的 一 个 实 赋值 w. $ G 是 K 的 赋值 w |k 的 值 群 ， 则 由 引 理 
6.7.2 知 ， 有 某 个 正 整 数 r, 使 得 g 4 p"G. 显然 ， 政 上 多 项 式 zz -at RR 中 有 惟一 
ARE, HE >m 0. ERB € K; AM g = vla) = wE) = pl) ezrG. BR, € 
在 天 上 的 极 小 多 项 式 在 R 中 只 能 有 惟一 根 E 从 而 扩张 次 数 m := [K (6) : K] HAF 
数 . 令 7 是 多 项 式 z? -8 在 RR 中 的 惟一 正 根 ， 则 [K(n) : K] = 2. $ L= Kn), 
则 显然 有 和 ，[L: K] = 2m, H L= F(é,n). 

考虑 玉 和 工 的 所 有 形 如 P(E + nn) 的 中 间 域 ,其 中 ne N. hF EA LZE 
只 有 有 限 个 中 间 域 ， 从 而 有 相 异 的 自然 数 s A t, E FE 十 sn) = FE + tn). 此 时 
可 知 ， 工 = F(6), 其 中 5 = E + sn. 

Ro RLF RHE F-RA, Whew 23.8 TH, o(€) =E. 此 外 ， 
a(b) = oln)? 是 8 在 已 上 的 极 小 多 项 式 的 一 个 正 根 .注意 到 ， woo 是 赋值 v 在 
工 上 的 一 个 拓展 ， 且 8 在 Av 上 整 , 从 而 woo(B) > 0, 即 w(c(8))> 0. 由 此 有 
w(o(n))= 5w(o(3))>0> Lg = wi), 于 是 有 


10(2(6))= WE + 90(n))= (E + s0(n))= we) = 9. 


令 f(z) 是 5 在 玉 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 f(z) 的 次 数 为 偶数 .从 而 f(z) 在 下 中 有 
偶数 个 根 下 > ne Ba > me … > Soe 由 上 面 讨论 知 ， ui = Sq, i= 1, 2 
HF € >r 0, HIF LA| R HEA F- A o, wE) < w(o(n))= w(- so(n)), Ke 
而 由 w 与 R 的 相 容 性 知 ， —so(n) <r €, 即 o(6) >p 0. 由 此 可 知 ， don >r 0. 
假若 对 于 某 个 bEF, f(b) <p 0, 则 必 有 0 <p bon Sr b <m ô. FRI w 45 R 
相 容 性 有 9 = w(51) < w(b) = v(b) < wla) = ze 由 此 有 ，g =p'v(b) € mrG。， 
FE. 因此 ， f(x) 是 命题 所 要 求 的 一 个 不 可 约 多 项 式 . 证 毕 . 
由 上 面 两 个 命题 ， 容 易 证 明 如 下 结果 . 
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定理 6.7.4 设 (PP) 是 一 个 序 域 ，v 是 下 的 一 个 与 P 相 容 的 赋值 ， 使 得 它 
的 值 群 Goe 不 是 可 除 群 。 如 果 (F, P) 具有 变 号 性 质 ， 则 F 是 一 个 遗传 欧 氏 域 . 

证 明 由 于 (FP) 具有 变 号 性 质 ， 从 而 由 命题 6.7.1 知 ， Gy =2G,, BI Go 是 
2- 可 除 的 .由 所 设 知 ， Goe 不 是 可 除 群 . 从 而 ， 对 于 某 个 奇 素数 p, Gu A pGr. 根 
据 命题 6.7.3, F 必 为 遗传 欧 氏 域 . 证 毕 . 

下 面 , 我 们 将 通过 考察 实 赋值 的 剩余 域 来 给 出 一 些 充分 条 件 ， 以 保证 具有 实 根 
的 正定 不 可 约 多 项 式 的 存在 . 

命题 6.7.5 i (F, P) 是 一 个 序 域 ,，v 是 下 的 一 个 与 已 相 容 的 非 浅显 赋值 . 如 
果 v 的 剩余 域 玉 不 是 欧 氏 域 ， 那 么 存在 一 个 不 可 约 多 项 式 f(z) e Fle), 使 得 f(z) 
在 (F, P) 上 是 正定 的 ， 而 f(z) # (F, P) 的 实 闭 包 RR 中 有 根 . 

证 明 由 命题 3.1.3 的 推论 知 ，P 在 剩余 域 及 上 诱导 出 一 个 正 锥 P. 由 于 F, 
不 是 欧 氏 域 ， 从 而 P+F? 于 是 有 a cP, 其 中 aE PNA, 使 得 &4 F 显然 ， 
af M, Hag F’. Ra BEAK t-a te R PEER, LS p= o, W a= p. 
此 时 , 易 知 [F(3) : F] = [F(a) : F(B)] = 2. 由 于 "是 一 个 非 浅显 赋值 , 从 而 有 非 零 元 
Y E P, 使 得 v(y) > 0. BR, F(a) = F(ya). 类 似 于 命题 6.7.1 的 证 明 , 可 证 6+ya 在 
五 上 的 极 小 多 项 式 f(z) ER PRABIMR: ô = B+yo H ô = 8-ya. it w LAR 
值 v 在 及 上 惟一 拓展 的 实 赋值 , 则 wya) = wa) +w(y) = v(y) > 0= w6). 从 而 
w(d1) = w(3) = 0. 同样 ，w(62) = 0. h w SIE RE R? 的 相 容 性 知 ，+ya <p B. 从 而 
有 0 <p ba <ra 61. 假若 对 于 某 个 be F, f(b) <p 0, WMA 0 <R 62 Sr b Sp bt. 
Hh w 与 R 的 相 容 性 有 0 = w) < wo) < w) = 0. 从 而 w(b) = 0, 即 5 是 
赋值 环 Aw 中 可 道 元 . 设 < 是 R 的 惟一 序 Sm 在 w 的 剩余 域 Fo 上 所 诱导 的 
JF, WA ô <b <b. 注意 到 责 = 5 = B, AT B= b, B B-be My. 此 时 有 
a—b? = 6? —b? = (8+b)(3—b) € MuNF = My, MH a = a+M, = (b+ M,)? € F2, 
矛盾 . 因而， f(z) Æ (F, P) 上 是 正定 的 . 证 毕 . 

命题 6.7.6 (FP) 是 一 个 序 域 ，v 是 下 的 一 个 与 P 相 容 的 非 浅显 赋值 . 
如 果 F 不 是 遗传 欧 氏 域 ， 且 v HRR Fo 有 一 个 奇 次 数 的 真 扩张 ， 那 么 存在 一 
个 不 可 约 多 项 式 f(x) € Fle), 使 得 f(z) 在 (F, P) 上 是 正定 的 , 而 f(z) 在 (F, P) 的 
实 闭 包 RR 中 有 根 . 

证 明 设 风 是 v 在 忆 上 惟一 拓展 的 实 赋值 . 由 于 F 有 一 个 奇 次 数 的 真 扩张 ， 
从 而 Flz] 中 有 一 个 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 A(x), 使 得 Ha) 的 次 数 为 大 
于 1 的 奇数 ， 于 是 ， Alle] 中 有 一 个 次 数 相同 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 h(z), 使 得 
A(z) 在 典型 同 态 : Afe] — Fole] 下 的 象 恰 为 H(z). i ai, +++, as 是 h(z) Æ R 
中 的 全 部 根 , 其 中 s 为 奇数 . 注意 到 a1,…, as 在 Ay EM, AT an, ©, as e Ay. 
显然 ，Gi = ai + Mw Æ 五 (z) 在 F 中 的 根 ，i = 1,…, s. 

由 于 F 不 是 遗传 欧 氏 域 ， 从 而 可 断言 ， 下 有 一 个 侦 次 数 扩张 K, 使 得 K CR. 
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事实 上 , 当头 FF? 时 ， 有 aeP, 但 a ¢ F?. Fa BSH r -at RH 
根 , 且 K=Fla), 则 KCR, 且 [K:Ff]=2. 当 P=F? 时 ， 由 定理 6.3.1 知 ， F 
有 一 个 偶 次 数 实 扩张 E. $Q 为 妃 的 任意 一 个 正 锥 ， 由 于 P 是 下 的 惟一 正 锥 ， 
从 而 (已 ,@) EFIR (F, P) 的 一 个 有 限 序 扩张 .由 实 闭 包 的 惟一 性 知 ， 存 在 到 RR 
Wt F- KA 0. & K =o(E), i) K CR, H [K : F] = [E : F]. 

由 本 原 元 定理 ，K = F8). 不 失 一般 性 , 可 假定 8 在 A 上 整 . 由 于 wv 是 非 浅 
显 的 ， 从 而 有 非 零 元 y E P, 使 得 v(y) > 0. 此 时 有 K = F(yB). 用 y 代替 元 素 B, 
从 而 可 进一步 认定 w) > 0. 此 时 , 对 于 K Bl RAB F- HHA o, w(o(8))> 0, 
BU a(b) € My. 

设 È h(x) 在 已 中 一 个 根 ， 且 令 工 = Flap), WL CR. 类 似 于 命题 6.7.3 
的 证 明 ， 可 得 工 = F(6), XE ô= a + kp, 其 中 大 是 一 个 自然 数 ， 

注意 到 ， [P(a)(B) : F(a)|[F(@) : F] = [K(o) : KJIK : 可 ,其 中 [F(a) : F] 为 奇 
数 ， [K : F] 为 偶数 ， 从 而 [F(a)(B) : F(a)] 是 偶数 . 4 g(z) 为 E F(a) 上 的 极 
小 多 项 式 ， 则 g(z) 的 次 数 为 偶数 . 

设 f(z) E S E F ERRET, H EER LA RR 的 所 有 F- 嵌入 组 成 的 
集合 .显然 ， f(z) 在 R 中 的 全 部 根 恰 为 {0(6) | ce E}. ERD 上 按 如 下 方式 规 
定 一 个 二 元 关系 ~: 对 于 01, 02 € D, ol ~ 02 4AM o(a) = oz(a). BR, ~ 是 
上 的 一 个 等 价 关 系 ， 从 而 E= UUE, KBD, Zr 是 关于 ~ 的 全 部 
相 异 的 等 价 类 . 对 于 任意 一 个 Li, 取 定 o€ Li, HS 7 = 0 |rta, 则 2; 恰好 是 由 7 
所 拓展 的 LF 尺 的 全 部 嵌入 .因此 ， Dy 中 的 嵌入 个 数 等 于 fr(z) 在 RR 中 的 根 个 
数 ， 这 里 f"(z) 是 f(z) 的 全 部 系数 通过 r 作用 后 所 得 到 的 多 项 式 ， 由 于 f"(z) 的 
次 数 也 为 偶数 ， 从 而 f (2) 在 R 中 有 偶数 个 根 ， 即 Pi 中 含有 偶数 个 FRA. 

由 上 面 的 讨论 知 ， f(z) 在 R 上 可 分 解 如 下 : 


f(z) = filz)--- f(x) d(x), 
其 中 fe) = T(z - 0()), i = 1,…, r, 9(z) 是 RIz] 中 首 项 系数 为 1 的 多 项 


oeZ， 

R, Hol) 在 R 中 不 再 有 根 . 显然 ， 对 于 每 个 cE F, O(c) >p 0. 假若 对 于 某 个 
be F, f(b) <p 0, 则 必 有 某 个 j, 1 < j <r, E f(b) <r 0. 注意 到 ， 2i 中 含有 
偶数 个 F- WA. KATA 01, ca € Ej, 使 得 01(6) <r b <ra oa(5). 令 oila) = a, 
1<t<s, Wl œ + koi(B) <r b <r a + ko2(B). 从而 0 <p b- a — ko1(B) < 
R?ko2(B) 一 ko1(B) € My. 由 于 My 关于 序 <r 是 凸 的 , 从 而 b- o 一 ka1(B) € Mw, 
EJA b- a € My. 由 此 有 Gt = De Fo, FEF H(2) 在 ,上 的 不 可 约 性 ， 因此， 
f(z) 在 (FP) 上 是 正定 的 . 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 以 给 出 具有 变 号 性 质 的 序 域 的 如 下 刻画 . 

定理 6.7.7 JER (F, P) 具有 变 号 性 质 , 当 上 且 仅 当下 是 遗传 欧 氏 域 , 或 者 (F, P) 
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RAS Hilbert 性 质 . 

证 明 i REFR (F, P) 的 实 闭 包 . 

充分 性 : Kae Rk, A f(z) 是 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 ， 当下 是 遗传 欧 氏 域 
时 ， 由 定理 6.3.1 知 ， f(z) 在 RR 中 只 有 惟一 根 a. 根据 引 理 1.2.2, 有 M EF, 使 得 
-M <p a <p M. 此 时 ， 显 然 有 f(M)f(-M) <p 0. 4 (F, P) RAS Hilbert 性 
质 时 ， 由 定理 4.2.4 知 ， 下 在 RR 中 是 稠密 的 .由 于 a 是 f(z) ER 中 的 单 根 ， 从 
而 f(z) 在 RR 上 可 取 正 值 和 负 值 . 于 是 f(z) 在 (F, P) 上 也 可 取 正 值 和 负 值 ， 从 而 
充分 性 获 证 . 

WEE (FP) 具有 变 号 性 质 ， 而 下 不 是 遗传 欧 氏 域 . 若 已 是 一 个 阿 基 米 
WEW, I (F, P) BARA ASG Hilbert 性 质 . 现 设 已 不 是 阿 基 米 德 正 锥 ， 且 ， 是 F 
的 任意 一 个 与 已 相 容 的 非 浅显 赋值 . 由 定理 6.7.4 知 ，v 的 值 群 G。 是 可 除 的 . 此 
外 ， 由 命题 6.7.5 和 命题 6.7.6 知 ，v RAM, 是 一 个 欧 氏 域 ， 且 RAK 
数 的 真 扩张 . 由 定理 2.1.3 可 知 ， Fa. 根据 定理 4.5.4, (F, P) RAR 
Hilbert 性 质 ， 定 理 获 证 ， 证 毕 . 


86.8 满足 Rolle 定理 的 序 域 


在 82.1 中 , 我 们 证 明了 , 实 闭 域 满足 关于 多 项 式 的 Rolle 定理 , 参见 定理 2.1.7. 
在 本 节 中 ， 满 足 Rolle 定理 的 序 域 将 被 刻画 ， 本 节 的 结果 表明 ， 满 足 Rolle 定理 的 
序 域 是 一 类 较 实 闭 域 更 为 广泛 的 序 域 . 

定义 6.8.1 称 一 个 序 域 (F, <) 满足 Rolle 定理 ， 如 果 对 于 每 个 在 FP HAR a 
Ab AMR f(x), HP a <b, ME f(x) E F RER c, E a< c< b. 

为 刻画 满足 Rolle 定理 的 序 域 ， 我 们 需要 赋值 论 中 如 下 事实 ， 这 一 事实 可 见于 
一 般 的 赋值 论 专著 中 ， 比 如 参见 文献 [76] 中 推论 20.23. 

命题 6.8.1 设 v 是 域 下 的 一 个 Hensel 赋值 ， 且 v 的 剩余 域 Fo 的 特征 为 零 . 
WME w E v E F ARTIK K 上 的 惟一 拓展 ， 那 么 


[K : F] = [Gu : GlF, : Ful 


这 里 Gu 和 Gu DIA v A w 的 值 群 ，F 为 w 的 剩余 域 . 

借助 于 命题 6.8.1, 我 们 可 刻画 满足 Rolle 定理 的 序 域 如 下 . 

定理 6.8.2 对 于 一 个 序 域 (F, <), 下 列 叙 述 是 等 价 的 ， 

(1) (F, <) 满足 Rolle 定理 ; 

(2) 车 f(z)e Bir], ABE f(z) 在 及 中 的 一 个 奇 重 数 的 根 ， 则 有 ac B, 使 
8 f(a) =0, 且 r(a) = 8, KB r EKF < HRA R- Atk, B= 4(Q,<) 是 位 
的 赋值 环 . 
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(3) 有 一 个 Hensel 赋值 v, 使 得 剩余 域 F。 是 实 闭 域 ， 且 值 群 G, 是 奇 可 除 
的 ， 即 对 于 每 个 正 奇 数 m, mG, = Gy. 
证 明 (1) 一 (2): 由 所 设 ，/f"(z) 可 写 为 


f"(z) = È si(z — p} € Riz], 
这 里 m 为 奇数 ， 且 sm 关 0. 显然 ， 至 少 有 一 个 de B, 使 得 r(d) p. 必要 时 用 
(cd) f(x) RE f(z) 来 进行 讨论 ， 从 而 可 假定 对 于 某 个 偶数 ts #0. 同时 ， 可 选 
取 + 是 使 得 st 关 0 的 最 小 偶数 . 
对 于 任意 正 数 e 定 积分 


ag = fer fr(x) de = f, > siuidu = 2(t 十 1)-1stet+l + et+3n(e), 
FEF n(x) € Ria]. 
同样 有 
be := SS (æ — B) f* (z) dx =2(m+2)-lsme™t? + em+t4é(e), 
其 中 E(x) € Ria]. 
注意 到 + > m+1. 从 而 当 AFEN, 7 * ae co RS, H ae 不 可 能 为 零 
因而 ， 当 正 数 e 充分 小 时 ， 


其 中 ce = fps af" (a) de. 

这 样 ， 存 在 有 理 数 H ,使 得 6-e<dg<6<r<B+e 且 |e- 引 >。 这 时 
a =f f(a) da #0, &= fy xf*(x) de. 

由 于 QC B, 从 而 有 g(z), h(x) € Bla), 使 得 g(x) = f(z), h'(e) = ai: 4 
a= g(r) ~9(q), He = A(r)—h(q), WHS, x(a) =a, H z(c) =<. 这 表明 a, ce B, 
且 4 是 BB 中 可 逆 元 . iat, a (£) = 5. 

考察 多 项 式 


(2) =(h(z) — h(q))— (olz) — 9(a))€ Bla). 


TR, Sla) = G(r) =0. BLE (1) 知 ， Hack, {818 q<a<r, H O(a) =0, 
即 fe) (e 一 2) = 0. fa a = 人 则 ro) = 5. 由 位 与 < 的 相 容 性 和 


q < n(a) < r, PA -e< = í 二 < B+e, FE. 因而 f(a) =0. 注意 到 ae 4(Q, <) = 
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从 而 fr*(r(a))= 0. 由 于 |r(a) - 8| < e 其 中 e 可 取 充分 小 正 数 ， 从 而 rla) = 2. 

(2) = (3). BGR (2), 可 取 v 为 赋值 环 B = A(Q, <) 所 确定 的 实 赋值 . 此 时 ， 
PRR F, = r(B) C RR, 这 里 是 关于 序 < 的 典型 R- 值 位 . ip ERE F 上 的 一 
个 代数 元 , 则 有 一 个 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 f(z) € Bie), 使 得 f"(z) € Flz]， 
且 f"(z) 是 8 在 F, 上 的 极 小 多 项 式 . 由 叙述 (2) 知 ,有 ae 下 ,使 得 86="7(a) € Fy. 
Alm, Fy 在 及 中 是 代数 闭 的 . 根据 命题 2.1.5, Fo 是 实 闭 域 . 现 设 和 MARC, 中 
任意 一 个 大 于 零 的 元 素 ， 则 有 ac My, 使 得 A = v(a). 由 叙述 (2) 可 知 ， 对 于 任意 
正 奇数 m, 多 项 式 2” 一 a 在 下 中 有 根 a. 此 时 ， 入 =v(am) = mu(a) € MG,, RH 
明 Gy 是 奇 可 除 的 . ob, HEROE (2) 与 命题 3.4.1(1) 结合 起 来 可 知 ，v 是 下 的 一 
个 Hensel 赋值 . 

(3) = (1): 设 f(z) € Fle], Ha 和 6 是 f(x) 在 下 中 两 个 根 Ha <b. 
通过 用 f((b 一 a)z + a) 来 代替 f(x), 可 假定 a = 0, 且 b = 1. 此 外 ， 可 进一步 假 
Æ f(z) € Aula], E f(z) 在 自然 同 态 : Ale] — Fle] FHR f(z) 不 是 零 多 项 
A. 由 所 设 ， 及 是 一 个 实 闭 域 ， 从 而 及 有 惟一 序 . 显然 ，f(0) = f(1) = 0. 由 引 
H 2.4.2 可 知 ， 微 商 (2) 在 Fy 的 开 区 间 ]0,1[ 中 必 有 一 个 奇 重 数 的 根 6. 从 而 有 
F(z) = (z - B)™Y(a), 这 里 m 为 奇数 ，%(z) € Fiz], E Ww(z) 与 (z - p)” EK. 
由 Hensel 引 理 (命题 3.4.1(1)) 知 ， f'(z) 在 Asle] 中 有 一 个 次 数 为 m HAR g(x), 
使 得 (x) = (z - 8)". 于 是 g(z) 在 Fla] 中 至 少 有 一 个 奇 次 数 的 不 可 约 因 式 p(z). 
令 a 是 plz) Æ (F, <) 的 实 闭 包 R 中 一 个 根 ， 则 由 定理 3.2.4 知 ，w 可 惟一 地 拓 
展 为 F(a) 的 一 个 实 赋值 w. 由 命题 6.8.1 知 ， [F(a) : F] = [Gu : GJ[F, : Fo). 注 
意 到 及 是 实 闭 域 ， 从 而 Fo = Fu, 即 [Fo : F] = 1. 又 由 于 Gy 是 奇 可 除 的， 从 而 
[Gu : Go] 是 2 的 一 个 方 矫 . 但 [F(a) : Fj 为 奇数 ， 因 而 必 有 [Gu : Go] = 20 = 1. 于 
Æ [F(a) :f=1, 即 ae F. 注意 到 ，g(z) 的 首 项 系数 是 赋值 环 A 中 的 可 逆 元 , 从 
而 a 在 A, 上 整 . 由 于 Ah, 在 下 中 是 整 闭 的 , 从 而 we Ay. HLA a =a+M, =b. 
由 于 0<F2G=B<Fz1, 且 <Fz 是 < 在 FF, 上 所 诱导 的 序 ,从 而 0<a<1. 显 
R, f(a) = 0. 因此 ， (F,<) 满足 Rolle 定理 . 证 毕 . 

推论 1 BM 关于 某 个 序 满足 Role EH, WR FF 关于 它 的 每 个 序 都 满足 
Rolle 定理 . 

证 明 由 于 定理 6.8.2 中 叙述 (3) 不 涉及 域 的 序 ， 从 而 推论 1 成 立 . TEM. 

推论 2 一 个 阿 基 米 德 序 域 (F, <) 满足 Rolle 定理 ， 当 且 仅 当 F AKAM. 

证 明 充分 性 由 定理 2.1.7 可 知 . 车 (F<) WE Rolle 定理 ， 则 由 定理 6.8.2 
H, F 有 一 个 剩余 域 为 实 闭 域 的 Hensel 赋值 v. 由 定理 3.4.5 知 ， v 与 < WA. 
由 于 < 是 阿 基 米 德 序 ， 从 而 v 是 浅显 赋值 ， 即 F 为 v 的 剩余 域 ， 因 此 ， FHR 
闭 域 .证 毕 . 

推论 3 若 序 域 (F, <) 满足 Rolle 定理 ， 则 下 是 一 个 遗传 Pythagoras 域 . 
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证 明 由 定理 6.8.2 HI, F 有 一 个 Hensel 赋值 w 使 得 剩余 域 及 是 实 闭 域 . 
设 K 是 下 的 任意 一 个 实 代数 扩张 ， 且 令 @ 为 K 的 任意 一 个 正 锥 ， 由 定理 3.4.5 
知 ，v 与 8NF 相 容 .再 根据 定理 3.2.4 知 ，v 可 拓展 为 K 的 一 个 实 赋 值 w. 由 于 
w RRR Fw 是 Fy 的 实 代数 扩张 ， 且 及 为 实 闭 域 ， 从 而 Fu = Fo, 即 Fy 为 实 
闭 域 . Wb, w 显然 也 是 K 的 Hensel 赋值 . 

设 a 和 6 RER K HERT, H wla) < w(b), 则 c := bam! € Ay. 考察 多 
项 式 f(z) = 2? -1- e € Awlz], W f(z) ERARAS: Aule] — Fole) 下 的 象 
为 f(z) = z? -1-2. 由 于 1+ 忆 € F2, 从 而 有 Be Fy, 使 得 1+ 忆 = 52. 由 此 
有 f(z) = (z+B)(z - 8) RH c+ GB Gx-B HR. th Hensel 引 理 可 知 ， f(z) 
在 Aw PHIR d. 此 时 有 a? +b? = az(1 + c?) = (ad)? € K?. 这 表明 ， 天 是 一 个 
Pythagoras 域 ， 根 据 定 义 6.6.1 知 ， F 是 一 个 遗传 Pythagoras i. 证 毕 . 

根据 定理 6.8.2, 我 们 很 容易 构造 一 个 并 非 实 闭 域 但 满足 Rolle 定理 的 序 域 如 
F: 

Bl 设 G 是 由 所 有 这 样 的 有 理 数 ` 组 成 的 加 法 群 ， 其 中 m 为 整数 ，n 为 奇 
数 ， 对 于 有 理 数 之 间 通 常 的 大 小 关系 ， G 是 一 个 奇 可 除 的 序 群 . 

考虑 系数 为 实数 而 指数 在 G 中 的 形式 寡 级 域 R((G)). 正如 85.7 的 例 2 中 所 
说 ， 域 R((G)) 有 一 个 自然 赋值 w 使 得 v 是 Hensel 的 ， 且 v 的 剩余 域 和 值 群 分 别 
AR AG. 根据 定理 6.8.2 可 知 ， 域 R((G)) 关于 它 的 每 个 序 都 满足 Rolle 定理 . 

然而 ， 根 据 定理 3.4.10 知 ， R((G)) 不 是 实 闭 域 ， 因 为 v 的 值 群 G 不 是 2- 可 
除 的 . 
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在 这 一 节 中 ， 我们 考虑 一 类 称 作 完 全 域 的 序 域 . 本 节 将 指出 ,任意 一 个 序 域 都 
有 一 个 完全 的 序 扩张 ， 且 在 同 构 意义 下 ， 这 样 一 个 完全 的 序 扩张 是 惟一 的 . 

定义 6.9.1 一 个 序 域 (FP) 称 作 是 完全 的 ， 如 果 对 于 (F, P) 的 任意 一 个 真 序 
扩张 (K, 8), F AFH @ 所 诱导 的 区 间 拓 扑 在 天 中 不 是 稠密 的 .此 时 ， 亦 称 序 域 
(F, <) 是 完全 序 域 ， 这 里 < 是 正 锥 P 的 对 应 序 . 

完全 序 域 的 一 个 典型 例子 是 (R, <), 其 中 < 为 实数 域 R 上 通常 的 大 小 关系 . 
事实 上 ， 若 (K, <x) 是 (R,<) 的 一 个 真 序 扩张 ， 则 有 y e 天 ,使 得 y 天 及， 令 
D={reR|r<xy}. 4D=RAt, BAR PRETKE yM y+ Zia. 当 
D=O0m, R 中 没有 元 素 在 y 一 1 和 2 之 间 . 4DARADZOM, DE 
在 RR 中 有 上 界 的 非 空子 集 ， 从 而 ，D 有 上 确 界 se 了 及. 易 知 ，y 一 s 关 于 序 <k 是 
在 及 上 的 无 限 小 元 素 . 此 时 ，RR 中 不 可 能 有 元 素 在 y 一 s 和 2(y -- s) 之 间 . 因此 ， 
(R, <) 是 完全 序 域 . 
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在 §4.2 中 , 为 了 建立 McKenna 定理 , 我 们 在 序 域 的 实 闭 包 中 引进 了 “极限 元 ” 
这 一 概念 .实际 上 ， “极限 元 ” 这 一 概念 可 引入 到 序 域 的 任意 一 个 序 扩张 之 中 . 设 
(K,Q) EFS (F, P) 的 一 个 序 扩 张 。 K 中 一 个 元 素 a 称 作 是 关于 F 的 极限 元 ， 
若 对 于 任意 正 元 素 6 e P, 总 有 a e F, 使 得 a <@ a <@ a +s. 

关于 极限 元 ， 我 们 可 建立 如 下 引 理 . 

引 理 6.9.1 设 (K,Q) EFR (F, P) 的 一 个 序 扩张 , 且 8 是 在 上 的 阿 基 米 
德 正 锥 ， 则 K 中 所 有 关于 F 的 极限 元 组 成 一 个 包含 F HT Ê, 且 对 于 由 正 锥 
Qn 户 所 确定 的 区 间 拓 扑 ， 下 在 户 中 稠密 . 

证 明 由 类 似 于 引 理 4.2.2 的 证 明 可 知 ， 玉 是 K 的 一 个 包含 F 的 子 域 . 

a, Ge PF, Ha<p 6, ZE P=QNF. WF Q 是 在 F 上 的 阿 基 米 德 正 欠 ， 
从 而 有 正 元 素 5 e P, 使 得 (8 一 a)-! <Q ô, BI 6-1 <@B 一 a. 此 外 ， 由 于 a 是 关于 
F HRR, ATA a € F, 使 得 a <o a <o a+ 6-!. 此 时 有 ，a <pa <p p. E 
it, F EÊ pHE. WEE. 

设 (F, P) 是 一 个 序 域 . 按照 定义 2.6.1, F 关于 P 的 一 个 分 割 是 域 下 的 一 个 子 
SD, 它 满足 这 样 一 个 条 件 : 对 于 ae F, 只 要 有 dE 也, 使 得 a <p d, 总 有 acD. 
忆 关 于 书 的 一 个 分 割 D 称 作 超越 的 ， 如 果 万 是正 的 一 个 非 空 的 真子 集 ， 使 得 D 
中 没有 最 大 元 ， 而 F\D 中 没有 最 小 元 . 

为 刻画 完全 的 序 域 ， 我 们 还 需要 如 下 定义 . 

定义 6.9.2 设 (FP) 是 一 个 序 域 ，D 是 下 关于 PP 的 一 个 分 割 称 D 在 平 
移 下 变化 ， 若 对 于 每 个 非 零 ae F,a+D4¢D, XE at D:={a+d| de D}. 

显然 ， 若 域 关于 其 正 锥 的 一 个 分 割 DD 在 平移 下 变化 ， 则 D 必 是 下 的 一 
个 非 空 真子 集 . 

现在 ， 我 们 可 以 给 出 完全 序 域 的 如 下 刻画 . 

定理 6.9.2 一 个 序 域 (FP) 是 完全 的 ， 当 上 且 仅 当 FAF P 的 每 个 在 平移 下 
变化 的 分 割 都 不 是 超越 的 . 

证 明 充分 性 : 设 (F P) 不 是 完全 的 ， 则 (FP) 有 一 个 真 序 扩张 (K,@), 使 
得 对 于 由 @ 所 确定 的 区 间 拓扑 ， F 在 K 中 稠密 . 取 z e K, 使 得 > eg F. 令 
D = {a €F |a So z}. 对 于 任意 正 元 素 6, 由 下 在 天 中 的 稠密 性 知 ， 有 咏 ce F, 
使 得 z-6 <Qb<gz<ge<gqzt6. 由 此 可 知 ，be D 但 b¢#4 -6+D, 而 cE6+D 
但 c 4 D. 因此 ，DD 在 平移 下 变化 . 假若 D 中 有 最 大 元 素 d, 则 d <o z. h FE 
K PREM, Fa F, 使 得 d <e a <o z. 此 时 有 acD, 矛盾 于 dD 中 的 
最 大 性 . 同样 可 证 ， F\ D 中 没有 最 小 元 素 . 这 表明 D 是 超越 的 ， 从 而 充分 性 获 
证 . 

必要 性 : 设 刀 是 下 的 一 个 关于 P HARIH, E DD 在 平移 下 是 变化 的 . 设 
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REFIR (F, P) 的 实 闭 包 ， AS PR = {ae RI 有 deD, 使 得 a <m d}. 容易 验 
YE: DR 是 RR 的 一 个 分 割 , 使 得 DC Dr, F\ DC R\ Dp, H Da 中 没有 最 大 元 
素 . 现 分 如 下 两 种 情况 讨论 : 

(1)DR 不 是 超越 的 .此 时 ， R\ DR 中 有 最 小 元 素 8. BR, BEF. 对 于 任意 
IEDR ô € P, 8-6 ¢ R\ Dr, Bl B-SE Dr. 从 而 有 de D, 18 B-5 <r d. B 
然 ，d <m 8. 由 此 有 有 <m d+5<m B46. 这 表明 . 6 是 关于 F 的 极限 元 .由 
定理 1.4.2 知 ， REEE R? 在 尺 上 是 阿 基 米 德 的 .根据 引 理 6.9.1 可 知 ， 域 
F(B) 中 每 个 元 素 都 是 关于 FF 的 极限 元 ， 且 对 于 由 正 锥 RN F) 所 确定 的 区 间 拓 
th, F 46 KB) PAE. 

(2)DR 是 超越 的 . 此 时 ， 由 定理 2.6.3 知 ， Da 确定 单 超越 扩张 F(t) 的 一 个 正 
HE Q, 使 得 PSQ, @ 在 下 上 是 阿 基 米 德 的 ， 且 对 于 每 个 4e D 以 及 ee F\D, 
d<gt<ge. REP HS40. 假若 对 于 每 个 de D,d<eot-5 则 d+5<ot 从 
Wid+d¢F\D, Bl d+d€D. FH5+DCD, 必然 5 二 = 也 ,与 所 设 矛 盾 ， 从 
而 有 某 个 di € D, 使 得 上 -5 <q di. AF di <Q t, AMA t<gd+d<gt+6,H 
Hd +66 F. 这 表明 . 上 是 关于 五 的 极限 元 . 由 引 理 6.9.1 可 知 ， 对 于 由 Q 所 确 
定 的 区 间 拓 扑 ， 下 在 F(t) 中 稠密 . 

综合 上 面 两 种 情况 可 知 ， (FP) 不 是 完全 的 .从 而 必要 性 获 证 . 证 毕 . 

对 于 序 域 (F, P), 用 D 表示 由 下 关于 P 的 所 有 分 割 组 成 的 集合 ， 2 = {zp | 
DED} 是 一 个 指标 集 为 D 的 未 定 元 集 . 令 F* = F(Z) 是 域 下 的 以 2 为 超越 基 的 
纯 超越 扩张 ， 且 U 是 在 乘法 么 半 群 F* 中 由 P 中 元 素 以 及 全 部 如 下 形式 的 元 素 生 
成 的 子 么 半 群 : 

(1) zp - d, $} D € D, d€ D; 

(2) e~ zp, Ht D € D, e € F \ D. 

由 此 可 得 F* 的 如 下 子 集 : 


n 
= {Smet |n €N, u € U,a; € F*,i=1,--- 中 


i=1 


5132 6.9.3 所 设 同 上 ， 则 T° 是 域 F* 的 一 个 亚 正 锥 . 
证 明 显然 T+ TCT, TT CT, AFP CT. 由 定义 1.1.4 知 只 
须 证 明 14 7*. 假若 -1 E T*, WA 


` 
-1= uo}, 


HP n EN, u € U, œ; € F*,i=1,---,n. 
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由 域 F* 的 构造 知 ， 存 在 有 限 个 相 异 的 D1, …, Dm ED, 其 中 m > 0, 使 得 ui, 
ai € F(zD1,… ,2zDm), i 二 1,.…,n. 由 非 负 整数 的 良 序 性 ， 存 在 一 个 最 小 的 非 负 整 
数 m, 使 得 上 面 的 等 式 以 及 所 有 关系 式 都 成 立 ， 注 意 到 ，m > 0; 否则 u eP H 


a € ,i = 1,…,n, 此 将 导致 矛盾 : -1 = Dowel € P. 由 U 的 构造 可 知 ， 诸 


JER Ui, +++, Un 只 涉及 有 限 个 如 下 形式 的 元 素 : en — dj, 其 中 dj € Dm, j = 
1 7; (2)ek — ZDm, 其 中 ek e F\ Dm, k =1, =, 8. 显然 ,存在 正中 一 个 开 区 
M elp, 使 得 由 <p b <pe<pew j= onn k= hons Wam ÉR 
中 fi, gi € Flzp,,… ,zpm], 且 gi #0, i= 1,…,n. 由 于 开 区 间 ]b,clp 中 有 无 限 
多 个 元 素 ， 从 而 有 a e]b, clp, 使 得 通过 代 换 zon = a, 多 项 式 gr, …, gn 的 值 均 不 
为 零 . 记 wi 和 Bi 分 别 是 w 和 as 通过 代 换 zon = a 后 所 得 的 值 ，i = 1,…, n 
BR, wi € Un F(zp,,… ,zpm_1), AB € F(zp,,… ,zpD,_,). 由 上 面 的 等 式 有 
-1= > wiB8; 矛盾 于 m 的 最 小 性 .因而 ， -1¢ 7". 证 毕 . 


i=1 

由 引 理 6.9.3 和 定理 1.1.2 的 推论 知 ， 域 F* 至 少 有 一 个 包含 7* 的 正 锥 ， 任意 
取 定 F* 的 这 样 一 个 正 锥 ， 且 记 作 P*. BR, (F*,P*) 是 (FP) 的 一 个 序 扩张 . 

现在 ， 我 们 可 以 建立 如 下 重要 的 定理 . 

定理 6.9.4 设 (F, P) 是 一 个 序 域 ， 则 (F, P) 有 一 个 完全 的 序 扩张 (Ê, P), 使 
得 对 于 由 P 所 确定 的 区 间 拓 扑 ， 下 在 声 中 稠密 . 

证 明 所 求 的 完全 序 扩张 (Ê, P) 将 按 如 下 步骤 构造 ， 

(1) 按照 上 面 的 方式 ， 构 造 序 域 (F, P) 的 序 扩张 (F*, P*). 

(2) $ A = A(F, P*), 则 由 §3.2 中 讨论 ，4 F 的 一 个 与 正 锥 P* 相 容 的 赋 
值 环 ， 此外， 用 K 表示 实 赋值 环 4 的 剩余 域 ， 根 据 命题 3.1.3 的 推论 ， 已" 在 天 
上 诱导 出 一 个 正 锥 Q, 使 得 Q= {a=a+M|ae P*n 4), 这 里 M 为 4 的 极 大 理 
想 . 由 定理 3.2.2 的 推论 2 知 ， 若 认定 F + M/M =F, N (K,Q) EFR (F, P) 的 
一 个 序 扩张 ， 且 Q& 是 在 子 域 上 的 阿 基 米 德 正 欠 . 

(3) 最 后 , RP RK 中 所 有 关于 F 的 极限 元 组 成 的 集合 , AS P=QnF. 由 
引 理 6.9.1 可 知 ， (Ê, Ê) EFH (F, P) 的 一 个 序 扩张 ， 且 对 于 由 Ê 所 确定 的 区 间 
With, FEF pee. 

下 面 证 明 序 扩张 (Ê, Ê) 的 完全 性 . 

设 (B,Qg) 是 (Ê, Ê) 的 任意 序 扩张 ， 且 对 于 由 Qe 所 确定 的 区 间 拓 扑 ， 广 在 
E 中 稠密 . 此 时 , BR FEE PRR. 设 ze E, 目 令 D= {de Fld<esz), 则 D 
是 忆 关 于 书 的 一 个 分 割 . 由 序 扩张 (F*, P*) 的 构造 知 ， 有 zp e Ft, 使 得 对 于 每 个 
de DIREA e € F\D,d <p- zp <p- e. 对 于 任意 正 元 素 56e P, H FEE RH 
稠密 性 可 知 , 有 di, ei € F, 使 得 z-5 <os di <Qe Z <Qs el <Qs z+6. 此 时 di € D, 
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Tie. € F\ D. 因而 ，d1 <p- zp <p- el. 这 表明 zp € A, 从 而 zp =zp+MeEK. 
由 于 Q 是 由 Pt 所 诱导 的 ， 从 而 zp <q e1. 注意 到 el - ô <Q, z, WH e1 — ô € D. 
于 是 el - 6 <p zp, 进而 el — 6 <Q Zp. 这 样 ， 我 们 有 zp <Q el SQ Zo +ô. 由 5 
的 任意 性 知 ， zp € F. 假若 z <Q, 2p, 则 由 下 在 EE 中 的 稠密 性 知 ， 有 be FP, 使 
得 z <Qs b <Qe Zp. 注意 到 be F \ D, 从 而 有 zp <p- b. 由 此 有 5p <q b, BA 
ZD <Qs b, FH. 因而 ， zp <Qs z. 同 理 可 证 z <a, Zp. 于 是 z= zp € Ê. 因此 ， 
E= Ê. RRP (Ê, Ê) 是 完全 的 . 证 毕 . 

满足 上 面 定理 中 条 件 的 完全 序 扩张 (Ê, P) 称 作 序 域 (F, P) 的 一 个 完全 化 . 至 
于 完全 化 的 惟一 性 ， 我 们 可 建立 如 下 定理 . 

定理 6.9.5 ik (F, P) 是 一 个 序 域 ， 则 在 保 序 F- 同 构 的 意义 下 ， (FP) 的 完 
全 化 是 惟一 的 . 

证 明 设 (Ê, Ê) 和 (K, Q) HWER (F, P) 的 完全 化 . 下 面 将 指出 : 存在 (K,@) 
到 (Ë, Ê) 的 一 个 保 序 F- 同 构 . 

对 于 ze K, $ Dz = {de 下 |d<ez}. 易 知 ，D: 是 下 关于 P 的 一 个 分 割 ， 
AL D: 在 平移 下 是 变化 的 . 再 令 D= {a € Ê | 有 de Dz, 使 得 a <p d}, WEA F 
E Ê PREHEN, De 是 Ê AF 户 的 一 个 在 平移 下 变化 的 分 割 . 由 于 (Ê, Ê) 是 
完全 的 序 域 ， 从 而 由 定理 6.9.2 知 ， D, 不 是 超越 的 .注意 到 D, 中 不 可 能 有 最 大 
元 ， 从 而 Ê\ Â. 中 有 最 小 元 . 记 Ô: = Ê\ De, A ê RR Ce 中 最 小 元 ， 据 此 ， 
我 们 可 规定 K 到 Ê 的 如 下 映射， 

It=min(C.), rek. 

由 全 的 规定 ， 可 知 这 样 一 个 事实 : 对 于 ae FUR Te K, a<på (ê <p a) 
当 且 仅 当 a <Q a (或 z <q a). 

Ric, y E K. 假若 + 和 <p 5+y, 则 由 下 在 人 中 的 稠密 性 知 ， 有 ae F, 
使 得 + <p a <p 2+y， 由 上 面 事实 知 ，a <o z+y. WH, Ade F, 使 得 
ê<pb<pa- 由 上 面 事实 又 有 ，z <eb 且 yy <Q a 一 b. 从 而 z+y <Q a, 
矛盾 .因而 ê+ >p Fy AB, ê+ <p ety. 于 是 二 六 = iry 即 
O(a +y) = ġ(z) + oly). 

为 证 明 gzy) = $(z)$(y), 我 们 先 证 明 9(-z) = -9(z), 即 z = -ê. 事 
实 上 , 如 若 -ê <p =z, WA a e F, 使 得 -ê <p a <p T 由 此 有 a <q -r 
但 -a <q z, FR. 从 而 -ê >p <a. 同 理 ， -2 <p <z. 于 是 有 -ô= r 即 
o(—2) = —o(x). 特别 地 ， 可 推出 %0) = 0. 下 面 证 明 wzy) = (x) 9(y). 当 z = 0 
时 ， 等 式 显然 成 立 . 当 z >Q 0 时 ，z# >p 0. RE Ty <p êh, Wh FEF PHS 
性 知 Hac F, (88 By <pa<p ii 从 而 有 zy <o a 且 az-1 <ph. LH F EÊ 
中 的 稠密 性 知 ， 有 非 零 be F, RG at <pb<p i 由 此 有 b <o y, Hab“! <g a. 
于 是 a <q cy, 矛盾 .从 而 动 >p 29. 同 理 ， Ty <p 29. Al T= 49. 4x <@0 
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即 —c>QORt, ay =—-Ca)y = ~(=2)9 =- (ê) = 29. 这 表明 : 对 于 z, ye K, 
总 有 9(zy) = o(2)4(). 

因而 , 映射 4 是 一 个 环 同 态 . 注意 到 K 是 一 个 域 , 从 而 5 是 一 个 位 入 . 易 知 ， 
对 于 每 个 ae F,& = a. 于 是 ， 4 是 一 个 严 嵌入 . 设 z <ey, 其 中 z,ye kK. 由 
PEK 中 的 稠密 性 知 ， 有 a e F, 使 得 z <ga<qy. WEH î<pa<p p, B 
9(z) <p Oy). 这 表明 5 是 保 序 的 . 

FIPE, ER (Ê, Ê) 到 (K,Q) 的 一 个 保 序 F-RA .假若 对 于 某 个 ze P, 
goy%( 直 天 z WA boyz) < 户 z 或 4oy%(z) >p z. 不 妨 设 Bow(z) <p z. HFEF 
中 的 稠密 性 知 ， 有 a e F, 使 得 goy(z) <pa<pz. Ht, $(v(z))<pa=$(¥(a)). 
由 9 和 少 的 保 序 性 可 知 ，z <p a, FE. AM, boy Æ 六 上 一 个 恒 等 映 射 ， 自 
然 ，4 是 一 个 满 射 ， 因 此 4 是 一 个 保 序 F- 同 构 . 证 毕 . 

实际 上 ， 由 上 面 证 明 可 见 ， 所 求 的 保 序 F- 同 构 4 是 惟一 的 . 

定理 6.9.6 设 (K,@) 是 一 个 序 域 ， 忆 是 它 的 实 闭 包 ，F 是 K 的 子 域 ,使 得 
对 于 由 Q 所 确定 的 区 间 拓扑 ， 下 在 K PAE, NFER 中 的 代数 闭 包 在 RR 中 
稠密 . 

证 明 由 于 下 在 K 中 稠密 , 从 而 Q 显然 在 玉 上 是 阿 基 米 德 的 . 又 由 定理 1.4.2 
知 ， 忆 的 惟一 正 锥 R? 在 KK 上 也 是 阿 基 米 德 的 .于 是 ， R? 在 F 上 是 阿 基 米 德 
的 . 设 Re BP ER HRW, Hig P=QnF. 

设 w Be RI a <e 8 由 于 REF LEMEK, 从 而 有 正 元 
K c e P, 使 得 3(8 一 a) >m c > 人 3 +8) EK 上 的 极 小 多 项 式 为 f(z) = 
a+ o i 4... ve 其 中 Bi € K,i= 1,…,n. 由 引 理 4.2.3 的 推论 知 HETK 
de P, 使 得 只 要 RIz] 中 多 项 式 g(z) = 2" bet! 十 … 十 bn 满足 |B; — bilr <r d, 
i = Loy m 多 项 式 gla) 在 R 中 必 有 一 个 根 y 且 满足 |3(a +B) — lee <r c 
由 于 F 在 K EAE, ATA bi c F, 使 得 |B; — bilo <q d, BI |6: — bilr <r d, 
i=1,--, n. 此 时 ，g(z) = 2% +b"! +---+bnr € Fle], A g(z) 在 RR 中 有 一 
MR u E [5 (0+ 8) mle <e e BR, ne Rr, Basti 4 2-8 © 

ote R 258 + (m- 234) -mmp ZÉ >m 8 
O58 (n- 252) =u Me, Ree RANE. iE. 


推论 1 (P,P) EFR (F, P) 的 完全 化 , WP ERAR, “AY FEE 
关于 P 的 实 闭 包 中 稠密 . 

证 明 R Ê EZAR, HS Rri FHE Ê PRR. 由 命题 2.1.5 知 ， 
Rr BER (F, P) 的 实 闭 包 .由 于 FE Ê HAE, AT F 显然 在 Re 中 稠密 . 

BIK, 设 下 在 它 关 于 P 的 实 闭 包 中 稠密 . 4 RÆ (Ê, Ô) 的 实 闭 包 , A Re 


c>R 
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EPER PHRMA. 由 定理 6.9.6 知 ， Re RPS. HAE 2.1.5 知 ， 

Re 是 (FP) 的 实 闭 包 . BSR, FE Re 中 稠密 .由 此 知 ， F 在 R 中 稠密 .此 

mt, GR Ê ER PHE. 由 (Ê, Ê) SEH, P= RR, 即 Ê 是 实 闭 域 . 证 毕 . 
推论 2 极 大 序 域 的 完全 化 还 是 一 个 极 大 序 域 . 


$t% Tarski-Seidenberg 原理 与 转移 定理 


TERRE, 我 们 将 建立 著名 的 Tarski-Seidenberg 原理 . 在 此 基础 上 ,一 个 适合 
实 闭 域 的 重要 定理 一 一 转移 定理 被 建立 .作为 转移 定理 的 应 用 ， 我 们 证 明了 一 些 
重要 定理 ， 例 如 实 零 点 定理 等 . 


87.1 ”模型 论 中 有 关 概 念 


为 了 后 面 讨论 的 需要 ， 本 节 将 介绍 模型 论 中 一 些 基本 概念 和 结论 . 

域 的 初等 语言 简称 作 域 语言 ， 它 是 由 如 下 符号 组 成 ， 

(1) 个体 符号 ，0, 1, grii zn,…, 其 中 0 和 1 称 作 个 体 常量 ，z1,…, zn，…， 
称 作 个 体 变 基 ; 

(2) 运算 符号 ， ++, 一 ,…; 

(3) 关系 符号 ， =; 

(4) 逻辑 关联 词 。 ~, A V, Y, 3; 

(5) 括号 ，(,). 

域 语言 的 一 个 结构 是 如 下 一 个 六 要 素 组 合 : 

A=(4,+4,—4,.4,04,14), 
其 中 4 是 一 个 非 空 集合 ， 04, 1^ € A, +4 4x4 一 4-4: 4 一 4 
4x 4 一 4 是 集合 4 上 的 (一 元 和 二 元 ) 运算 . 此 时 ，+4, 一 4, .4, 04 和 14 分 别 
称 作 符号 +, ~-，,0 和 1 在 4 中 的 解释 . 在 下 面 ， 结 构 4 中 第 一 要 素 4 常用 A 
表示 . 

若 在 域 语言 中 增加 一 个 新 的 关系 符号 <, 则 构成 的 语言 称 作 序 域 的 初等 语言 ， 

或 简称 序 域 语 言 ， 序 域 语言 的 一 个 结构 是 如 下 一 个 七 要 素 组 合 ， 

A= (A,+4,-4, 4,04, 14, <4), 
其 中 前 面 六 要 素 组 合 (4,+4, -4,4 04,14) 是 域 语言 的 一 个 结构 ， <4 是 集 4 上 
一 个 二 元 关系 ， 此 时 ， <4 称 作 符号 < 在 4 中 的 解释 . 

有 时 ， 需 要 在 域 语言 或 序 域 语言 中 增补 有 限 个 新 的 个 体 常量 符号 : cl，…， 
cm, 由 此 得 到 扩充 的 相应 语言 .此 时 ， 扩 充 的 语言 的 一 个 结构 是 这 样 一 个 组 合 B= 
(4 at ,an), 其 中 A 为 原来 语言 的 一 个 结构 ， 且 al, …， an E€ Al. RAR, a, 
…, an 依次 称 作 所 增补 的 个 体 常量 符号 c1,…, cn 在 B 中 的 解释 , 且 记 作 cf = ai, 
站 一 1 

对 于 增补 常量 符号 cb, …， cn 所 得 到 的 扩充 的 域 语言 ， 我 们 可 按 如 下 方式 递归 
地 定义 项 集 Tmn: 
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{i)0, 1, c1, +++, Cn, Z1, T2, +- E€ Tmn; 

(ii) # tı, t2 € Tmn, W th + te, t-te, —tı € Tmn. 

当 n=0 时 ，Tmn 为 原来 域 语言 的 项 集 . 项 集 Tm, 中 一 个 表达 式 称 作 扩充 
的 域 语 言 中 一 个 项 . 

同时 ， 公 式 集 Fm, 可 递归 地 定义 如 下 : 

(1) 对 于 所 有 th, t2 € Tmn tı = t2 € Fly; 

(2) Hd, Y € Fmln, W ~ $, AY, OVY, Vad, 3rd € Fmln, 其 中 ze {x1,22,---}. 

ARR Fmln 中 一 个 表达 式 称 作 扩充 的 域 语 言 中 一 个 公式 .如 (1) 所 定义 的 
AR t = to 称 作 原始 公式 . 

对 于 扩充 的 序 域 语 言 ， 规 定 它 的 项 集 Tmi 与 域 语 言 的 项 集 相 同 ， 即 Tes = 
Tmn. 而 它 的 公式 集 Fmln 被 递归 地 定义 如 下 : 

(1!) 对 于 所 有 th, t2 € TmS, ti = te, th < to € Fmis; 

(2’) 同上 面 的 规定 (2). 
同样 ， 按 (1!) 所 规定 的 公式 称 作 序 域 语言 中 原始 公式 . 为 简明 起 见 ， 我 们 约定 ， 公 
SK ~ (ti = te) SIDE th A tz; th = te V ti < te IEE th < tz; (~ $) V y RE 
$ — Y: ($ VAY — 4) WEHE $ — y, M Vari -- Vand (Ax ++ Send) 简 记 
HE V(21, …,zn)g (3(zl .--)2n)d)- 

用 Vbl 表示 由 个 体 变 量 符号 组 成 的 集合 ， 即 Vbl = {z1,z2,…}. 一 个 项 te 
Tmn 称 作 常 量 项 ， 如 果 t 中 不 出 现 Vbl 中 变量 . 借助 于 归纳 原理 ， 对 于 一 个 结构 
A, 常量 + 在 4 中 的 解释 t^ 可 通过 04, 14, cf，…， A 规定 如 下 ， 

当 t 的 形式 为 t1 + te, tr Bt -talt t^ = 经 +4 tå, -AiR -A t. 

因此 ， 对 于 每 个 常量 项 t, t4 cA. 换言之 ，t 一 t^ 是 Tmn 中 所 有 常量 项 
到 |4| 的 一 个 映射 . 

对 于 Fmln 或 Fml# 中 一 个 公式 办 可 定义 5 的 自由 变量 集 Fr(4) 如 下 ， 

Fr(t = t2) = Fr(t1 < te) = {x € Vbl | rH MEt RtH}; 
Fr(~ 4) = Fr(W); 

Fr(1 A %2) = Fr(41 V %2) = Fr(41) U Fr(42); 

Er(Yzy) = Fr(ary) = Fr(v) \ {x}. 

集合 Fr(g) 中 元 素 称 作 公式 $ 的 自由 变量 . 没有 自由 变量 的 公式 称 作 语句 . 
用 Sentn 和 Sentx 分 别 表示 公式 集 Fml。 和 Fmf 中 全 部 语句 组 成 的 集合 . 显然 ， 
Sent, C Sent<. 

Bg E Sent, A B = (4,a1,… ,an) 是 扩充 的 序 域 语言 的 一 个 结构 ， 则 我 们 可 
以 递归 地 定义 关系 式 BE o 如 下 : 
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Bet = te ENM = t; 
Beh < 2 当 且 仅 当 元 < tf; 
B Ev YH HNB 上 VW 被 否定 ; 
B E pı Ah HINAB H y EB do} 
BE v1 V p2% HIB H pRB E W; 
BE Vzy 当 且 仅 当 对 于 每 个 a € |A], (B,a) H p(en); 
B H 3zy 当 上 且 仅 当 对 于 某 个 ae |Al,(B,a) H Ylen). 
在 上 面 表达 中 ，W%(cn+l) 表示 用 新 常量 符号 cn+ 代 换 公式 少 中 作为 自由 变量 而 出 
现 的 所 有 z 而 得 到 的 语句 ， 例 如 ， 当 缘 为 3z(z2 = 1)Az < 0 时 ，%(cn+l) 为 语句 
3z(z2 = 1) 人 cn+l < 0. 这 样 ， 对 于 每 个 9 e Sentx 以 及 扩充 的 序 域 语言 的 一 个 结构 
B, 要 么 有 局 上 办 BABE ORR. 
用 Cn 和 Cx 分 别 表示 扩充 的 域 语 言 和 序 域 语 言 中 全 部 结构 组 成 的 类 ， 为 统 
一 讨论 起 见 ， 用 C 代表 Cn 和 Cx 中 任意 一 个 类 ， 且 用 Sent 表示 相应 语言 的 语句 
集 . 
对 于 Sent 的 一 个 子 集 E, C 中 一 个 结构 A 称 作 的 一 个 模型 ， 如 果 对 于 每 个 
bE DL 4 上 吃亏 的 所 有 模型 构成 的 类 称 作 DO 的 模型 类 ， 且 记 作 mod). C 
的 一 个 子 类 E 称 作 一 个 模型 类 (或 初等 类 ), 如 果 E 是 Sent 的 某 个 子 集 YD 的 模型 
类 . 此 时 亦 称 ， 已 是 可 公理 化 的 ， 且 D 称 作 已 的 一 个 公理 系 . 特别 地 , HE 
Sent 的 某 个 有 限 子 集 的 模型 类 ， 则 称 E 是 有 限 可 公理 化 的 . 
例 1 考察 Co HME FR: 
(1) 所 有 域 组 成 的 类 是 初等 类 ， 且 该 类 是 有 限 可 公理 化 的 . 
构造 由 如 下 语句 组 成 的 子 集 Ze: 
VYzrlvzz(zl + z2 = Z2 十 Z1)， 
Yrlyzazyzs((zl +22) + z3 = 21 十 (z2 十 Z3))， 
Vary (a1 +0 = 2, Azı + (-21) =0), 
Va ,Wr2(z1 - 22 = 22°21), 
Yz (zı -1 = z1), 
Va, Wa2Vrg((a1 - £2) .zs = 21 - (22 :73))， 
Yrlyzayzs((zl + z2) . zs = (1 - £3) + (z2 73)), 
Var (zı = 0 V 3z2(71: z2 = 1)). 
由 域 的 定义 知 ， mod(Er) 即 为 所 有 域 组 成 的 类 . 
(2) 所 有 实 域 组 成 的 类 是 初等 类 . 对 于 每 个 自然 数 n, 用 on 表示 如 下 语句 : 


War zn) (f+. +a 1). 
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于 是 ， 所 有 实 域 组 成 Br U {bn | n= 1, 2, ---} 的 模型 类 . 
(3) 所 有 实 闭 域 组 成 的 类 是 初等 类 . 对 于 每 个 自然 数 n, 用 Ww 表示 如 下 语句 : 


V(zl :7 T2n_1)3r2n (TH 1 十 zan-17 吕 -十 … 十 Z1 = 0). 


由 定理 2.1.3 知 ， 实 闭 域 类 的 一 个 公理 系 由 Ce {yn | n= 1, 2,…} 中 全 部 语句 以 
及 如 下 三 个 语句 所 组 成 : 
Vr1Vr2373(7? + 23 = 23), 
Vzi(z? # —1), 
Vay 3x2 ((21 = 23) V (—21 = 23). 
Pl 2 考虑 CF 的 如 下 子 类 : 
(1) 所 有 序 域 组 成 的 类 是 初等 类 ， 它 的 一 个 公理 系 可 通过 在 域 类 的 公理 系 Er 
上 再 添加 下 面 语句 而 得 到 ， 
VT1VT2VT3(T1 < z2 人 z2 < 3 — Tı & 23), 
Yrliyza(zl < T2 A T2 $ T1 — 11 = 22), 
Yrlvzz(zl < z2 V z2 < 11), 
Vr1Vr2(T1 < za — Vr3(T1 + za < T2 + T3)), 
YzıYz2(0 < z1 A0 < z2 — 0 S z172). 
(2) 所 有 极 大 序 域 组 成 的 类 是 初等 类 . 为 得 到 它 的 一 个 公理 系 ， 只 须 在 序 域 类 
的 如 上 公理 系 上 再 添加 例 1 (3) 中 全 部 语句 于, n = 1, 2, …, 以 及 这 样 一 个 语句 : 


Vary (0 < zl 一 3z2(71 = 73)). 


例 3 考虑 Cn+l MCE, 的 如 下 子 类 : 
(1) 设 % 为 如 下 语句 ， 
n-1 


Bei (Cnpiz} +cnzT + +e, = 0), 


E ZF 是 例 1(1) 中 所 示 的 域 类 的 公理 系 ， 则 模型 类 mod(Er U {4} 是 由 Cn+l 中 
所 有 这 样 的 结构 (4, ol,… ,an+i) 所 组 成 的 ， 其 中 A 是 域 类 中 一 个 结构 ， a1,…， 
any E |A], 使 得 多 项 式 an+lz" + ant”! 十 … 十 ai Æ JA 中 有 根 . 

(2) 设 4 为 如 下 语句 ， 

3zi(con+iz + cz +-+ + ci > 0), 

H Eo 是 例 2(1) 中 所 示 的 序 域 类 的 公理 系 ， 则 模型 类 mod(Zo U {9}) 是 由 Cha 
中 所 有 这 样 的 结构 (4,a1,… ,an+1) 所 组 成 的 ， 其 中 A 是 序 域 类 中 一 个 结构 ， 
al … ,ant1 E Al, 使 得 多 项 式 on+lz" + anz" +--+ a 在 14| 上 有 正 值 . 

MAT Æ Sent 的 一 个 子 集 ， 且 工 关于 A, V 和 ~ 是 闭 的 ， 即 对 于 办 水 ET, 总 


226 第 七 章 Tarski-Seidenberg 原理 与 转移 定理 


A pah, OVE, ~o ET. C 中 两 个 结构 A 和 BRET- St, 如 果 对 于 每 个 7 ET, 
Aky4A@4 BE y. 此 时 ， 记 作 : A=r B. 特别 地 ， 当 工 =Sent 时 ， 称 4 和 
B 是 初等 等 价 的 , 且 记 作 : A=B. 

一 类 重要 的 语句 是 所 谓 的 无 量词 语句 。 一 个 语句 7 称 作 是 无 量词 的 ， 如 果 7 
中 没有 量词 符号 v 和 3 出 现 . 用 Tn 和 TE 分 别 表示 由 Sent, 和 Sentg 中 所 有 无 量 
词语 句 组 成 的 子 集 ， BR, Th MIS KFA, V 和 ~ 都 是 闭 的 . 

定义 7.1.1 Co (或 CF) 的 一 个 子 类 已 被 称 作 容许 量词 消去 ， 如 果 对 于 每 个 
Y € Sentn (或 Sent#), 总 有 7 e Tn RUS), 使 得 对 于 E 中 每 个 结构 A 以 及 任意 
ar, +++, an € |A], (4aa an) 上 (Y — 7). 此 时 ， 称 区 模 五 等 价 于 7. 

设 4 和 已 是 Co (或 CF) 中 两 个 结构 . 称 4 是 巨 的 一 个 子 结构 ,如果 |4l C |B], 
04 = 08, 14= 18, H |A| 上 的 运算 +4, —4, A (以 及 关系 <4) 分 别 是 +5, —8, B(A 
及 <P) 在 |4| 上 的 限制 ， 此 时 ， 记 作 A COB. 我 们 称 4 是 B 的 一 个 初等 子 结构 ， 
WMR ACB, 且 对 于 任意 有 限 个 au, …， an € |Al, (Aar, ,an) = (Ba ,an). 
此 时 ， 记 作 A xB. 

容许 量词 消去 的 结构 类 具有 如 下 重要 性 质 . 

命题 7.1.1 BE RCo (或 CF) 的 一 个 容许 量词 消去 的 子 类 , 则 对 于 A, B e E, 
fH AC B THE A xB. 

证 明 ik vc Sent, (a Sents), 其 中 n 为 任意 自然 数 ， 由 所 设 知 ， 有 Ye In 
(RES), ER y R E SNF y 从 而 对 于 任意 a,…, an € [Al |B|, 


(A,a1,-++ an) 上 (Y — 7), 
并 且 
(Ba ,an) 上 (Y — 7). 
由 于 中 无 量词 ， 从 而 显然 有 (4,a1,… ,an) H 7 HERK (8B,a1,… ,an) Ey. 由 
此 可 得 
(4,a1,… an) E Y HERK (B,a1,+-- an) EY. 
这 表明 (4,a1,… ,an) = (B,a1,… ,an). 因此 ， Ax B. 证 毕 . 


§7.2  Tarski-Seidenberg 原理 


著名 的 Tarski-Seidenberg 原理 是 由 A. Tarski 首先 提出 的 . 随后 ，A. Seidenberg 
对 这 一 原理 给 出 了 新 的 处 理 方法 . 在 本 节 中 , 我 们 将 采用 更 新 的 方式 来 建立 Tarski- 
Seidenberg 原理 . 

设 REDRAR, H < 是 REF. IF aE R, 用 sgn(a) 表示 a 关于 
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序 < 的 符号 ， 即 当 a= 0,a > 0 或 a < 0 时 ， 分 别 规定 sgn(a) = 0, sgn(a) = 1 或 
sgn(a) = —1. i 

对 于 一 元 多 项 式 环 RIz] 中 一 组 不 全 为 零 的 多 项 式 f, fs, Boa < az < 
… < aN 是 该 组 中 所 有 非 零 多 项 式 在 R 中 的 全 部 根 . 约定 ao = -oo, H any = 
too. 同时 , 记 天 =]ak arpi | Æ R PRAH ak 和 ak+l 的 开 区 间 , 上 =0,1,…,N. 
由 中 间 值 定理 知 ， 当 z 在 hk 中 取 值 时 ， sgn(fi(z)) 保持 不 变 ， 因 而 用 sgn(fi(1x)) 
来 表示 这 一 固定 不 变 的 符号 ，i=1,…, s; k=0,1,…,N. 

据 此 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 表 值 在 {-1,1,0} 中 的 s x (2N +1) 和 矩阵， 其 中 第 i 
行为 

sgn(fi(10)), sgn(fi(ar)), sgn(fi(11)), ++, sgn(fi(an)), sgn(fi(IN)). 
这 样 一 个 矩阵 记 作 SGNR( 户 …… ,f). 

显然 ,矩阵 SGNR{( 户 ，… , fs) 具有 这 样 的 特性 : (1) 车 fi 为 非 零 多 项 式 ， 则 
在 该 年 阵 的 第 4 行 中 , 列 指标 为 奇数 的 表 值 不 为 堆 ， 且 任意 两 个 相 邻 的 非 零 表 值 相 
E (都 为 -1 或 都 为 1); (2) 任意 相 邻 的 两 列 不 是 完全 相同 的 . 

& m = max{degf; | i = 1, ---, s}, W N < sm. 用 Wom 表示 所 有 表 值 在 
{-1,0,1} 中 的 s x (2t+ 1) 矩阵 组 成 的 集合 ， 其 中 t 取 遍 0, 1, ---, sm. 

引 理 7.2.1 所 设 同 上 , 且 e 是 集 {1,… ,s} Bl {-1,0,1} 的 一 个 映射 ， 则 存在 
Wom 的 一 个 子 集 We), 使 得 对 于 任意 一 个 实 闭 域 RUB RIz] 中 任意 s 个 次 数 不 
超过 m 的 多 项 式 及, …, fo, 关系 式 组 

sgn(fi(z)) = (1) 

sgn(fo(x)) = e(2) 

sgn(fs(2)) = e(s) 
E RPA, 4EB SGNR(fi ,fs) € W (6). 

证 明 设 W(e) 是 由 Wom 中 所 有 这 样 的 矩阵 组 成 的 集合 ， 这 些 矩 阵 中 有 一 列 
元 素 自 上 而 下 依次 为 : e(1), …, e(s). BR, We) 为 所 求 .证 毕 . 

引 理 7.2.2 设 REDRAR, fo fs € RIz] 是 一 组 不 全 为 零 的 多 项 
式 ， 且 它们 在 R 中 的 全 部 根 为 ma < ao < … < an. HH E R, 使 得 对 于 某 个 
kE {1 ,N 一 1}, ak < B<akti, 且 4 是 这 样 一 个 sx (2N +3) 矩阵 ， 它 的 第 
iG = 1,.… ,5) 行 表 值 依次 为 
sgn(fi(] - 00, 01[)), sgn(fi(01)), sen(fi(lor, a2[)), +-+, sgn(fi(Jax, BD), sen(fi(B)), 

sen(fi(8,a%+1[)), sgn(fi(oxs1)), «++, sen(fi(aw)), sgn(fi(Jan, +00), 


MERE 4 的 第 2k +1, 第 2k+2 和 第 2k+3 列 完全 相同 ， 且 在 划 去 其 中 两 列 后 ， 
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即 得 矩阵 SGNR( 户 …… > fs). 

证 明 注意 到 ,每 个 多 项 式 i EFKE Jar arsi | PRESARE. MAT sgn (fi(] 
or. sgn(fi(B))= sgn(fi(]B, ary), i= 1, 0, s. 

BB < B<- < By BR PRP, E foo fs 的 全 部 根 都 在 该 序 
列 中 . 记 Io =] — 00, Af, In =]8n, +00], Ik =}8k, Beil, k = 1, +, N-11, HAR 
这 样 一 个 s x (2N +1) ER, EKR ITH 

sgn(fi(10)), sgn(fi(B1)), sgn(fi(11)), --, sgn(fi(BN)), sen(fi(In)), 
其 中 i= 1,…,s. 

此 时 ， 4 中 可 能 有 相 邻 的 两 列 完全 相同 . 若 4 有 相 邻 的 两 列 完全 相同 ， 则 划 
掉 其 中 一 列 . 如 此 一 直 进行 下 去 ， 直 到 获得 这 样 一 个 矩阵 ， 其 中 任意 相 邻 的 两 列 都 
不 完全 相同 . 根据 引 理 7.2.2 可 知 ， 最 后 所 得 的 矩阵 恰 为 SGNR( 有 i,… ,fs). 

命题 7.2.3 存在 W2s,m 到 Wem 的 一 个 映射 r, 使 得 对 于 任意 一 个 实 闭 域 R 
以 及 Riz] 中 任意 s 个 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 及, …, fs, 其 中 AER AA, 
几 都 不 为 零 ， 


m(SGNa(fis** ,fo-1, fe, 911 ,9s))= SGNR( 放 ,用 )， 


其 中 ;为 f 的 微 商 ，g1,…, gs 是 在 带 余 除法 下 分 别 用 fay, fs-1, Ja BR So BT 
得 的 余 式 . 

证 明 为 了 构造 满足 条 件 的 映射 ， 必须 对 Wom PEDER, AF Wom 中 一 
个 确定 的 对 应 矩阵 . 

任意 取 定 D E Wsm. 对 于 A E Wzsm, 若 A 的 前 s 行 中 某 行 里 ， 有 列 指标 为 奇 
数 的 零 表 值 ， 或 者 某 两 个 相 邻 的 非 零 表 值 不 相同 ， 则 规定 r(4) = D. 对 于 Wosm 
中 其 他 矩阵 A, 将 4 的 前 s 行 中 所 有 零 表 值 的 列 指标 按 大 小 排列 ， 则 得 一 个 由 偶 
数组 成 的 数列 ji < ja <… < jm- 

车 M=0, 即 4 的 前 s 行 中 根本 没有 零 表 值 ， 则 4 的 前 s 行 中 每 行 的 表 值 保 
持 相 同 ， 此 时 ， 规 定 r(A) 是 这 样 一 个 s x 3 矩阵 ， 它 的 前 s 一 1 行 的 表 值 与 4 的 
前 s 一 1 行 表 值 分 别 相等 ， 而 第 行为 (-1,0,1) 或 (1,0, 一 1), 根据 4 的 第 s 行 的 
表 值 为 1 -1 而 定 . 

BUR M > 0. 对 于 大 = 1 …，M, 在 4 的 前 s 行 中 , 必 有 某 一 行 , 其 中 列 指标 为 
Se 的 表 值 为 零 . 取 定 这 样 的 行 ， 且 用 Ok) 表示 该 行 的 行 指标 . 显然 ，1 < O(k) <s, 
k=1,---, M. 

设 4 是 一 个 2s x (2¢+ 1) 矩阵 ，1 <t< 2sm, HA aij 表示 矩阵 A 中 行 指标 
为 i 且 列 指标 为 j 的 表 值 ，i = 1,…, 2s; j=l, ,2t+1. 现 根据 下 列 情况 ， 对 
数列 ji < jo <… < jm 进行 处 理 : 

(1) 对 于 每 对 数组 (Je, jey), k= 二 1,…,，M 一 1, 若 


AE Zo 
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Qs+0(k) jr ` Os+0(k+1),jiyi = Tl 

则 在 je 和 jryi 之 间 插 入 奇数 je +1. 否则 ， je 和 j 之 间 不 插入 新 数 ， 仍 保持 
Jr 和 jr 的 相 邻 关系 . 

(2) 若 usa :as+ed) 凡 = -1 WE a 之 前 添加 奇数 a-l 否则 ， 仍 保持 j 在 
首位 . 

(3) 若 osa2t+1 .as+e(MDjx = 一 1, WE ie 之 后 添加 奇数 jm + 1. 否则 ， 仍 保持 
im 在 末 位 . 

经 过 上 面 的 处 理 后 ， 原 来 的 数列 j < j2 < … < im 将 因 插 入 奇数 而 扩大 为 新 
的 数列 m <r <- < rn, R M <N. 

现在 ， 可 构造 一 个 s x (2N + 1) 级 矩阵 A, 使 得 下 列 条 件 成 立 ; 

(i) 对 于 i= 1,…, s 一 1, 第 i 行 元 素 依次 为 


Gil, Giri, Qiri y Qira, Girgs**s Airs Qi,2t+1, 
i 日 


其 中 只 = re 若 re 为 奇数 ; 或 者 re = retl, Ere 为 偶数 ，e= 1,…, NN. 

(ii) 第 s 行 元 素 依次 为 

bo, bris bris bras Orgs ***, brws bev, 
其 中 
ha { —s,1, 车 r1 为 奇数 ， 
Qao ATL = jk © {js ,jM}， 
0, 若 re 为 奇数 ， 
Qs+0(k),i; Hre = jk € {js 5M}, 
buy = | Sarei 若 re 为 奇数 ， 
ic O540(k) jn» 若 re = jk € {j1,… J}, 
这 里 e = 1 …，N. 

在 矩阵 Al}, 若 有 相 邻 的 两 列 完全 相同 , 则 划 去 其 中 一 列 . 如 此 进行 下 去 , 直 
到 得 到 这 样 一 个 矩阵 42, 其 中 任意 相 邻 的 两 列 都 不 完全 相同 ， 当 A2 € Wm 时 ， 
规定 r(4) = Az; 否则 ， 规 定 r(4) = D. 

这 样 ， 对 于 Wosm 中 每 个 矩阵 ， 在 Wom 中 都 有 一 个 确定 的 矩阵 r(4) 与 之 对 
应 ， 换 句 话说 ， r 是 Wom 到 Wom 的 一 个 映射 。 下 面 证 明 映射 r 满足 引 理 中 所 
要 求 的 条 件 . 

设 已 是 任意 实 闭 域 ， 六 …， fs 是 RIz] 中 次 数 不 超 过 m 的 多 项 式 ， 其 中 
LER E hy, fs-1 都 不 为 零 ， 同 时 fs 以 及 gq1,…, gs 是 如 引 理 所 示 的 多 项 
R BR, VEAJ 

令 A = SGNa(fi,…  fo-as f 91t ,9s), 其 中 A = (aij )28x(2e41) € Woams 


br = 
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1<t< 2sm. 由 于 fi fs-1, 及 BRAS, MAT 4 的 前 s 行 中 任意 一 行 里 ， 列 
指标 为 奇数 的 表 值 不 为 零 ， 且 任意 两 个 相 邻 的 非 零 表 值 相同 . 

设 生 <…<jw 是 4 的 前 s 行 中 所 有 零 表 值 的 列 指标 组 成 的 (偶数 ) 数列 , 则 
fasts fants Sy TER PRIRA M 个 . 从 而 可 令 这 些 根 为 ai < aja <… < Ong 

车 M =0, 则 及 恒 取 正 值 或 负 值 . 此 时 ， 天 的 次 数 显然 为 偶数 , 从 而 fs 的 次 数 
为 奇数 . 因而 f ER PAR. 另 一 方面 , 由 引 理 2.4.2 知 ，f。 是 单调 的 ， 从 而 在 R 
中 至 多 有 一 个 根 . 于 是 fs 在 RR 中 恰 有 一 个 根 a. 由 此 可 知 ，SGNR(fi,… ,fs-1, fs) 
是 一 个 sx 3H, HER i TICK 

sgn(fi(] — 00, al), sgn(fi(a)), sgn(fi(Ja, +o0D)), 
这 里 i= 1,…, s. Hw MEM, (A) =SGCNa(f,--, fs). 

现 设 M > 0. 由 前 面 的 讨论 知 ， 存 在 {1,… M} 到 {1,… ,s} 的 一 个 映射 6， 
使 得 对 于 每 个 ke {1,… , M}, ag(k)j = 0, BD he(r)(aj) = 0, 这 里 约定 hi = fii = 
1,… ,8 一 1, 而 hs = fl. 注意 到 goc) 是 horny BR f 的 余 式 , 从 而 falaj) = Joc) (Ajr). 

由 引 理 2.4.2 A, fa FE} — 00, aj |, Jor ajal …, ]ajw-wajwb ]ajw,+oo[ 中 每 
个 开 区 间 中 至 多 有 一 个 根 ， 分别 讨 论 下 列 情况 : 

(1) 对 于 每 对 数 (Fe Feta), k = 1, +++, M — 1, BF as+e(k)jn Qs+0(k+1)jt1 一 一 
即 sgn (gocxy (Qj ))sgn(geck+ (oan)) = —1, W Salaj) 和 felon.) HS. 从 而 fo 
在 lan annl 中 有 一 个 根 ， 且 记 作 ant 否则 ， fs E laje Oj | PER. 

(2) # as asoa} = —1, 即 sgn( 玫 (0 — 00, as, 1) 和 sgn(geo)(o,)) 异 号 ， 则 
sen(f;(}— 00, aj I) -sen(fe(aj,)) = -1. 此 时 易 知 ，fs TE) — 00, 05,| 中 有 一 个 根 ， 
且 记 作 ap- EM, fs 在] — 00,05, [ PER. 

(3) 车 os2tH1 * asom) ju = —1, WATA, fs Æ lajn +o 中 有 一 个 根 ， 
且 记 作 ajw+1. BU, fe Œ lajn, +| 中 无 根 . 

这 表明 ， 通 过 对 数列 。 j<- < jm 进行 如 上 处 理 ， 该 数列 因 插 入 奇数 而 扩 
充 为 新 数列 m < … < rn, 其 中 M < N, EB ar,,…, Ory A fay oes fazis fs 和 
Js E R PWR, A falar) = 0, 只 要 re 为 奇数 . 

据 此 ， 可 构造 一 个 s x (2N + 1) ER, ERR i 行 中 表 值 为 


sgn(fi(] 一 co a7,[)), sen(fi(ar,)), sgn(fi(Jar, aral); +++, sgn(fi(arn)), 
sgn(fi(Jarn, +o0D)). 


与 前 面 的 讨论 相对 照 ， 不 难 验证 : 所 构造 的 矩阵 恰 为 A. 

再 由 引 理 7.2.2 Bl, SGNa(fis--- fs) = Ar, 这 里 Ao 是 A 通过 “ 划 去 相 邻 的 相 
同 列 ” 所 得 的 矩阵 . 此 时 必 有 ， 42 e Wsm. 由 前 面 的 规定 知 ，SGNR( 有 1,… ,fs) = 
T(4) = SGNa(fis++ ,fo-1, fs,91,… ,9s)- 证 毕 . 

现 考虑 由 全 体 (无 序 的 ) 非 负 整数 组 构成 的 集合 : 


eu 


TARET h 
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三 = {(ma，…… ,mr) | 7 HARK mi 为 非 负 整 数 ，i = 1,…, r} 


XIF o = (m, ,mr), T = (mi ,ms) € E, o = T EMENI MERE o 
和 7 中 出 现 的 次 数 相同 . 此 外 , 规定 o < r, 如 果 有 某 个 非 负 整 数 , 使 得 在 o 中 
出 现 的 次 数 小 于 大 在 r 中 出 现 的 次 数 ， 且 每 个 大 于 上 的 整数 在 o 和 7 中 出 现 的 次 
数 相同 ， 容 易 证 明 所 规定 的 二 元 关系 < 是 集 三 的 一 个 良 序 . 

现在 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 命题 . 

命题 7.2.4 设 fi(ziY) = him(Y)z™ + himi(Y)a™—) +--+ + hi oY) 是 
n+l 元 整 系数 多 项 式 ，i = 1,…, s, 其 中 了 = (y ,yn) Eh 个 变量 组 成 的 
变 基 组 . 如 果 W 是 Wom 的 一 个 子 集 ,那么 存在 有 限 个 由 形 如 g(Y) = 0 的 方程 以 
及 形 如 gY) < 0 的 不 等 式 构成 的 关系 式 组 51, …, Sp, 其 中 g(Y) € ZIY), 使 得 对 于 
每 个 实 闭 域 RR 以 及 任意 &5= (a1,… ,an) € R”, SGNR(fi(z;6),… ,f(z;a)) € W’, 
当 且 仅 当 a 满足 Si, …, Sr 中 某 个 关系 式 组 . 

证 明 不 失 一 般 性 , 可 假定 所 讨论 的 多 项 式 及, …, f 都 不 为 零 , AAT him (Y) 
也 不 恒 为 零 ，i= 1,…, s. 

假定 命题 不 成 立 ， 则 集 的 如 下 子 集 非 空 : 

L = {(deg(fisz),--- ,deg( fsi £))| fis ++, fs € Ziz; Y], 使 得 命题 不 成 立 }， 
这 里 deg(fi;z) 表示 多 项 式 fi AFER r 的 次 数 ，i = 1, …, s， 由 于 < 是 
的 一 个 良 序 ， 从 而 可 选取 一 组 多 项 式 fi, fs € Zr], 使 得 (mi,… ,ms) = 
(deg(f1;7),… ,deg(fs;z)) 是 C 中 关于 < 的 最 小 元 素 ， 且 命题 对 于 fay, fs 不 
成 立 . 

4 m = max{m,… ,ms}. 若 m = 0, 则 fi, +, fe € Z(Y]. 此 时 ， 对 于 每 个 


s x 1 RE we W, 矩阵 等 式 
sgn(fi) 
: =w 
sgn(fs) 


相当 于 一 个 由 s 个 方程 或 不 等 式 组 成 的 关系 式 组 Su. 记 Wi 是 W 中 所 有 s x 1 
矩阵 组 成 的 子 集 ， 当 Wi AO, RRARA Su, we Wo; 而 当 Wi = 0 时， 取 
Sı = {1 = 0}. 此 时 易 知 ， 对 于 每 个 实 闭 域 R 以 及 任意 a= (a, ,an) € R", 
SGNR( 有 i(z;6),… , folasa))e W', 当 且 仅 当 纪 满足 所 取 的 某 个 关系 式 组 , 这 矛盾 于 
多 项 式 组 f fo 的 选取 . 

车 m1 WAR ms =m. Kf fo KF x 的 偏 导 数 . 此 外 ， 由 环 ZIY] 上 
一 元 多 项 式 的 带 余 除法 知 ， 对 于 充分 大 的 正 偶数 。 下 列 等 式 成 立 : 


Nims = Ufit gi, i= 1, +, 8- 1; 
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(Mshs,m,)® fs = qsfs + 9s, 
其 中 qi, gi € Z[z;Y],i=1,---, 8. 

设 r 是 命题 7.2.3 中 所 示 的 Wos 到 Wom 的 一 个 映射 ， 且 令 W = Ww’) 
EW 在 映射 r 下 的 原 象 . 由 命题 7.2.3 知 ， 对 于 每 个 实 闭 域 R 及 R" 中 任意 使 得 
him (@) #0(i=1,.…, s) 的 a 

SGNg(fi(2,ā), + , fs-1(7;a), fs(2;8))€ W’, 
4 AMY 
SGNr(fi(z,4),-++ , fs-1(2;8), £5 (2; @), 91 (254), --- , ga(2;8))E€ W. 
注意 到 ， 
(deg(f1;7),... ,deg(fs-1; £), deg(fs;7), deg(g1; £), ++- ,deg(gs; 7)) 
< (mu ,ms). 
由 (m1,… ,ms) 在 C 中 的 最 小 性 知 ， 命 题 结论 对 于 多 项 式 组 ， 有，…，, fo- fi, 
g1,… ,9s 成 立 ， 从 而 有 欲求 的 关系 式 组 S, Sl, 使 得 对 于 每 个 实 闭 域 R 以 及 
任意 a € R", SGNgR(fi(z,ā), ++- , fo-1(2;ā), fi(z; a), g1 (2;ā), -+ ,ga(2;ā))E€ W, 4 
且 仅 当 引 满足 $1,…, S, 中 某 个 关系 式 组 . 
再 记 ei = 大 一 himzm,i=1,…,s. 此 时 显然 有 
(deg(f1; 2), ++- ,deg(fi-1; 2), deg(ei; x), deg(fi+1; 2), +++ ,deg(fs;x)) 
< (ml ,ms). 
于 是 ,命题 的 结论 对 于 多 项 式 组 fis, fizi ei fit1,…, fs 成立， 从 而 有 如 命题 
所 求 的 关系 式 组 S11,.…, Kro 使 得 对 于 每 个 实 闭 域 R 以 及 任意 5e R", 


SGNr(fi(z,6),*** , fi-1(2;ā), ei(2;ā), fixi(23@),--- ,f(z; a))e W’, 


当 且 仅 当 a 满足 S11,…, Sin 中 某 个 关系 式 组 . 令 Sij = Stj,U{him = 0},i=1, 
eaS ji= 1, ris A Se = SLU{-h?,,, <0|1<ig7}. 由 上 面 讨论 可 知 对 于 
每 个 实 闭 域 R 以 及 任意 a € R”, SGNa(fi(z,@),---, fo(esa))e W’, 当 且 仅 当 a 满 
足 诸 关系 式 组 Sk (k= 1,…, 7) 和 Sig (i = 1,…, s; KH =1,---, ri) 中 的 某 组 ;这 
矛盾 于 及, …, fs 的 选取 ， 因此， 命题 获 证 . 

现 然 ， 很 容易 建立 下 面 定 理 ， 这 一 定理 被 称 作 Tarski-Seidenberg 原理 . 

定理 7.2.5 设 filt Y) = jams(Y)zm + hima i(Y)a™? +- + hio(Y) 是 
有 十 1 元 整 系数 多 项 式 ， 站 = 1,…, s, 其 中 = (y, ,yn). 如 果 e 是 {1,… ,s} 到 
{-1,0,1} 的 一 个 映射 , 那么 存在 有 限 个 由 形 如 g(Y) = 0 的 方程 以 及 形 如 g(Y) < 0 
的 不 等 式 所 构成 的 关系 式 组 Si, …, Sp, 其 中 OY) € ZY], 使 得 对 于 每 个 实 闭 域 R 
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以 及 任意 #5= (a1,… ,an) e R”, 关系 式 组 
sen(fi(aia)) =e) 
sgn(f2(z;a)) = (2) 
sgn(fs(z;ā)) = «(s) 
在 RR 中 有 解 ， 当 且 仅 当 a 满 足 51,…, S; 中 某 个 关系 式 组 . 
证 明 由 引 理 7.2.1 知 ， 有 Wm 的 一 个 子 集 W(e), 使 得 对 于 每 个 实 闭 域 R 以 
及 任意 ac R", 定理 中 的 关系 式 组 在 RR 中 有 和 解 ， 当 上 且 仅 当 


SGNR(fi(z;6),.. ,fs(z;a))e W(e). 


再 由 命题 7.2.4 知 ,存在 有 限 个 如 命题 所 求 的 关系 式 组 Sh, …, Sp, 使 得 对 于 每 
个 实 闭 域 RARER å € R”, SGNa(filz;a),--- ,f(z;6))e We), 当 且 仅 当 a 满 
足 51,…, Sr 中 某 个 关系 式 组 ， 因此， 51, …, Sr 为 所 求 的 关系 式 组 .证 毕 . 
推论 设 下 是 一 个 实 域 ， 久 (z;Y),…, fs(z;Y) € Flz;Y] 是 上 n+1 元 多 
WA, HPY = (y, ,yn). MR e 是 {1,… ,s} 到 {-1,0,1} 的 一 个 映射 ， 那 么 
存在 有 限 个 由 形 如 g(Y) = 0 的 方程 以 及 形 如 g(Y) < 0 的 不 等 式 组 成 的 关系 式 组 
Sises Sr, 其 中 g(Y) € FLY], 使 得 对 于 每 个 包含 F 的 实 闭 域 RR 以 及 任意 āe R”, 
关系 式 组 
sgn(fi(z;a)) = (1) 
sgn(fo(z;@)) = e(2) 


sgn(fs(z;ā)) = e(s) 
RAR, 4AM a ME 51, …, S, 中 某 个 关系 式 组 . 
证 明 f+, fs 在 下 中 的 全 部 系数 依次 为 di,…, dm, 且 2Z=(z1,… ,zm) 
为 相应 的 一 组 新 变量 ， 则 有 FH;(z;Y; 2) € Z[z;Y; 2], 使 得 
fi(z;Y) = Hi(a;¥;d),i=1,---, s, 


其 中 d:= (di,… , dm). 

由 定理 7.2.5, 存在 有 限 个 由 形 如 g(Y; Z) = 0 的 方程 以 及 形 如 g(Y; 2Z) <0 的 
不 等 式 所 构成 的 关系 式 组 51, …, So 使 得 对 于 每 个 实 闭 域 R 以 及 任意 ae R" 和 
be R”, 关系 式 组 
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sgn(Hi(z;a;b)) = (1) 

sgn(H2(z;ā;b)) = (2) 

sgn(H,(2;a,b)) = e(s) 
ER PHR, “AMY Y = a Z =b Si, -n S; 中 某 个 关系 式 组 的 解 . 设 Si 
是 S, 中 全 部 关系 式 通 过 代 换 Z = d 转化 而 成 的 关系 式 组 ，i = 1, …, s, 则 显然 
51,… ,Sr 满足 推论 的 要 求 . 


57.3 转移 定理 


在 本 节 中 ,借助 于 Tarski-Seidenberg 原理 ,我 们 将 证 明 这 样 一 个 重要 事实 : th 
大 序 域 类 容许 量词 消去 ， 在 此 基础 上 ， 有 重要 应 用 意义 的 转移 定理 被 建立 . 

从 87.1 中 例 2 可 知 ， 所 有 极 大 序 域 组 成 的 类 是 初等 类 . 在 本 节 中 , 用 天 < 表示 
所 有 极 大 序 域 组 成 的 类 . 为 简便 起 见 ， 天 < 中 的 每 个 结构 只 写作 二 要 素 组 合 (R, <), 
其 中 RETRIAL, <Æ R ESF. 

为 简便 起 见 ,对 于 一 个 常量 项 t e Tm, 以 及 自然 数 m, 约定 ， mt 表示 ttt +t 
(m%* t), 而 -mt 表示 (—t)+---+(—t) (m 个 一 t). 这 样 , 多 项 式 环 Zc,c2,… ,cn] 中 
每 个 多 项 式 都 是 Tm 中 一 个 项 . 记 Ff 是 由 CS 中 所 有 这 样 的 结构 (A, a an) 
组 成 的 类 ， 其 中 A 是 序 域 类 中 一 个 结构 ， ol, …， an EA. 根据 常量 项 在 结构 中 
的 解释 可 知 ， Tmx 中 每 个 常量 项 都 与 一 个 含 常量 符号 c1, …， cn 的 整 系数 多 项 式 
在 RS 的 所 有 结构 中 具有 相同 的 解释 ， 显然， 对 于 任意 两 个 常量 项 th, t2 € Tm, 
原始 公式 所 = te M ti < te HEP Fx RIFF ti- tz = 0 M ti -tz <0. 注意 
Bl, t-te 是 Tmn 中 常量 项 . 因此 ， 模 于 AS, 每 个 仅 含 常量 符号 的 原始 公式 等 价 
F f(c,… ,cn) =0 或 f(c1,… ,cn) <0, 这 里 fc ……,cn)eZfc +++ ,cn]. 

形 如 三 (c1,… ,cn) = OBR filcr,-++ ,cn) < 0 的 语句 称 作 原始 语句 ,如 果 f(c 
Cn) € Zlc1,… ,cn]. 车 yi 为 原始 语句 ，i = 1,…, s, 则 语句 yi AoA Ys 称 作 原始 
语句 的 一 个 合 取 . 

引 理 7.3.1 Ry els, WEF FS, y 等 价 于 这 样 形式 的 语句 :TV72V…V?r， 
这 里 和 % 是 原始 语句 的 一 个 合 取 ，i = 1 r 

证 明 Ay) 表示 中 所 含 字 符 的 总 数 . 下 面 对 L(Y) 施用 第 二 归纳 法 来 证 明 
引 理 . 

设 上 为 自然 数 ， 且 假定 对 于 TE 中 每 个 使 得 L(Y) < 的 语句 7, 上面 的 引 理 成 
X. Mi oer, AEG) = 大 由 序 域 语言 中 公式 的 定义 知 ， $ 具有 如 下 四 种 形 
R: 

(1)9 为 原始 公式 ， 此 时 ， 由 上 面 讨论 知 ， 4 模 于 RS 等 价 于 原始 语句 
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jc cn)=0 或 fc ,cn) <0, 


其 中 f(c1,… ,cn) € Zler,.-++ ,cn]. 

(2)9 An Vr, RP y n ETS. 注意 到 ， (11) <k H L) < 大 由 归纳 假 
定 知 ， 模 于 FS, n 和 ?2 都 分 别 等 价 于 引 理 中 所 示 的 语句 。 从 而 也 等 价 于 引 理 
中 所 示 的 语句 . 

(3)9 AnArv 其 中 n, y < IT 由 归纳 假定 可 知 ， 模 于 RS, yi 等 价 于 
VNV Vins 其 中 mij 是 原始 语句 的 一 个 合 取 ， i = 1, 2; ji = l, 2 ni 
此 时 ， 少 模 于 Fx 等 价 于 如 下 语句 

(yan Ayan) Ve V (Yii A Vana) V +++ V (Yin, Aan) V ++ V (Yim A Vna), 
其 中 每 个 括号 中 的 语句 都 是 原始 语句 的 一 个 合 取 . 

(4)9 为 ~ 7. 当 为 原始 公式 时 ， 由 上 面 讨论 知 ， 7 模 于 F< 等 价 于 原始 语 
名 F(cry+++ ,cn) =0 或 f(c1,.…cn) <0. HEAT, ¢ BEF RS 等 价 于 fi(c1,… ,cn) < 
OV -fc Cn) < O IÈ f(c, ,cn)=0V-f(c… en) < 0. 4 WV 12 
时 ， 其 中 加 ,72 ETK, OF RS BAF ~ nA ~ a2. HF en) 和 (qe) BF k, 
从 而 由 情况 (3) 的 讨论 知 ， 少 等 价 于 引 理 中 所 示 的 语句 ， 当 9 Are 时， 其 中 
m2 ETS, 6 SF ~ nv ~ y 此 时 ， 由 情况 (2) 的 讨论 知 ， 4 等 价 于 引 理 中 
所 示 的 语句 . 

由 归纳 原理 ， 上 面 的 引 理 获 证 . 证 毕 . 

引 理 7.3.2 By els, Hn HIER, WARA y Erg 使 得 对 于 每 个 
(R, <) € KS 以 及 任意 ol, +++, an-1 € R, (R, <ar, ,an-1) E Y, 当 且 仅 当 存在 
HN an € R, 满足 (R,<,a1,.… ,an) 上 六. 

证 明 由 引 理 7.3.1 知 ，7 模 于 Fx 等 价 于 如 下 语句 ， 


NVV T 


这 里 Y 是 原始 语句 的 一 个 合 取 ，i = 1,…, 7. 

HFD i= Lr RWW WAN A Mes 其 中 mi 为 原始 语句 : 
Fig(eay+++ yen) = 0 或 后 (cl,… ,cn) < 0, j = 1+, si. Wey = 0 或 -1 根据 
Tij 为 后 (c1,… ,cn) =0 或 后 (c1,… ,cn) < 0 而 定 . 考察 如 下 关系 式 组 : 

sgn(fij(c1,-*> ,cn))= ij, j= 1, +++, Si 

由 Tarski-Seidenberg 原理 知 ， 存 在 有 限 个 由 形 如 g= 0 的 方程 以 及 形 如 g <0 
的 不 等 式 所 构成 的 关系 式 组 Si, Sits, 其 中 ge Zlc1,… ,cn-1], 使 得 对 于 每 个 实 
闭 域 R 以 及 任意 (a1,… ,an-1) € R, KARA sgn(fij(ar,--- , an-1,Cn))= 6ij， 
j=l, e, si ER PAR, MHK (a1,… ,an-1) 满足 Si1,…, Si, 中 某 个 关系 
RA. 
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显然 ， Sik (k = 1,…, ti) 中 每 个 关系 式 可 看 作 ii 中 一 个 原始 语句 .从 而 
关系 组 Sik 可 看 作 原 始 语句 的 一 个 合 取 vik k= 1 ti 令 Qi = pir Ve V Pito 
则 由 ETS ii 一 1 pr. 

AO YVAN Vor MY ELL. 此 时 易 见 ，?' 为 定理 所 要 求 的 语句 . 

根据 引 理 7.3.2, 容易 证 明 下 面 的 重要 定理 . 

定理 7.3.3 ”所 有 极 大 序 域 组 成 的 类 K 容许 量词 消去 . 

证 明 假定 上 面 定理 不 成 立 ， 则 可 选取 这 样 的 一 个 %e Senty, 使 得 对 于 每 个 
7 ETK, 总 有 某 个 (R,<) € KX 以 及 某 些 a, …，on € R, GARRA: (R, <， 
ar an) E (0 — 7) 不 成 立 ， 且 9 所 含 的 字符 最 少 . 

显然 ， 4 不 可 能 为 原始 公式 ， 否 则 ， Gels. 根据 序 域 语言 中 公式 的 定义 可 
知 ， 9 可 能 有 如 下 形式 : 

(1)9 为 ~ p, EP y E Sent. 由 于 所 含 的 字符 少 于 o 所 含 的 字符 ， 从 
而 由 o 的 选取 知 ， 有 YE TS, 使 得 对 于 每 个 (R,<) e KS 以 及 任意 a, …， 
an € R, ( 尼 <,a An) E (Yon) SYA~n Wye ly. 此 时 ， 显 
然 有 (R,<,al,… ,an) 上 ($ — 7), 这 矛盾 于 9 的 选取 . 

(2)$ 8 b1 Ado BK dr Véa, IEF di, be E Sents. 此 时 易 知 A y, y2 E TS, 使 得 
对 于 每 个 (R,<) © K< 以 及 任意 a1,…, an € R, (Ry <,a ,an) E ($i — %)s 
i=1,2. 由 此 有 (R,<,al… ,an) 上 ($ — 11 A72), BÈ (R, <, a1, -++ san) E ($ — 
NV 72). 注意 到 n Ay N Vy TS, 从 而 上 面 表达 式 矛 盾 于 9 的 选取 . 

(3)9 为 3zy(z), 其 中 p(z) € Fulk 是 含有 变量 符号 z 的 一 个 公式 ， 此 时 ， 
V(cn41) E Sentx+1, 且 它 所 含 的 字符 少 于 6 所 含 的 字符 . 由 9 HAM, An € 
Thn 使 得 对 于 每 个 ( 届 <) © KS ARIER ai,- , an1 E R, (R,<,a1,°** ,an+l) E 
(Vcn+1) — 71). 

由 引 理 7.3.2 知 , 有 y € Tx, 使 得 对 于 每 个 (R,<) e K< 以 及 任意 a1,…, an € R, 
(R, <,al… ,an) E 当 且 仅 当 存在 某 个 on+1 € R, 使 得 (及 <,ol , an, an1) E 
on. 由 此 可 知 , 对 于 每 个 (R, <) E€ KS 以 及 任意 al, …，an € R, (R, <,a1, +++ ,an) 上 上 
(+ 一 ?7), 矛盾 于 o 的 选取 . 

(4)9 为 Yzy(z), 其 中 p(z) E€ Falf 是 含有 变量 符号 z 的 一 个 公式 ， 此 时 ， ob 

, 等 价 于 语句 。 ~ 3z( ~ W(z)). 显然 ~ Ylen) € Sent#41, 且 它 所 含 的 字符 少 于 4 
所 含 的 字符 . 根据 情况 (3) 的 类 似 讨论 ， 有 7 ETS, 使 得 对 于 每 个 (BR <) e 天 < 以 
及 任意 ai, +, an € R, (R,<,a1,… ,an) 上 y, 当 且 仅 当 存在 某 个 aon+l € R, 使 得 
(R, <,a1, ,anyan+l) 上 上 ~ (cn+1). FR, ~ VETS, 且 对 于 每 个 (R,<) E€ K< 以 
及 任意 a, +++, an E€ R, (R, <,a1, ,an) 上 (9 一 ~ 7), 矛盾 于 o 的 选取 . 

综 上 所 述 ， 定 理 7.3.3 获 证 . 证 毕 . 

由 定理 7.3.3, 容易 推出 下 面 的 两 个 结论 . 
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定理 7.3.4 设 RR 和 RR 是 两 个 实 闭 域 , H RCR, Ml (R,<) < (R,<'), 这 里 
< 和 <’ 分 别 为 RA R 的 惟一 序 . 

证 明 由 命题 2.3.2 的 推论 知 ， (R,<) 是 ( 尽 , <) 的 一 个 子 结构 ， 即 (R,<) 5 
(R',<'). 再 由 定理 7.3.3 和 命题 7.1.1 知 ， (R,<) < (R', < 人 ). 证 毕 . 

定理 7.3.5 KR R 都 为 实 闭 域 ，< 和 < PARA R 的 惟一 序 ， 则 
(R, <) = (R’, <’). 

证 明 注意 到 ， 有 理 数 域 Q 可 看 作 RMR 的 共同 子 域 . + @ 和 @ 分 别 为 
QERA R 中 的 代数 闭 包 由 命题 2.1.5 7M, OM 他 都 是 序 域 (Q,Q2) HK 
闭 包 .由 实 闭 包 的 惟一 性 (定理 2.3.6), 可 认定 @ = @. 此 时 有 Q@CR, 且 QER'. 
记 <o 为 @ 的 惟一 序 . 由 定理 7.3.4 知 (@, <o) < (R,<), E (Ñ, <o) 3 (R', <’). 
由 “初等 子 结构 ” 的 定义 可 知 ， (@, <o) = (R, <), E (@, <o) = (R, <). ATE 
(R, <) =(R’, <’). 证 毕 . 

定理 7.3.5 常 称 作 Tarski 原理 . 作为 定理 7.3.5 的 一 个 应 用 , 我 们 证 明 这 样 一 个 
事实 , 实数 序 域 (R, <) 的 任意 一 个 泛 初等 性 质 同样 适合 所 有 的 序 域 ，(R, <) 的 一 个 
泛 初等 性 质 是 指 Sent# 中 一 个 语句 办 E (R, <) 上 内 E o H Yr Yazn%(zi mm， 
Tn), 这 里 %(zl,…… ,zn) 是 Fml# 中 一 个 无 基 词 的 公式 . 

定理 7.3.6 ”实数 序 域 (RK, <) 的 任意 一 个 泛 初 等 性 质 适合 于 所 有 的 序 域 . 

证 明 设 (F, <) 是 任意 一 个 序 域 . id ROW (F<) 的 实 闭 包 , 且 RR 的 惟一 序 仍 
记 作 : <. 设 $ 是 (R, <) 的 任意 一 个 泛 初等 性 质 , 则 (R, <) H o. 由 定理 7.3.5 知 ， 
(R, <) Fo. 注意 到 ， 若 一 个 泛 初 等 性 质 在 菜 个 结构 中 成 立 ， 则 这 个 泛 初 等 性 质 适 
合 于 该 结构 的 所 有 子 结构 ， 因 此 ， (F<) 上 o. 证 毕 . 

为 了 应 用 的 方便 ， 我 们 需要 一 个 更 方便 的 结论 转移 定理 ， 在 建立 转移 定 
理 之 前 ， 我 们 需要 引进 一 些 有 关 概 念 . 

设 (F, <p) 是 一 个 序 域 . 将 下 中 的 全 部 元 素 作为 常量 符号 扩充 到 序 域 语 言 中 ， 
所 得 的 语言 称 作 常量 在 (F, <r) 中 的 序 域 语言 ， 且 记 作 : L(F, <r). L(F, <r) 的 
一 个 结构 是 这 样 一 个 序 域 (K, <), 使 得 (K, <) 是 (F, <r) 的 一 个 序 扩张 . 按照 87.1 
中 类 似 方式 ， 我 们 可 以 定义 语言 L(F, <r) 中 的 项 ， 公 式 和 语句 . 同样， 我们 可 以 
规定 一 个 语句 在 CF, <r) 的 任意 一 个 结构 中 的 解释 ， 只 需 将 该 语句 中 常量 符号 看 
作 F 中 元 素 (也 即 该 结构 的 域 中 元 素 ). 于 是 ， 表 达 式 (K, <) H o 有 自然 明确 的 意 
义 ， 其 中 (K, <) 是 L(F, <r) 的 一 个 结构 ，9 是 LCF, <r) 的 一 个 语句 . 

RE, 我们 可 以 建立 如 下 所 谓 的 转移 定理 . 

定理 7.3.7 i (F, <r) 是 一 个 实 闭 包 为 REFR, Æ LF, <r) 的 一 个 语 
句 , HK 是 下 的 一 个 实 闭 扩张 ,使 得 K 的 惟一 序 < 是 序 <r EK 上 的 拓展 ， 则 
(R, <r) F 9, 当 且 仅 当 (K,<) 上 9, 这 里 <r 是 REF. 

TH RR È FEK 中 的 代数 闭 包 . 由 命题 2.1.5 知 ，Ri WEFR (F <r) 
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的 实 闭 包 . 由 实 闭 包 的 惟一 性 ， 可 认定 R =R. 从 而 RC K. 根据 定理 7.3.4, 有 
(R, <r) < (K, <). 

设 a1,…, an E o PARERA Hk ( 即 F PIER). 在 语句 $ 中 ,用 常量 
符号 c1,…, cn 分 别 震 换 a1,…, an, 则 得 Sent Ss 中 一 个 语句 更 (cl,… ,cn). 注意 到 ， 
a1, +++, an E R. H (R, <r) < (K,<) 知 ，( 忆 <Ral Qn) Fc on) MAL 
仅 当 (K,<,al,… ,an) E P(c, ,cn). 这 表明 (R, <r) F o MALY (K,<) Fo. 
证 毕 . 


$7.4 点 定理 与 隐 函 数 定理 


在 本 节 中 ， 将 应 用 上 节 中 有 关 定理 来 建立 实 域 论 和 实 代数 几何 中 一 些 重要 结 
论 ， 这 些 结论 包括 正点 定理 ， 非 负 点 定理 ， 实 零点 定理 和 隐 范 数 定理 . 

在 建立 点 定理 之 前 , 我们 需要 进行 一 些 预 备 工作 . 这 些 预备 工作 是 针对 交换 环 
的 “ 亚 正 锥 ”而 展开 的 .因而 ， 本 节 的 “ 环 " 均 指 “ 有 单位 元 1 的 交换 环 ”. 

定义 7.4.1 设 4 是 一 个 环 .4 的 一 个 子 集 了 称 作 4 的 一 个 亚 正 锥 ， 如 果 下 
列 条 件 成 立 : 

()T+T CT; 

(TT ST; 

(3)-1¢T; 

(4)A? CT. 

引 理 7.4.1 KT RH 4 的 一 个 亚 正 锥 ， ce A, 使 得 对 于 每 个 自然 数 n 以 
及 每 个 te TT, z(z2n +t) ¢ T, W 4 有 一 个 亚 正 锥 P, 使 得 TC P, 4 = PU-P, 
PA-P È AWARE, 且 z 4P. 

证 明 设 集合 三 的 成 员 为 4 的 所 有 这 样 的 亚 正 锥 S, 使 得 5 满足 下 面条 件 : 

TCS, 且 对 于 每 个 自然 数 ”和 每 个 se sS, x(x" + 5) ¢S. 

BR, Tet 且 对 于 集合 的 包含 关系 是 一 个 偏 序 集 ， 由 Zorn 引 理 可 知 ， 
E PARKE P. 此 时 ， 我 们 有 如 下 断言 : 

(D-ze P. 事实 上 ， 易 知 P- Pz 满足 定义 7.4.1 中 条 件 (1), (2) 和 (4). 如 若 
-1 € P- Pa, WH pi, p2 € P, (E3 -1 = pi 一 p2z. HLA x(a? +p?) = paz4 € P, 
且 piz? cP, RFAFEX: Pes! 于 是 , P-Pz 是 4 的 一 个 亚 正 锥 .假若 对 于 某 个 
自然 数 上 以 及 某 个 ye P—Pa, z(z*+y) € P 一 Pz, 则 有 Zz(z*+p1 一 p27) = p3 一 paY， 
其 中 pi € P, i =1, 2,3,4. 由 此 有 z(z* 十 pi 十 ps) = ps + poe? € P, FIR. XR 
明 P- Pres. ERE, PC P-Pr. 由 在 三 中 的 极 大 性 知 ，P=P-Pz. 
因而 ， -ze 已. 

(2) 对 于 每 个 ae A, PANQ = ¢ R -Pang = 4, KH Q = {1 +p|n EN, 


人 
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pe P}. 事实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 有 pi, po, ps, pa € P, 使 得 ma = 2°" + po, H 
一 paa = £?” + pa, 其 中 m,n Ee N. 从 而 —pipsa® = 2°") + pon” 十 Paz2m + papa, 
即 有 z(z2("+m) + pipaa? + pzz?” + pax?” + papa) = 0 € P, FIA. 

由 上 面 断言 ， 我 们 证 明 : WERE P 满足 定理 的 条 件 . 

先 证 ，4 = PU-P. ikae A. 由 断言 (2) M, PanQ=¢R -PanQ=¢. 4 
PanQ =$ 时 , $ Pi =P-Pa. BR, Pi 满足 定义 7.4.1 中 条 件 (1), (2) 和 (4). 如 
车 -le Py, MW -1 = pi- pza, EF pi, p2 € P. 由 此 有 (p27?)a=z?+piz? € Pang, 
矛盾 . 因而 ， Pi 是 4 的 一 个 亚 正 锥 . 假若 对 于 某 个 自然 数 以 及 某 个 y EP, 
a(a?* +y) € Py, WA x(a + pr — pra) = ps — paa, 其 中 pie P,i=1,2,3 和 4. 从 
而 有 (poe? - piz)a = zz(k+0 + piz? — par. 由 断言 (1) BI, -ze P. 由 此 可 知 ， 
(pox? 一 psaz)a € Pan, Fa. KEM, Pres, AP CA. PES PRK 
tEAM, Pi=P. Hm, -a€ P =P. 当 一 PanQ = 时 ， 同样 可 推出 a€ P. 

再 证 PO-P 是 4 的 一 个 素 理想 . SJ =PO-P. H A=PU-P RA, J 是 
4 的 一 个 理想 .假若 J 不 是 4 的 素 理想 ， 则 有 a, be 4, 使 得 abe J, fH a, bg J. 
不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 a, bg —P. 由 前 面 的 讨论 知 ， PanQ4#gH PNQ o. 从 
而 有 Pi, pz, pa, pa € P, 使 得 pia = 2?" + po, A pab = 2°" + pa, HHH m,n EN. H 
此 有 a(x") + pao?” + pax?” + paps) = zpipz(ab) € J C P, F. 因而 ，J 是 
4 的 一 个 素 理想 . 

此 外 ， BIRT CP, Aa ¢ P. 证 毕 . 

设 (FP) 是 一 个 序 域 ， R 是 (F P) 的 实 闭 包 , A < WR 的 惟一 序 . 对 于 
下 [z1,… ,zn] 中 有 限 个 多 项 式 ur, …… ur Av, …… vs, AU 表示 Flz1,… ,zn] 中 
由 un, +++, ur 生成 的 乘法 么 半 群 ， 而 W 表示 Flz1,… ,zn] 中 由 u, e ur 以 及 
V1, e, vs 生成 的 乘法 么 半 群 ， 且 构 作 Flz1,… ,zn] 的 如 下 子 集 : 


S(W) = (Spust |m EN, p; € P, wi € W, gi € Flai,--- ,zn),i= 1,- wn. 
i=1 
显然 ，W CSW), BSW) 对 于 多 项 式 的 加 法 与 乘法 是 封闭 的 . 

定理 7.4.2( 半 代数 正点 定理 ) 所 设 同 上 ,， 且 了 是 Flz1,… ,zn] 的 一 个 理想 ， 
则 对 于 f E€ Flz1,… ,zn], 下 列 叙述 等 价 : 

(1) 对 于 a1; +++, an E R, 1(ot ,an) >0, 只 要 wi(a1,… an) >0,i=1,…， 
T, Vj(a1,… ,an) 20,7 =1,---, s, HFA h E I, h(a,… ,an)=0; 

(2) 存在 si sz € S(W) UR u € U, 使 得 s2f =u + sı (mod 了). 

证 明 蕴含 关系 “(2) 一 > (1)” 是 显然 的 . 现 假设 叙述 (2) 不 成 立 . + To = 
{s1 — fs2 +n | s1, 82 E S(W), n € I}. BM, To 满足 定义 7.4.1 中 条 件 (1), (2) 
和 (4). WË -1€ To, 则 -1 = sı 一 sof +n, 其 中 s1, s2 E€ S(W), nE I. 由 此 有 ， 
sof = 1 +s, (mod/), 与 假设 矛盾 .从 而 -1¢T. Ail, To 是 环 Flz1,… ,zn] 
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的 一 个 亚 正 锥 . $ uo = ww1…ur CU. 假若 对 于 某 个 自然 数 k 以 及 某 个 t € To, 
—uo(ug* +t) € To, 则 有 一 wo(w8* + 91 — sof + hı) = 83 一 s4f + hz, 其 中 s1, s2, 53, 
s4 € S(W), ha, ho € I. 由 此 有 (uos2 + s4)f = ud**! + ups, + s3 (mod 1), 与 假设 矛 
盾 . 因而 ， 对 于 每 个 自然 数 n 以 及 每 个 te To, —uo(ug* +t) ¢ To. 由 引 理 7.4.1 知 ， 
Flz1,… ,Zn] 有 一 个 亚 正 锥 已, 使 得 mp C Pi, Flz1,… ,zn] = PAU-Pi, PN-P 是 
lz1,… ,zn] 的 一 个 素 理想 , H -uo £ Pi. 令 J=PiN-Pi, 则 A= Flzi,… ,zn]/J 
是 一 个 整 环 . 设 天 是 4 的 分 式 域 . 对 于 ge Flz1,… ,znj, 记 5=g+JeAh. 据 
此 ， 可 得 到 K 的 如 下 子 集 : 


Q= {hidz" | 91, 92 € Pi, H 92 ¢ J}. 


容易 验证 ， QER K 的 一 个 正 锥 . BR FOI = {0}, Mie FC K. 此 
WA, PCQ. iR EFR (KQ) 的 实 闭 包 , W R PPS SK, BF 
SÉ Ry 上 的 拓展 恰 是 Ri 的 惟一 序 <m. BR, f, v, vs € To C Pi. 从 而 有 


—f(B1y+++ ,En) = -f (21,:+* ,Tn) >r 0, BY f(Z1,--+ ,in) Sr? 0, 
好 (二 fn) = vj(T1, > ,Tn) >r 0, j=1, +, 8. 


注意 到 u, o, ur € To C Pi, H uur g J. 从 而 有 
ui(Fi,+++ Zn) = Ui(T1,** ,Tn) >R 0, i= 1, +++, 7. 


此 外 ， 由 熟知 的 Hilbert 基 定 理 知 ， 理 想 了 是 有 限 生成 的 . 设 h,…, he I 
的 一 组 生成 元 . 由 于 TC Ton -To C P N-P = J, AA 


hk(ži, ++ ,En) = he(@i,-++ ,Tn) =0, k= 1, +++, t. 


用 o RREA CF, <) POR: «3a …3zngi Ado Ads Ada, 其 中 内 
H f <0, b2 X (ur > 0) A+++ A (ur > 0), ġ3 X (v > 0) AA (vs > 0), ba X 
(hy = 0) A+++ A (he = 0). 由 上 面 的 关系 式 知 ， (Ri,<R?) E $. 根据 定理 7.3.7 知 ， 
(R, <) 上 $. 从 而 叙述 (1) 不 成 立 . 证 毕 . 

由 定理 7.4.2, 我 们 容易 建立 下 面 的 结果 . 

定理 7.4.3( 半 代数 非 负 点 定理 ) 所 设 同上 ， 则 对 于 SE F[z1,… ,zn], FAR 
述 等 价 : 

(1) 对 于 a1, +++, an E R, f(a1,… ,an) > 0, RE uila,- ,an) >0,¢=1, ++, 
T, Uj(al ,an) >0, j =1,--+, 8, 且 对 于 每 个 hel, h(al,.… ,an) = 0; 

(2) 存在 1, s2 € S(W), u € U 以 及 某 个 非 负 整数 k, 使 得 (wjf2k + 51) f = s2 
(mod J). 

证 明 蕴含 关系 “(2) 一 > (1)” 是 显然 的 ， 下 面 证 明 蕴含 关系 “(1) = (2). 
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FABLE (1) 知 ， 有 这 样 一 个 与 其 等 价 的 叙述 : 对 于 al,…，an € R, 只 要 
ai(al an) > 0, i= 1, TUj(a ,an) 20, j =1,---, 8, h(ar, ,an) =0, 
Vh EI, H —f(ai,--- ,an) > 0, BA -1>0. 

令 Uy 是 下 za ,zn] 中 由 1,…, ur 和 一 f 生成 的 乘法 么 半 群 ， 而 Wi 是 
Fleiss tn) 中 由 ,ur v1,…, vs 和 一 f 生成 的 乘法 么 半 群 。 由 定理 7.4.2 
知 , 存在 s1, 85 € S(Wi) 以 及 w € Uy, $87 s4- (—1) = u+ s, (mod J). 由 S(Wi) 和 
Ur 中 元 素 的 形式 知 ，st = si 一 si2f, 其 中 si, si2 € S(W), i= 1, 2, Tw = u(-f)™, 
Et ueU,m 是 一 个 非 负 整数 .从 而 有 


s12f — su = u(—f)™ + s2 — s22f (mod J). 


当 m = 2k 为 偶数 时 ， 由 上 式 有 (uf? + sn + 521) f = s12f? + s22f? (mod 1). 
4 m= 2k 十 1 为 奇数 时 ， 由 上 式 有 (uf + 512 + 522) f = s11 + s21 (mod J). 从 而 
叙述 (2) 成 立 ， 证 毕 . 

定理 7.4.4( 半 代数 零点 定理 ) 所 设 同 定理 7.4.2, 则 对 于 f E Flz1,… ,zn], 下 
列 叙述 等 价 ， 

(1) 对 于 a, ++, an E R, f(a1,… ,an) = 0, 只 要 wila,- jan) > 0, i=l, +, 
r, Wi(al，… ,an)> 0, j =1, +++, s, 且 对 于 每 个 hel, ha ,an) =0; 

(2) 有 se S(W), u E U UR ARK k, E uf*+seT. 

证 明 蕴含 关系 “(2) => (1)” BRRL, FMIERAMSXR “(1) 一 > (2)”. 

由 叙述 (1), 可 推 知 这 样 一 个 与 其 等 价 的 叙述 ， 对 于 a, …, an € R, 只 要 
ular, dn) > 0, i= 1, +++, r, v(a, jan) > 0, j =1, sha ,an) =0, 
Vh EI, H f?(a1,..,dn) >0, 总 有 一 1 > 0. 

令 Uy 是 Flz1,… ,zn] 中 由 u, …, ur 和 f? 生成 的 乘法 么 半 群 ， Wi 是 
Fleiss ,zn] HH un, +t, wr, v1,…, Uy 和 S? 生成 的 乘法 么 半 群 , 则 显然 5(Wi) = 
5S(W)， 由 定理 7.4.2 知 ， 存 在 si, s2 € S(W) 以 及 w € Ui, 使 得 51 (-1) = 
w+ s2 (mod J). h Ui 中 元 素 的 形式 知 ， w = uf, 其 中 为 非 负 整数 ， 从 而 有 
uf?+D + 8, f? + sof? = 0 (mod 7 了 ), 即 uf2(e+D + 5, f2 + sof? © I. 这 表明 叙述 (2) 
成 立 . 证 毕 . 

推论 1( 实 零点 定理 ) H (F P) 是 一 个 实 闭 包 为 R 的 序 域 ， 了 是 多 项 式 环 
Ffei: san] 的 一 个 理想 ， 则 对 于 f E Fler ,zn], 下 列 叙述 等 价 ， 

(1) 对 于 a1,…, an € R, HA f(a1,… ,an) = 0, 只 要 对 于 每 个 he I, 
h(a1,:-- ,an) = 0; A 

(2) 有 Ppl,…, Pm € P AR 9i, +-+, gm € Flz1,… ,zn], 使 得 J/*+》 pig? € I, 

i=1 


Rt k 为 某 个 自然 数 . 
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证 明 在 定理 7.4.4 中, 取 ww=w=1,i=1,…,7;j=1,…,s, 即 有 结论 . 
证 毕 . 
根据 上 面 推论 ， 对 于 域 已 的 一 个 序 已 以 及 F[z1,… ,zn] 的 一 个 理想 构造 
Fz1,… ,zn] 的 如 下 子 集 是 有 意义 的 : 


VE = {f € Flan: 2n] | Pis s Pm € P DAR gi, +++, gm € Fler yzn， 
使 得 /从 十 》 pig? e 1, HP k WET ARK }- 
i=1 


BR, Ic YI. 现在 证 明 YI 是 Flz1,… ,zn] 的 一 个 理想 . BA, f2 € VI. 车 
ar, ++, an € R, 使 得 对 于 每 个 he I, h(a1,.…,an) = 0, 则 由 上 面 的 推论 1 知 ， 
filar, an) = falar,- ,an) = 0. 从 而 filar, ,an) 一 到 (a1,… ,an) = 0. 再 由 
上 面 的 推论 1M, fi- fo € VI. 同样 可 证 ,对 于 fe VI 以 及 ge Fle ,zn]， 
总 有 fg © VT. 这 表明 VI 为 Flz1,… ,zn] 的 一 个 理想 .理想 VI 称 作 工 的 实 根 . 

推论 2 设 (F P) 是 一 个 实 闭 包 为 R 的 序 域 ， 了 是 Flz1,… ,zn] 的 一 个 理 
想 ， 则 有 a1,…, an E€ R, 使 得 对 于 每 个 he 1, h(a1,… ,an) =0, 当 且 仅 当 1 天 VI. 

证 明 必要 性 显然 . 现 设 1# VT, 则 由 上 面 推论 1 知 ， 有 某 些 @1,…, an ER, 
使 得 对 于 每 个 he I, h(al,… ,an) =0 (Œ 1 4 0). 证 毕 . 

B R 是 一 个 实 闭 域 ，< 是 R 的 惟一 序 . 由 81.2 知 ， RR 具有 由 序 < 所 诱导 
的 区 间 拓 扑 ， 它 的 基本 开 集 为 开 区 间 Ja, b= {zE R |a < z <b}, Ka, bE R, H 
a < b. 对 于 任意 自然 数 n, RE n 维 线性 空间 R 可 看 作 R 的 n 重 乘积 拓扑 空间 . 
从 而 ， 对 于 所 诱导 的 乘积 区 间 拓 扑 ， R" 的 基本 开 集 具有 如 下 形式 : 


O(a an;6) := {ion Yn) € R" | Sys — a4)? < al, 
i=l 


这 里 5 为 RR 中 的 正 元 素 ，ai € R,i=1,…,n. 
现在 , 我 们 将 应 用 定理 7.3.5, 把 数学 分 析 中 熟知 的 隐 函 数 定理 从 实数 域 “ 转 移 ” 
到 任意 实 闭 域 上 . 


EH 7.4.5 i 尺 是 一 个 实 闭 域 ， 万 ( 二 ;其 ) e RIz1,… ,Zn,y1.… Ym) 是 一 个 
n+m 元 多 项 式 ，i = 1,…, m, 且 4 二 天) 为 如 下 m 级 矩阵 的 行列 式 : 


Ofi 
(Sy) mem” 
其 中 A 表示 fi 关于 变 元 m WASS, i k=l- m MẸ (0:8) = 


(a1, +: ,Qn;b1，… ,bm) € RHM, {848 fia; p) = 0, i = 1, ---, m, H d(a; B) £0, W 
存在 a 在 R PR — TAR U M B 在 Rm 中 的 一 个 开 邻 域 V, 以 及 U 到 V 的 
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一 个 连续 映射 o, 使 得 o(a) = 6, 且 对 于 任意 (mE) €U x V, o(n) = € 当 且 仅 当 
fi(n, £) =0, i= 1, ---,m. 

证 明 设 诸多 项 式 广 , …， fm 在 R 中 的 全 部 相 异 系数 为 el, …，er， 相 应 
地 取 新 的 变量 zi, +++, zr, 且 在 诸多 项 式 及 ，…，fm 中 依次 将 z1，:…，zr 替换 
el …， Cry 则 所 得 的 多 项 式 g1(T 55k; Ze), «++, Om (Eis Hei Ze) 是 整 系数 多 项 式 ， 即 
(E55 Des Ze) E ZE 令 D( E55 es ze) 是 


m 级 矩阵 (3) 的 行列 式 ， 则 D(zj; de; Ze) 是 Z 上 一 个 含 变量 11, ++, tn, 
3 m 


Yi is Yms 2 条 的 多 项 式 . 
构造 序 域 语言 中 如 下 语句 Y: 


Way +++ WepWar YIny vbm(9 =0A---Agm =0AD #0 
— 3A(A > 0A Wi A d2)), 


这 里 ， go 表示 如 下 公式 : 


n m 
Maa Wn ( Solu = z3)? < A? — toy ( (vk — yx)? 
jal k= 


Agi (ŭj; Uk, Ze) = 0 A ++ A gm(iy; Dk; Ze) = 0)), 
而 po 表示 如 下 公式 : 
n m 
ty ++ WunVor + ove( (uy =- 25)? <A? A (ve — yx)? < A? 
j=l k=1 
Agu (tis; Dk; Ze) = 0 A - A gm (ñj, ; Ür; Ze) = 0 A € > 0 — én), 
其 中 ps 表示 如 下 公式 ， 
n m 
a(s > 0A (VE -VEn Vm = Ym ( PG — 23)? <AND (h — w)? < A 
j=l k=1 
Agu (Eji Tki Ze) = 0 A ++ A gm (Eji Tki Ze) = 0 


ADE =u)? <ô 一 Eo; =v)? < ‘)): 
i=l j=l 


在 上 面 的 公式 di 中， 符号 “SI 意 指 “ 惟 一 存在 ”. 显然 ， ye Sent#. 根据 数 
学 分 析 中 熟知 的 隐 函 数 定理 知 ， (R, <) 上 多 由 定理 7.3.5 知 ， (R<) H y 
显然 有 


gi(as; bk; 2) = fi(a, 8) =0, i= 1, +++, m, 
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D(aj; be; €e) = dla, B) #0. 


由 表达 式 (R,<) E y 知 ， 有 正 元 素 A € R, 使 得 对 于 任意 ü = (uun) € 
Ola,- , an; A), 有 惟一 的 五 = (w1,… ,vm) E€ Olbi, ,bm; A), HE: fil, 0) = 0, 
G=1, +++, m. HE, AFPR Ola,- ,an; A) 到 O(by,… bmi A) 的 一 个 映射 0 
使 得 o(G) = 0. 此 时 ， 显 然 有 ola) =p. 此 外 ， 由 公式 和 的 形式 可 知 ， 映 射 o 是 
连续 的 . 证 毕 . 

上 面 的 定理 7.4.5 称 作 多 项 式 的 隐 函 数 定理 . 
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在 E. Artin 和 O. Schreier 所 创立 的 实 域 理论 中 ， 域 中 元 素 的 平方 和 起 着 重要 
的 作用 .作为 Artin-Schreier 理论 的 一 个 成 功 推广 ， E. Becker 首先 在 域 范畴 中 引 
进 了 “高 层 亚 序 ”和 “高 层 序 ” 这 两 个 概念 ， 并 且 研 究 了 高 层 序 (高 层 亚 序 ) MER 
值 之 间 的 密切 关系 ， 从 而 建立 一 系列 重要 结论 . 在 高 层 序 理论 中 , 域 中 元 素 的 高 次 
BZA AE SH. 


§8.1 Kadison-Dubois 表示 定理 


在 本 节 中 ， 我 们 将 建立 Kadison-Dubois 表示 定理 ， 这 一 定理 是 高 层 序 理论 的 
一 个 基石 . Kadison-Dubois 表示 定理 适合 任何 一 个 有 单位 元 的 环 ， 这 个 环 可 以 既 
不 是 结合 的 又 不 是 交换 的 . 为 简明 起 见 ， 本 节 仅 讨论 有 单位 元 的 (满足 结合 律 的 ) 
交换 环 ， 因 而 ， 在 本 节 中 ， 所 有 的 环 均 指 有 单位 元 1 的 交换 环 . 

定义 8.1.1 环 4 的 一 个 子 集 已 称 作 无 限 亚 素 锥 (或 简称 ， WIRE), 如 果 下 列 
条 件 成 立 : 

(1)0,1eP, 但 -1¢P; 

(2)P+PCPHP-PCP. 

由 条 件 (1) 知 , 单位 元 1 在 加 法 群 (4,+) 中 的 阶 是 无 限 的 , 从 而 可 认定 ZC 4. 
此 时 ， 已 包 含 所 有 的 非 负 整数 . 

定义 8.1.2 设 忆 是 环 4 的 一 个 亚 素 维 . 若 对 于 每 个 ae A, 有 正 整数 n, 使 得 
n-ae P, MPK P Æ A 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 维 . 

命题 8.1.1 设 已 是 环 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 锥 , 则 4 = P-P, E A= 
{pi 一 p2 | Pi, p2 E P}. WEE. 

证 明 ac A. 由 PP 的 阿 基 米 德 性 知 ， 有 正 整 数 n, 使 得 -ae P. 从 而 
a=n-(n-a)e€P=-P. Ak, A=P-P. iE#. 

为 进一步 讨论 ， 我 们 还 需要 如 下 定义 . 

定义 8.1.3 设 忆 是 环 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 锥 . 4 的 一 个 子 集 M 称 作 一 
个 已 模 ， 若 下 列 条 件 成 立 : 


0,16€M,P-MCM,HM+MCM. 


容易 知道 ， 对 于 环 4 的 一 个 已 M, M = A, 当 且 仅 当 -1e M. 事实 上 , # 
-1 € M, WHE 8118, A=P-P=P-1+P-(-1)CM+MCM. 从 而 
4 = M， 
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环 4 的 一 个 已 模 M 称 作 极 大 的 ， 如 果 M +A, 并 且 不 存在 4 的 已 模 N， 
使 得 MCN CA. 显然 ， 对 于 环 A 的 任意 极 大 已 模 M, -—1¢ M. 

对 于 环 4 的 一 个 已 模 M, 其 中 已 是 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 锥 ， 可 构造 环 4 
的 如 下 子 集 : 


Arch(M) = {a € A | 对 于 任意 ne N, 总 有 te N, 使 得 t1 + na) € M}. 


对 于 上 面子 集 Arch(M), 我 们 有 如 下 结论 . 

命题 8.1.2 所 设 同 上 ， 则 Arch(M) ES 4 的 一 个 包含 M 的 P- 模 . 

证 明 显然 ，M C Arch(M). i a,b € Arch(M), 则 对 于 任意 ne N, 有 s,t EN, 
使 得 s(1+2na), t(1+2nb) € M. FÆ 2st(1+n(a+b))= t(s(1+2na))+s(t(1+2nb))e 
M. Jii a+b € ArchM. Fik a € Arch(M), pe P. 由 于 PP 是 阿 基 米 德 的 从 而 有 
k EN, 使 得 上 一 pe P. 此 时 ， 对 于 任意 ne N, 有 te N, 使 得 t(1+kna)e M. 由 
此 有 


tk(1+npa) = p(t(1 + kna))+t(k — p) € P-M +M C M. 


这 表明 ”pa e Arch(M). 因此 ， Arch(M) 是 一 个 P- #8. 证 毕 . 

为 了 进一步 刻画 Arch(M), 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 8.1.3 设 M 是 环 4 的 一 个 已 模 ， 其 中 已 是 环 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 
RE. Bac A, {E a g Arch(M), 则 存在 4 的 一 个 极 大 P- 模 5, 使 得 MC 5, 且 
-a ES. 

证 明 BR, M—Pa StH 4 的 一 个 已 模 . 假若 M- Pa=4, 则 -1 E M- Pa. 
从 而 有 pe 已 , 使 得 pa - 1 e M. 

考察 如 下 由 有 理 数组 成 的 集合 : 


p={5 7,3 EN 使 得 "+ sa € M}. 


由 于 P 是 阿 基 米 德 的 ， 从 而 有 n e N, 使 得 n 一 (-a)e M, 即 +ae M. 于 
是 ，ne D. 从 而 D 是 一 个 下 界 为 0 的 非 空 集合 . 

令 d 是 集合 D 的 下 确 界 ， 则 d > 0. 由 于 P 是 阿 基 米 德 的 ， 从 而 有 ke N, 使 
k-peP,Ak>1. 假设 4> 0,84 e= min {a 下), 则 由 下 确 界 的 定义 知 ， 有 
了 ED, 使 得 了 <d+e 此 时 有 


kr — s + ksa = (k — p)(r + sa) + s(pa — 1) + rp E€ M. 


kr 一 3 kr—s 
大 


4kr-s>om, “ep. 从 而 >d 由 此 有 工 > d+ 工 >d+e 巴 
ks S s k 


盾 . 4 kr-s<0Rf, r+ksa=(kr—s+ksa)+r+(s—kr) €M. 从 而 有 关 < 了. 
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titer E >d Bl > kd>2d>d+ e, F. 因而 d=0. 


r 


于 是 ， 对 于 任意 自然 数 n, 有 了 ED, 其 中 m sen, 使 得 了 < 


Wi, M-Pa¥A. 

由 Zorn 引 理 可 知 ，4 有 一 个 极 大 的 P- 模 5, 使 得 M- Pac sS. BM, MCS, 
H -ae sS. 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 以 建立 下 面 的 重要 事实 : 

定理 8.1.4 设 M 是 环 4 的 一 个 已 模 其 中 是 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 
锥 ， 则 


Arch(M) =5, 


这 里 SHOA A 的 所 有 包含 M 的 极 大 已- 模 . 

证 明 设 S 是 4 的 任意 一 个 极 大 P- 模 , 且 M CS. BY, Arch(M) S Arch(S). 
由 命题 8.1.2 知 ，Arch(5) 是 4 的 一 个 P- 模 , F.S C Arch(S). 假若 -1 € Arch(S), 
则 有 te N, 使 得 t(1+2.(-1))e S, B —t € S. Ai -1=(-t)+(t-1)€ S+S C S. 
此 时 有 S = A, FR. 于 是 -1 ¢ Arch(S). 由 S 的 极 大 性 知 ， 5S = Arch(S), 即 有 
Arch(M) C S. 由 S 的 任意 性 有 ， Arch(M) CNS, 这 里 S Hull A 的 所 有 包含 M 
的 极 大 P- 模 . 

再 设 a ¢ Arch(M), 其 中 a € 4, 则 有 某 个 ne N, 使 得 对 于 每 个 te N, t(1+na) ¢ 
M. 此 时 可 断言 ， 1+(n+ Lag Arch(M). 事实 上 ， 如 若 不 然 , 则 有 某 个 EN, 使 
4% s[1 +n(1+ (n+ 1)a)] € M, 从 而 s(n+1)(1+na) € M, FJA. 由 引 理 8.1.3 知 ， 
4 有 一 个 极 大 P- 模 51, 使 得 M C Si, H-1-(n+lae Si. BR ag 51; 否则 
一 1=( 一 1 一 (n+1)a)+(n 二 1)ae Sı. 因而 ， 门 $= Arch(M), 其 中 5 取 遍 4 的 所 
有 包含 M 的 极 大 P-R. 定理 获 证 . 

命题 8.1.5 设 5 是 环 4 的 一 个 极 大 P- 模 ,其 中 忆 是 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 
RHE, 则 A= 5SU-5. 

证 明 RH AA SU-S, WH ae 4, 使 得 a#g SU-S, 即 a,-ag S. h Siy 
BAKER, -1E S+Pa, H -1€S-Pa. 从 而 有 一 1 = si+pia, 且 一 1 = s2- pza. 
其 中 su 82 E€ S, pi, p2 € P. 

于 是 有 


Pi + p2 + sip2+ s2p1=Pp1+p2+(-pia — 1)p2 + (p2a — 1)p1 =0. 


从 而 -pi = p2 + sip2 + sop. € S. 由 命题 8.1.1 知 ， 元 素 a 可 表 为 ，a = p- pa, 其 
中 ps, pa € P. 由 此 有 -1 = sı +pipst+(-pi)ps € S, FE. Ali, A=SU-S. 证 
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毕 . 

定义 8.1.4 设 S 是 环 A 的 一 个 P- 模 , 其 中 忆 是 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 锥 . 
称 S 是 4 的 一 个 P- 半 序 , 如 果 S 关 4, 且 A4=SU-S. 

根据 命题 8.1.5 知 ， 环 4 的 每 个 极 大 P- 模 都 是 4 的 一 个 已- 半 序 ， 如 果 已 是 
A 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 锥 . 

定理 8.1.6 i 3 是 环 4 的 一 个 已 半 序 ， 其 中 尸 是 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 
锥 ， 则 存在 惟一 的 A 到 实数 域 R 的 环 同 态 V, 使 得 (5S) CR?. 此 时 有 

(1) ker = 1(S), 这 里 I(S) := {a € A | 对 于 每 个 meN, 1 na € S}. 

(2) Y(R?) = SU I(S) = {a € A | 对 于 每 个 ne N,1+nae S}. 证 毕 . 

证 明 对 于 ae 4, 有 如 下 由 有 理 数组 成 的 集合 : 


Da = {7 |rEZ,s EN, Hr- sae sS}. 


由 卫 的 阿 基 米 德 性 可 知 ，D。 关 9. 此 外 , 有 自然 数 k, 使 得 上 +ae PCS. 对 于 每 个 
- Se Dur- sac S,HHreZ,seN. Fi r+sk=(r—sa)+s(k+a)ES+SCS. 
从 而 必 有 十 中 > 0, 即 > -k 因而 ，D。 是 一 个 下 界 为 -的 非 空 集合 . 用 Yla) 
表示 Da 的 下 确 界 .现在 证 明 如 下 断言 : 

(i) 对 于 a€ A, V(-a) = —y(a); 

(ii) SF a, b € A, Ya + b) = (a) + Vd); 

(iii) (1) = 1; 

(iv) 对 于 te S, y(t) > 0; 

(v) MF p E€ PUR a € A, plap) = v(a)v(p). 

(i) it T e Da E Ë € D-a, W rv +us = vfr- sa) + s(u—va) ES +9 CS. 此 
MYE rv tus >0, E> -T 由 此 有 p-a) > —v(a). 假若 -a) > —Y(a), 则 
有 有 理 数 T, EP me Z, n EN, 使 得 V(-a) > T > yla). 由 Z < y(-a) 知 ， 
T É D-a M m+nag S. mih Z < yla) 1, — ¢ Da, BI -m — na ¢ S. Sh 
m, m+nagSU-S, FA. 因而 ¥(-a) = -v(a). 

Gi) BD € Da E * € Do, IM (rv +us) — sva +b) = ofr — sa) + s(u — vb) € 
s+scs. AT MY e Dap. Fe yato < TEE Tyt pimë 
的 任意 性 知 ， ya 二 < w(a) +y 由 断言 O LH. v(a) = v((a +b) He 

Wla + b) +Y(—b) = Yla + b) — (b). HTT Yla +b) > v(a) + Y(b). 

(iii) 注意 到 1 一 1.1= 0€ S, B 1 € Dy. 从 而 %() < 1. 此 外 ， 对 于 每 个 

5EDur-seS. 由 于 -1#S, 从 而 rs>0, 即 >1. hA Yl) >1. 于 是 
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# vl) = 1 

(iv) Hees, He Dy Wr—steS. Wii r=(r—st)+steS+SCS. i 
IAT r> 0, B= > 0. 这 表明 Y(t) > 0. 

(v) & 5 € Da, 则 7 一 sa € 5S， 从 而 对 于 每 个 pe P, rp- spac S. hii 
言 (iv) Ml, yw(rp — spa) > 0. 再 由 断言 (i) 和 (ii) 可 得 ， rw(p) — sy(pa) > 0, 即 
sv) > (pa). 由 断言 (iv) 知 ， w(p) > 0. 从 而 有 v(a)v(p) > wpa). h a 的 
任意 性 知 (a)y(p) > p(-ap). 由 断言 (i) 知 —Y(a)v(p) > 一 (ap)， 从 而 可 得 
v(ap) = Yla)y(p). 

a, be A. 由 命题 8.1.1 WM, b= p -pz HF p, pz E P. 根据 上 面 的 断言 可 
得 (ab) = Yapı — ape) = Yapı) — V(ap2) = Ya) (Vlp1) — ylp2)) = Yla)y(b). 再 
根据 断言 li) 和 (iii) M, ve 4 到 尽 的 一 个 环 同 态 . 由 断言 (iv) M, ¥(S) CR? 

现 设 9$ 是 A 到 R 的 一 个 环 同 态 ,使 得 oS) CR. WF a € 4 以 及 每 个 
Te Da, HH r €Z, s EN, r— sa € S. 从 而 o(r 一 sa) > 0. HEA r- sola) > 0, 
即 g(a) < E. 从 而 la) < vla), ZE y 是 上 面 所 规定 的 环 同 态 ， 假若 bla) < pla), 
则 有 某 个 有 理 数 ,其 中 ue Z, v EN, 使 得 O(a) < Ë < yla). 由 wa) < * TTA, 
va—ué¢ S. 而 由 = <la) FH, u-vag S. FE u-va¢g SU-S=A, FH. 
因而 (a) = v(a). 由 a 的 任意 性 知 ，4 =v. 因 此 ， 满 足 上 面 定理 中 条 件 的 环 同 态 
是 惟一 的 . 

设 a€ kery%, 则 %(a) = 0. 从 而 对 于 每 个 ne N, Y(1 na) = %(1) = 1e R?. 由 
KH lnag -5. 由 于 4= SU-S, 从 而 1 十 nae S. 反 过 来 , 设 1+naeS, 其 
中 尺 为 任意 自然 数 ， 则 YC tna) s R2, B YC tna) > 0. 于 是 有 -E < Yla) < +. 
此 时 必 有 Yla) = 0, Bl a € kery. Kik, OÈ (1) 成 立 . 

设 a ew-1(R?), W Yla) > 0. 当 yw(a) = 0 时 ， 由 叙述 (1) 知 ，a e 7(5). 当 
v(a)> 0m, ER, ag-s. 从 而 ae S. 因而 ，w-1(R?) C SUIS). 由 叙述 
(1) Hl, BAR, SUI(S) {a€ 4 | 对 于 每 个 ne N, 1+na ce sS}. 再 设 ae A, 
使 得 对 于 每 个 ne N, 1+na € sS, 则 Y(1+na) € R?, B (1 + na) > 0. 从 而 
O(a) > -二 此 时 必 有 Wa) > 0, Mae wR). 因而 ， {a e A | 对 于 每 个 ne N, 
1+na€ S} Cw!(R?). 这 些 表明 : 叙述 (2) 成 立 . 证 毕 . 

现 设 M 是 环 4 的 一 个 已 模 ， 其 中 已 是 4 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 锥 ， 且 用 
X(M) 表示 由 所 有 满足 %(M) CR? 的 环 同 态 V: 4 一 民 组 成 的 集合 . 集合 XM) 
与 所 有 包含 M 的 极 大 P- 模 之 间 有 着 密切 的 联系 ， 这 种 联系 可 在 下 面 的 定理 中 看 
出 . 

定理 8.1.7 所 设 同上 ， 则 在 集合 XM) 与 4 的 所 有 包含 M 的 极 大 P- 模 之 
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间 存 在 如 下 双 射 : 
0: prop (R), vex(M). 


证 明 首先 易 知 ， 对 于 每 个 we X(M), YR) 是 4 的 一 个 包含 M 的 P- 半 
序 . 设 5 是 4 的 一 个 包含 w-!1(R?) 的 一 个 极 大 已- 模 . 由 命题 8.1.5 知 ，S 也 是 A 
的 P- 半 序 .根据 定理 8.1.6, 有 $e X(M), E S C oR?) 注意 到 $1(R?) 也 
是 4 的 一 个 已 模 由 5 的 极 大 性 有 ， 3 = 96-1(R?). 显然 ，y(w-!(R?))c R, A 
P(Y (R?))C 4%(4-1(R2))S R?. 由 定理 8.1.6 中 惟一 性 知 ， 由 一 钞 从 而 YR?) = 
o71(R*) = S, 即 Y-I (R?) 是 A 的 一 个 包含 M 的 极 大 P- 模 . 因此 ， 定 理 中 所 给 的 
映射 0 Wise X(M) 到 4 的 所 有 包含 M 的 极 大 已- 模 中 的 一 个 映射 ， 证 毕 . 

对 于 A 的 任意 一 个 包含 M 的 极 大 P- BLS, 由 命题 8.1.5 知 ， 3 是 4 的 一 个 
P-ÆF. 由 定理 8.1.6 8l, HY EXM), 使 得 YS) CR? 此 时 ， 3S Cw-1(R?). 由 
5 的 极 大 性 可 知 ，S = Ww-1(R?). 这 表明 ， 0 是 一 个 满 射 . 如 若 YR?) = 47 (R?), 
其 中 ,9 EX(M), 则 有 (ww-1(R?))S R?, H 9(w-1(R?))= 9(6-!1(R?))c R?. 由 定 
理 8.1.6 惟一 性 知 ， 少 = 少 这 表明 9 是 一 个 单 射 ， 证 毕 . 

为 进一步 研究 XM), 我 们 将 对 集合 X(M) 赋予 一 个 拓扑 结构 . 对 于 ae A, 
可 规定 X(M) 到 R 的 如 下 一 个 映射: 


â: p— pla), vert(M). 


FE, X(M) 可 被 赋予 一 个 关于 所 有 这 样 的 映射 4 (ac A) 的 所 谓 的 弱 拓扑 ， 这 个 
拓扑 的 一 个 子 基 由 如 下 子 集 构成 : 


a'r, ral) = {Y € ¥(M) | rı < (a) < r2}, 


其 中 ae A, ri, r2 ER, ri < ra, E jrr 表示 及 中 端点 为 m 和 ra 的 开 区 间 . 

对 于 这 样 的 弱 拓 扑 ， 每 个 映射 6 都 是 连续 的 ， 其 中 ce 4. HEKE P 的 
阿 基 米 德 性 知 ， 对 于 每 个 c < 4， 有 自然 数 na, E natae PCM. 从 而 
â(X(M))E [—na, na], 这 里 [—na, na] ER 中 端点 为 -na 和 na 的 闭 区 间 . 据 此 ,我 
们 可 以 得 到 拓扑 空间 X(M) 到 乘积 拓扑 空间 Ub na] 的 如 下 一 个 映射: 


T: pr (Vla))oea, Y EXM). 


BR, n 是 一 个 连续 的 单 射 . 设 (Xejoe4 € I [ra> na]. Ë (Aa)aca ¢ ™(¥(M)), W 


有 如 下 三 种 情况 。 (1) 和 1 # 1; (2) 对 于 某 两 个 o be A, Aatb # Aat Av BE Aab Æ Aado; 
(3) 对 于 某 个 me M, Ay < 0. 
注意 到 ， 乘 积 拓扑 空间 I [-na» na] 的 一 个 子 基 由 如 下 子 集 组 成 ， 
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O(I) = { (eer € Dl-ne nellea ell, 


其 中 de 4,][ 是 RR 中 的 一 个 开 区 间 . 

在 情况 (1) BY, (Xa)aea E€ O(1;]1,+ooDUO(1;]-o0,1D), 但 a(X(M))n(O(1;]1,+ 
oof) UO(1;]—00, 1[)) = 9. 在 情况 (2) 时 ，RR 中 有 开 区 间 ][1,][z 和 ][s, 使 得 Xe Elli € 
]B,Xa+s Ells È Aa Ell, 且 对 于 任意 z ejh,y Je 以 及 z ells, 总 有 z+y 关 z 或 
ay # z. $ O = O(a]h)NO(;])NO(atb;]l:), R O = O(a;Jh)NO; }[2)NO(ab;][s), 
则 (Xe)ce4eO, 但 r(X(M))nO= 少 在 情况 (3) BT, (a)aca € O(m] - 00, Of), 但 
T(X(M))nOlmi]- oo,0[) = 4 ZRH: r(X(M)) 是 Lh na] 的 一 个 闭 子 集 . 
根据 Tychonoff 定理 知 ， 乘 积 拓扑 空间 了 [rama] 是 一 个 Hausdorf 紧 空间 从 
T n(X(M)) 是 一 个 紧 子 集 . 由 拓扑 知识 ，X(M) 同 胚 于 r(X¥(M)). 因此 ，X(M) 
也 是 一 个 Hausdorff 紧 空 间 . 

W C(X(M), R) de X(M) 到 及 的 全 体 连 续 映 射 组 成 的 集合 . 对 于 每 个 re 民 , 仍 
用 > 表示 C(X(M),R) 中 象 恒 为 的 常量 映射 . 从 而 , 及 可 看 作 C(X(M), 耻 ) 的 一 个 子 
R. 设 f, g E C(X(M), R), ABM: (f+9)(v) = f(w)+g(w), E (7g)(y) = F), 
RF y E X(M). 于 是 C(*(M),R) 构成 一 个 有 单位 元 1 的 交换 环 ， 注 意 到 ， 对 于 
每 个 ae A, â E C(X(M),R). 从 而 我们 有 一 个 从 4 到 C(X(M),R) 的 环 同 态 Oar: 
am û, a E Á. 


Hh, C(X(M), R) 可 被 赋予 一 个 拓扑 ， 使 得 它 的 一 个 基 由 如 下 子 集 组 成 : 


OU 由 = {9 E C(X(M),R) | H r €R, (EI r < 二 ,上 且 对 于 每 个 eX(M) 
IW) -Wl <r}, 


其 中 f eC(X(M),R), neN. 

现在 ， 可 以 建立 如 下 Kadison-Dubois 表示 定理 . 

定理 8.1.8 设 M 是 环 4 的 一 个 已 模 RP A 的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 
H, H Arch(M) # A, 则 下 列 结论 成 立 : 

(1) 4(M) 是 一 个 Hausdorff 的 紧 空 间 ; 

(2) Sir (C+(X(M), R)) = Arch(M), 这 里 C+(X(M), 民 ) 表示 如 下 集合 


{f €C(¥(M),R) | 对 于 每 个 pe X(M), f(w) > 0}; 


(3)kerðm = {a € A | HFA n EN, 有 te RN, 使 得 t1 土 na) € M}; 

(4)Q .Bm(4) 在 拓扑 空间 C(X(M), R) 中 稠密 . 

证 明 (1) 在 上 面 讨论 中 ， 结 论 (1) 已 经 获 证 . 

(2) 对 于 a € A, 显然 ee Oy) (C+(4(M),R)), 当 上 且 仅 当 对 于 每 个 多 € X(M), 
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Yla) € R?, B] a € Ww-1(R?). 由 定理 8.1.7 知 ， {ww-1(R?) | y € X(M)} 恰 为 4 的 所 
有 包含 M 的 极 大 P- 模 . 再 由 定理 8.1.4 知 ， 这 等 价 于 a € Arch(M). 从 而 结论 (2) 
成 立 . 

(3) 显然 ，kerBm = Py (C+(X(M),R))N -— Sr (C+(4(M),R)). 再 由 结论 (2), 
可 推出 结论 (3). 

(4) id C Æ Q-Ou(A) Æ C(X(M). R) 中 的 闭 包 BR, RCC, 即 C 包含 
X(M) 到 R 的 全 部 常量 映射 . 由 于 Q-Ou(A) Æ CXM), R) 的 子 环 ， 从 而 C 也 
是 C(X(M),R) 的 子 环 . 对 于 任意 相 异 的 V, o, 有 某 个 c A, 使 得 (a) A O(a), B 
âl) # a(p), 其 中 hE Bm(A4) CC. 这 表明 子 环 C 可 分 离 (M) 中 的 点 . 由 拓扑 学 
中 Stone-Weierstrass 定理 知 ， C =C(X(M),R). 因此 ， 结 论 成 立 .证 毕 . 


§8.2 n BEFS n EF 


在 这 一 节 中 ， 将 在 域 范畴 中 引进 n 层 亚 序 和 n 层 序 两 个 基本 概念 ， 同 时 讨论 
它们 的 一 些 基本 性 质 . 

定义 8.2.1 设 下 是 一 个 域 ,.n 是 一 个 自然 数 . 称 下 的 一 个 子 集 TT 为 一 个 n 
层 亚 序 ， 如 果 下 列 条件 成 立 : 

(1) 对 于 每 个 ae F, a” e T, BI F” CT; 

Q)T+TCT,AT-TCT; 

(3) -1¢T. 

—? n BEF T 称 作 完 全 的 ， 若 由 a? cT AHEM ae TU-T. 

BR, R FEEFEE 1.1.4 中 所 说 的 亚 正 锥 (EF). 由 上 面 定义 中 
条 件 (3) 可 知 ， 若 域 有 一 个 n 层 亚 序 ， 则 F 的 特征 必 为 零 . 

对 于 一 个 域 F, 可 构造 下 的 如 下 子 集 : 


oF = {ee |méN,a, € F,i=1,--- vn, 
i=l 
HH n BARK. 

当 -1 ¢ EF” mt, EF” 显然 是 下 的 一 个 n 层 亚 序 , H EF” 包含 在 下 的 
每 个 n 层 亚 序 之 中 .特别 地 ， 当 FF 是 一 个 实 域 时 ， 这 些 事实 成 立 . 

对 于 n 层 亚 序 ， 容 易 建 立 如 下 事实 . 

命题 8.2.1 TÉR FHA n BREF, WE 

(1) T=T \ {0} 是 乘法 群 F ATR. 

(2) TN-T = {0}. 

(3) 车 中 元 素 a RR: a ET, Eag -7T, 则 T+Ta 是 下 的 一 个 包含 T 
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的 nn 层 亚 序 . 

证 明 (1) ia e T, W (a7)? eT. 由 个 关于 乘法 的 封闭 性 知 ，a-! = 
(o-02m ale. ete, THe E TPR. 

(2) BR, 0ETN-T. RaeTN-T, Ma, -a €T. MH a #0, Wa, -ae È. 
由 结论 (1) 知 ， -1 = (-a)ja EŻ CT, FA. Ai, TN-T = {0}. 

(3) BR, F” CTCT+Ta, HT +Ta 关于 加 法 与 乘法 都 是 封闭 的 .假若 
—1 €T +Ta, I] —1 = tı + tza, HP ti, t2 € T. HF -1 ¢ T, Mil t2 #0. 由 结论 
(1) 知 ， 好 1 eT. 此 时 有 -a= (1+ ti)tz ET, FH. 从 而 -1¢T+To 由 定义 
A, T+Ta È Fi n BEF. 证 毕 . 

HT RF An BEF, Mi EA, T 是 乘法 群 户 的 一 个 子 
群 ， 显 然 ， 商 群 E/T 中 每 个 元 素 的 阶 都 是 2n HAF. BL G 是 一 个 Abel( 乘 法 ) 
群 ，e 为 G 中 单位 元 ， 且 mm € N, 使 得 对 于 所 有 ge G, gm =e. 对 于 m 的 每 个 素 
AF p, 可 构造 群 G 的 如 下 子 集 : 


Hp ={9 €G |H k EN, {E} g" =e}. 


易 见 ， 上 面 的 子 集 Hp 是 G 的 一 个 子 群 . 该 子 群 Hp 称 作 G H Sylow p - F 
群 .容易 证 明 这 样 一 个 有 用 的 事实 ; 若 p, pr 是 m 的 所 有 相 异 的 素 因子 ， 则 
G 可 表 为 它 的 全 部 Sylow 子 群 的 直 积 


G= Hp, X -+ x Hp,- 


由 此 获知 ， 若 是 域 下 的 一 个 n 层 亚 序 ， 则 商 群 F/T EECHER Sylow F 
BORE. (oy n 层 亚 序 的 完全 性 的 一 个 判定 ， 我 们 可 建立 如 下 结论 . 

命题 8.2.2 MF hn BEF Q 是 完全 的 ， 当 且 仅 当 商 群 P/Q 的 Sylow 
2- 子 群 是 循环 的 . 

证 明 XF act, Ha RREK a 所 在 的 陪 集 aQ, HS H 为 商 群 F/Q 的 
Sylow 2- 子 群 . 

设 Q 是 域 下 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 . 选 定 H 中 一 个 元 素 6 使 得 5 具有 最 大 
Bh. 假若 He # (可 , 其 中 (a) 为 由 元 5 生成 的 循环 子 群 ， 则 有 5 e Ho, 使 得 5 ¢ (a). 
记 (一 8 oh a Alb 生成 的 子 群 . 由 元 素 5 的 选取 知 , PR (a,b) 不 可 能 是 循环 的 . 
根据 有 限 生 成 Abel 群 的 结构 知 ， (a, 5) 是 两 个 以 上 循环 子 群 的 直 积 .从 而 (a,b) 中 
有 两 个 阶 为 2 的 相 异 元 素 5 和 d. WNA e EQ HP EQ. 由 Q 的 完全 性 知 ，c， 
de -Q. 从 而 ，5= I=d, 7. Alii, Ho = (a), Bl Ho 是 循环 的 . 

反 过 来 ， 设 Hs 是 循环 子 群 . Ho? eQ, 其 中 ae F, 则 天 是 Ho 中 阶 为 1 或 2 
的 元 素 . 由 于 循环 群 中 阶 为 1 和 阶 为 2 的 元 素 都 是 惟一 的 ， 从 而 5 = 工 或 5= TI, 
Blac QU-Q. 这 表明 Q 是 完全 的 亚 序 证 毕 . 
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TER FAA n BEF, WHE 下 的 如 下 子 集 : 
A(T)={ae FlaeT, 但 a¢ TU-T}. 


BR, -A(T) = A(T), 且 人 是 一 个 完全 的 n 层 亚 序 ， 当 上 且 仅 当 A(T) = $. 由 
命题 8.2.1(3) 知 ， 对 于 每 个 ae A(T), T+Ta 是 下 的 一 个 包含 T 了 和 a 的 n 层 亚 
F. 实际 上 ， 我 们 可 建立 如 下 进一步 的 结果 . 

命题 8.2.3 设 T 是 域 下 的 一 个 不 完全 的 n 层 亚 序 ， 则 


T= N T+Ta. 
acA(T) 


证 明 由 所 设 知 ， A(T) A >. 根据 命题 8.2.1(3) M, TC TETE 设 
ze N T+Ta. BË x ¢ T, 则 对 于 每 个 ae A(T), ze (T+ Ta)N(T - Ta). 
acA(T) 


从 而 z = th + tza = tz — taa, HEP th, t2, ta, ta E T, H t2 A ta RAS. HA 
a? = t? + tha? + 2titaa = 13 + ta? — 2tataa, 从 而 titer + tataa? = tita(t3 + ta”) + 
tata(t?+t3a?) E T. 3 titet+tats = 0R}, tite = tats = 0, BA ti = ts = 0. 此 时 有 ， 
x € Tan-Ta = (TN-T)a = {0}, FF. 4 tite t+ tats # 0B}, (tite +t3t4)™' €T. 
从 而 有 r? ET. 如 若 ze -T, 则 ta= 妇 一 zeT. HF t4 #0, MM aeT, FR 
于 ，aeA(T). 于 是 z #4 -7T, 即 有 -ze A(T). HA z eT -Ta Bf 2 = ts- tex, 
HH ts, te E€ T. 注意 到 1+ te 40, Mii z= (1+te)-lts ET, FR. Alt, rer. 
证 毕 . 

由 命题 8.2.3, 可 建立 如 下 重要 定理 . 

定理 8.2.4 KT RMP Hp n BEF, MT=NQ, BQ Ried F 
有 包含 T 的 完全 n BEF. 

证 明 RIGER: NQ CET, 这 里 8 取 遍 下 的 所 有 包含 T 的 完全 n 层 亚 序 . 
如 若 不 然 , 则 有 ae 站 Q, Ha¢gT. 

考察 如 下 集合 


Ss={515 是 下 的 一 个 n 层 亚 序 , 使 得 TC 5S, 但 a¢5}. 


BRT CE. 由 Zorn 引 理 可 知 ， S 中 有 一 个 极 大 元 P. 由 于 a 属于 下 的 每 
个 包含 了 的 完全 n 层 序 ， 从 而 P 不 是 完全 的 ， 即 AP) +o. 对 于 每 个 be A(P)， 
由 命题 8.2.1(3) 知 ， 已 + Pb 是 一 个 真 包 含 P 的 n BEF. 由 P 的 极 大 性 知 ， 
P+Pb# =E, B] ac P+Pb. 此 时 ,由 命题 8.2.3 知 ，ae NE aiii P, 矛盾 . 
H, NOCT. 证 毕 . 

推论 1 设 T 是 域 下 的 一 个 n 层 亚 序 ， 则 存在 下 的 一 个 完全 n 层 亚 序 Q, 使 
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得 TEQ. 

推论 2 WP EP, 且 -1E DF, RF n WAH, N 

(1) F 有 一 个 完全 的 n BEF. 

(2) DF?" 恰 为 下 的 所 有 完全 的 n 层 亚 序 的 交集 . 

现在 ， 我 们 给 出 域 的 n 层 序 的 定义 如 下 . 

定义 8.2.2 FHA n BEF PHEN EE, 如 果 乘 法 商 群 户 / 户 是 一 
个 循环 群 . 

命题 8.2.5 设 P 是 域 下 的 一 个 n 层 序 ， 则 

(1) F/P 是 一 个 阶 为 2m 的 循环 群 ， 其 中 me N, H m|n. 

(2) P 是 完全 的 . 

证 明 (1) 设 aP 是 循环 群 E/P 的 一 个 生成 元 ， 其 中 ae È, 则 a © 户 , 即 
(aP)" =È. 因而 ， 奴 / 户 是 一 个 有 限 循环 群 ， 且 它 的 阶 是 2n 的 一 个 因数 .又 由 于 
-È # P, 而 (—P) = P, 从 而 一 户 是 群 EP 中 阶 为 2 的 元 素 ， 这 表明 群 E/P AY 
阶 为 偶数 ， 令 2m 为 群 E/P HBT, HP m EN, 则 2m | Qn, Bl m |n. 

(2) 显然 ， 循 环 群 F/P BY Sylow 2- 子 群 也 是 循环 的 .由 命题 8.2.2 M1, P Je 
完全 的 . 证 毕 . 

根据 上 面 的 命题 8.2.5(1), 将 自然 数 m 称 作 序 P 的 恰好 层 ， 若 循环 群 户 / 户 的 
阶 为 2m. 显然 ， 一 层 序 的 恰好 层 为 1. 此 外 ， 由 定义 易 知 ， 一 个 恰好 层 为 m 的 序 
也 可 看 作 一 个 n BF, RE m | n. 更 一 般 地 ， 若 TER F 的 一 个 m” BEF, 
户 / 人 的 指数 必 为 偶数 ， 因 为 它 含 有 一 个 2 阶 元 素 —T. 此 时 ， 自 然 数 m 称 作 亚 序 T 
的 恰好 层 ， 若 商 群 P/T 的 指数 为 2m ， 即 户 /了 中 元 素 的 最 大 阶 为 2m. 应 该 注意 ， 
对 于 域 F 的 一 个 恰好 层 为 m 的 n BEF, WA m |n. 

对 于 高 层 序 ， 我 们 可 以 建立 一 个 类 似 于 普通 序 的 如 下 事实 . 

命题 8.2.6 设 Pi 和 P 是 域 F 的 恰好 层 相 同 的 两 个 序 , 且 已 G Pa, W 
Pi = Pp. 

证 明 hA, P/b ER E/B 的 子 群 . HE, F/P & 
(F/P,)/(Pa/Pr). 从 而 有 |F/P,| = |F/Po|-|Po/Pi|. 由 于 |F/Pil = Èl, 从 而 
|Po/P,| = 1, BP P, = Py. Pat, P, = Po. 证 毕 . 

由 命题 8.2.5 知 , 域 的 一 个 n 层 序 必 吓 完全 的 . 不 难 验 证 ,一 个 完全 的 普通 
亚 序 ( 即 一 层 亚 序 ) 也 是 一 个 序 ， 然 而 ， 下 面 的 例子 表明 对 于 高 层 亚 序 来 说 ， 一 
个 完全 的 亚 序 未 必 是 一 个 序 

Al HF = Q(z,y), 其 中 z 和 vy 是 有 理 数 域 @ 上 两 个 未定 元 , 则 下 是 多 项 式 
HK Q[z,y] 的 分 式 域 . 此 外 , 对 所 有 含 z 和 3 的 项 规定 一 个 字典 序 <, 使 得 z <y. 对 
于 奇 自然 数 n > 1, 用 Q 表示 由 零 元 以 及 F 中 所 有 如 下 形式 的 元 素 组 成 的 集合 : 
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inf (ty) 
gley) 
HF k, LEZ, f(x,y), g(z,y) € Q(z,y), 使 得 积 f(z,y)g(z,y) 关于 字典 序 < 的 尾 项 
系数 为 正 ， 且 f(z,y) 和 g(z,y) 都 不 含有 因 式 z 与 
容易 验证 ， @ 是 域 的 一 个 n 展 亚 序 . 设 她 & 8, 其 中 $e 让. 显然，$ 可 


o 6 = op MED, sth r, s € Z, ulay), vey) € Qe) 且 ulay) $ oleo) 


都 不 含有 因 式 z 和 y. FRA 
grys TY (Ty) _ kn enf(z,y) 
Yay) 92,4)’ 
HH k, £E Z, f(x,y), g(x,y) € Q@,y), 使 得 上 面条 件 成 立 . 
由 此 有 2r = kn, H 2s = én. 由 于 HAR, MAT kM CR. Sk = 2k 
H e= 26, d= nyan ED. 若 ufa, ojola, y) 的 尾 项 系数 为 正 , 则 4 Q; 否 
则 4e -Q. 因此 ，Q 是 一 个 完全 的 n 层 亚 序 . 
(QA FA nF, WER P/Q 是 一 个 循环 群 ， 且 它 的 阶 是 2n 的 因 
数 ， 注 意 到 ， (<2) e Q, 但 对 于 每 个 满足 mm < 2n 的 自然 数 m, (-z)"m Q. 这 表 
明 -xQ ER F/Q 中 阶 为 2n 的 元 素 . 从 而 -zQ 必 为 F/Q 的 一 个 生成 元 . FE, 
VÂ = (-zQ)* = (—2)*Q, 其 中 0<k<2n 一 1. 由 此 有 (-z)*"-*y € Q, RIF Q 
的 构造 ， 因此， Q 不 是 下 的 一 个 n 层 序 . 
现在 ， 再 给 出 下 面 的 一 个 例子 ， 用 来 表明 这 样 一 个 事实 ， 对 于 每 个 自然 数 n， 
确实 存在 恰好 层 为 n 的 序 . 
例 2 设 @ 是 有 理 数 域 Q@ ERYR R PERAE, 且 对 于 ae 0, 用 ha 表示 
a 在 Q@ 上 的 极 小 多 项 式 . 
对 于 每 个 自然 数 w 构造 有 理 函 数 域 O(c) 的 如 下 子 集 ， 


Pot = {0} U {har fg?" | k EZ, f, g € Qlaz), HEA g +0, Ti F(a) > 0}; 
Pa- = {0} U {(-ha) fg” |k €Z, f, 9 € Qlz), HEE g #0, Ti f(a) > 0}. 
此 外 ， 我 们 还 可 得 到 Q(z) 的 如 下 子 集 : 

Proo = {0} U {zf(z 1)g ”|keZ,f,ge Ql), HEA g #0, T F(0) > 0}; 

= {0} U {(—2")Ff(a*)g-" |k €Z, f, g € Qz), (EF g £0, T F(0) > 0}; 


容易 验证 ， 上 面 四 种 形式 的 子 集 都 是 Q(z) 的 n 层 亚 序 . 此 外 ， 不 难 验证 ， 当 m 为 
奇数 时 ， 上面 的 子 集 都 是 Q(z) 的 恰好 层 为 n 的 序 ; 而 当 m AAE, Pr 和 Pt, 
是 Q(z) 的 恰好 层 为 ” 的 序 . 


zhny 


§8.3 Sn 层 序 相 容 的 赋值 257 


实际 上 ， 可 进一步 证 明 ; 有 理 函 数 域 Q(z) 的 每 个 恰好 层 为 n 的 序 都 可 表 为 上 
面 四 种 形式 之 一 .对 此 ， 可 参见 文献 [208]. 


88.3 与 n 层 序 相 容 的 赋值 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 研究 完全 的 n 层 亚 序 和 n 层 序 与 赋值 之 间 的 相 容 性 ， 从 
而 建立 许多 重要 的 结论 . 

定义 8.3.1 设 Q@ 是 域 下 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 ，v 是 域 下 的 一 个 赋值 称 
v 与 8 相 容 , WR1+M, CQ, 这 里 M, 是 v 的 赋值 理想 . 此 时 ， 亦 称 A 与 @ 相 
容 ， 这 里 AL H v 的 赋值 环 . 

根据 命题 3.1.3 可 知 ， 定 义 8.3.1 可 看 作 定 义 3.1.2 的 一 个 推广 ， 因 为 完全 的 一 
层 亚 序 实质 上 是 一 个 序 . 

设 @ 是 域 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 ，v 是 下 的 一 个 赋值 ， 目 A, My 和 Fy 
分 别 表示 v 的 赋值 环 ， 赋 值 理想 和 剩余 域 ， 则 可 得 到 F 的 如 下 子 集 : 


Q, = {a@=a+M,|a€ ANQ}. 
容易 看 出 ， 0, 1 € Qv, Qu + Qu 5 Qu Qu: Qo C Qu 且 对 于 每 个 5e Fo, 
a" € Qu. 


定理 8.3.1 所 设 同 上 ， 且 vw 与 8 相 容 ， 则 有 
(1) Qu 是 Fy 的 一 个 完全 的 n REF. 
(2) 如 下 序列 是 一 个 群 同 态 的 正 合 序列 : 


B 


lbh/ > F/Q 一 GQ) 1, 


这 里 G。 Æ v 的 值 群 ，a 和 B 的 规定 如 次 : aQ) = aQ, 对 于 A, PENAT 
a; B(bQ) = v(b) +v(Q), 对 于 每 个 非 零 be F. 

证 明 (1) 假若 -I e Qu 则 对 于 某 个 ae Ang, -1=4. Am lta=n, H 
tne M. hue 5 Q HAAR, -a=1-n€14+M,CQ. BR, a 408 
aeQ. FÈ, -1=a(-a)€Q-QCQ, FM. Ail, -I #4 Q。. 这 表明 Q 是 
F iit n BEF. 2? & Qu 其 中 5 为 F, 中 非 零 元 ， 则 对 于 某 个 ae ANQ, 
P=4 Ki, 2 =a+n, He M.. 注意 到 a 是 4。 中 可 道 元 ， 从 而 由 "与 Q 
的 相 容 性 知 ，z? = a(1+a-1n) <Q.QSQ. 由 @ 的 完全 性 有 ze 8 或 ze -Q@. 
stat, TEQ, RTE -Qu. 因此 ， Qu 也 是 完全 的 . 

(2) 容易 验证 : 同 态 a 和 6 的 规定 都 是 合理 ，a 为 单 射 , 且 B 为 满 射 对 于 每 
A aQ, € Fy/Qv, B(a(@Qu)) = B(aQ) = v(a) +v(Q) = v(Q). 从 而 Im(a) S ker(B). 
KH, Æ aQ € ker(B), 则 v(a) + v(@) = v(Q), 即 v(a) € v(@)， 从 而 对 于 某 
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个 te Q, vla) = v(t). 46 = at"), NJ aQ = bQ, Hb A, PHT. AT 
aQ = bQ = a(bQv) € Im(a). 证 毕 . 

下 面 将 讨论 这 样 一 个 问题 ， 对 于 域 下 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 Q, F 是否 有 一 
个 与 @ 相 容 的 赋值 ? 回答 是 肯定 的 . 

设 @ 是 域 忆 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 ， 则 可 得 到 F 的 如 下 子 集 : 


A(Q) = {a € 下 | 存在 自然 数 m, (E mta cQ 


IQ) = {a E€ F | HFEA RM m, = +a EQ) 
Arch(Q) = {a € A(Q) | 对 于 每 个 自然 数 m, 1+ ma € Q}. 


显然 ，Q? C Arch(Q), Q S A(Q), H Arch(Q)n-Arch(Q) = 1(Q). 容易 验证 ，4(Q) 
是 域 玉 的 一 个 子 环 ， 7(@) 是 AQ) 的 一 个 理想 ， 且 Arch(Q) 具有 如 下 性 质 ， 


~1 ¢ Arch(Q), Arch(Q) + Arch(Q) € Arch(Q) 
AlArch(Q) . Arch(Q) © Arch(Q). 


此 外 ， 我 们 可 建立 如 下 结论 . 

命题 8.3.2 HL, WFAA: 

(1) # a € A(Q), 使 得 对 于 每 个 me N, 1+ ma € Arch(Q), 则 a € Arch(Q); 

(2) # a € A(Q), 则 a? € Arch(Q), BIXI FEA m €N, 1 + ma? € Q; 

(3) Hae A(Q), 且 对 于 某 个 正 奇数 ,a* e Arch(Q), 则 a € Arch(Q); 

(4)1(Q) 是 环 A(Q) 的 一 个 根 理想 ; 

(5)A(Q) = Arch(Q) U —Arch(Q). 

证 明 $ M =QNA(Q). 根据 定义 8.1.1 和 定义 8.1.2 可 知 ， M ÆR AQ) 
的 一 个 阿 基 米 德 亚 素 维 . 自然， MÆ AQ) 的 一 个 M- 模 . 注意 到 ， 对 于 每 个 
tEN, 7 EM. 由 此 可 知 ， Arch(M) = Arch(Q). 

(1) 由 条 件 知 , 对 于 每 个 me N, 1+m(1+(m+1)a) € Q, BI (m+1)(1+ma) € Q. 
EF OE É MARETE, AT A EQSQ. 于 是 1+ma= 二 [m+ 
1)(1 + ma)] € Q. 因而 ae Arch(Q). 

(2) 假设 对 于 某 个 ae A(Q), a? ¢ Arch(Q), Bf a? ¢ Arch(M). 由 定理 8.1.4 知 ， 
AQ) 有 一 个 包含 M 的 极 大 M- 模 5, 使 得 a? ¢ S. 由 定理 8.1.7 知 ， 存 在 AQ) 到 
实数 域 RR 的 一 个 环 同 态 V, WE Y(R?) CS. 此 时 有 ，a? Ey (R?) CS, 矛盾 . 
因而 ， 对 于 每 个 a€ A(Q), a? € Arch(Q). 

(3) 由 条 件 知 ， 对 于 每 个 me N, 1+ma* €Q. 此 时 ， 显然 1+ma* eM. HE 
E8180) 9, ot c aa (CHANB) ). AT, ITEA y e XM), Wal) > 0 


m+1 
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即 (a)* > 0. 由 于 大 为 奇数 ， 从 而 (a) > 0. 这 表明 ae Dy G (wane) ). 再 
由 定理 8.1.8(2) 知 ， 对 于 每 个 me N, 有 te N, 使 得 t(1+ma)e M. 由 于 M CQ, 
且 了 EQ, 从 而 1+mae 9. 由 站 的 任意 性 知 ，ae Arch(Q). 

(4) i ar € (Q), 其 中 ae 4(Q), r € N, WHEAT m EN, > +a" €Q. 由 此 
A, l+ma €M. 由 定理 8.1.8(3) l, a” € ker(m). 从 而 对 于 每 个 we X(M), 
Ve”) = 0, BY Ya)” = 0. 由 此 有 ， as ker(Zu). 再 由 定理 8.1.8(3) 知 ， 对 于 每 个 
me N, 有 te N, 使 得 t(1 土 ma) e M. 由 此 可 得 — tae Q. 由 mm 的 任意 性 有 ， 
ac IQ). HT, 1(Q) 是 A(Q) 的 一 个 根 理想 . 

(5) it a € A(Q). 4 ac QR}, Bae Arch(Q) C Arch(Q)U~Arch(Q). Fit 
a ¢ Q. 注意 到 a?” © Q, 从 而 可 选取 最 小 的 自然 数 k, 使 得 czk < Q. 由 Q 的 完全 性 
A, ake Qmate-Q. 当 are Q 时 ， 由 上 的 选取 可 知 ，k 必 为 奇数 ,此 时 ， 
a € Q C Arch(Q). 由 叙述 (3) FH, a € Arch(Q). 4 ak € -Q 且 大 为 奇数 时 ， 同 
样 有 -ae Arch(Q), Bl a € —Arch(Q). 当 ak € -Q 且 上 为 偶数 时 ，a* € —Arch(Q). 
此 外 ， 由 叙述 (2) 知 ，a* € Arch(Q). 于 是 ，ak € Arch(Q)N —Arch(Q) = 1(Q). 根 
RAUB (4) 可 知 ，a e IQ) C Arch(Q). 证 毕 . 

在 命题 8.3.2 的 基础 上 ， 我 们 可 以 建立 下 面 的 重要 定理 ， 

定理 8.3.3 所 设 同 命题 8.3.2, 则 AQ) 是 一 个 与 Q 相 容 的 实 赋值 环 ， 7(@) 
是 A(Q) 的 极 大 理想 ， 且 Q 在 剩余 域 4(Q8)/1(8) 上 所 诱导 的 亚 序 Q 是 一 个 阿 基 米 
WEE. 

证 明 首先 证 明 A(Q) 是 一 个 有 极 大 理想 7(Q) 的 局 部 环 . 设 ee A(Q)\1(Q), 
Ae b= a, WW be Q. 由 命题 8.3.2(4) 可 知 ， b ¢ 1(Q). 从 而 存在 某 个 meN, 
See ee tee ES SPE OE TEEN: 假若 
Im 7 È E€ Arch(Q), 则 1+ 2m(5- — 6) EQ, Bl 2-2mbeQ. 由 此 有 a -bEQ, 


矛盾 ,因而 ， z -bg Arch(Q). 由 命题 8.3.2(5) AI, b- zh e Arch(Q). 于 是 


-1 +4mb = 1+4mb 5) EQ, BPA 4m- b! = b-1'(4mb-1)E€Q-QCQ. © 
R, 4m+b-) EQ. ATI b € A(Q), BIH a~! = a?o? € A(Q). RRA: IQ) 
是 AQ) 的 惟一 极 大 理想 ， 即 A(Q) 是 一 个 极 大 理想 为 (9) 的 局 部 环 - 
hac, MTER 由 于 14 TF cae 
: A(Q). “rra HOM, 


Tram ~1- ET 2n 


ma HATT 14a?" € A(Q), HET a?” € A(Q). 当 
¢1(Q), ae HE 


Tram © 4(9), 且 
se 是 局 部 环 A(Q) 中 


Ta O, ite Ipar =t- 
1+a" 


< A(Q). 由 此 有 (a7) = 一 一 € IQ). 


1+ er “T+ I 
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记 B 为 4(Q) 在 严 中 的 整 闭 包 ， 则 对 于 ce F,ae B 或 a-!e B. 因 而，B 是 FF 
的 一 个 赋值 环 . 
假若 对 于 某 个 be Bb" ¢ AQ), 则 由 上 面 的 讨论 知 ，57?*€ IQ). i MB 
B 的 极 大 理想 ， 则 0-2" € 1(Q) CM. 从 而 a-! € ,进而 有 1 = bb-* EM, 矛盾 . 
因而 ， 对 于 每 个 a€ B, a?" € A(Q), H (a +k)" € AQ), k=1,2,.…. 
借助 于 下 面 的 恒等式 : 


2n 一 1 


igs peri (20-1 2n _ 4.2m) 
eas Seen) ee e 
可 知 ， 对 于 ae B, (2n)la € A(Q). 于 是 有 ae A(Q), 即 有 A(Q) = B. 这 表明 AQ) 
是 域 的 一 个 赋值 环 . 

对 于 ye 1(Q), 显然 Lin € Q. 根据 定义 8.3.1 知 ，A(Q) 与 @ 相 容 . 由 定理 8.3.1 
知 ， 囊 是 剩余 域 A(Q)/1(Q) 的 一 个 完全 的 亚 序 . 设 &= a+ IQ) € AQ)/T(Q), 
其 中 ae A(Q) \ I(Q@)， 由 命题 8.3.2 知 ， a? © Arch(Q)， 注 意 到 a? ¢ IQ) = 
Arch(Q)—Arch(Q), 从 而 a? ¢ —Arch(Q), Bil -a? ¢ Arch(Q). 于 是 , 有 keN, 使 得 
L-ka? # Q. [E a? 2 # Arch(Q), 则 由 命题 8.3.2(5) 知 ， spre? € Arch(Q). 由 此 


有 ，2 一 2ka2 = 1+2k(3E -0) EQ, A l-ka? € Q, FR. 因而 et € Arch(Q). 


于 是 ka? = 1+ 2k(a? — x) EQ, 即 a? EQ. Miia eQ. 这 表明 可 是 完全 的 
一 层 亚 序 ， 即 Q 是 域 A(Q)/1(Q) 的 一 个 普通 正 锥 ， 对 于 每 个 互 = 0+ IQ), 其 中 
a € A(Q), 由 A(Q) 的 构造 知 ， 有 meN, 使 得 m 一 a e Q. Mii m-aeQ, 8 
a<gm. Hm, Q  A(Q)/1(Q) 的 一 个 阿 基 米 德 正 锥 . 此 时 ， A(Q)/1(Q) 显然 为 
实 域 ， 即 AQ) 是 域 F 的 一 个 实 赋值 环 . 证 毕 . 

由 定理 8.3.3, 可 推 得 下 面 的 重要 结果 . 

推论 设 己 是 一 个 域 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) 对 于 任意 自然 数 n, -1 ¢ DF; 

(2) 对 于 某 个 自然 数 m, -1 ¢ DF2m; 

(3) -1 ¢ Sp, 这 里 Sp = DF; 

(4) F 是 一 个 实 域 . 

证 明 蕴含 关系 “(3) 一 (4) 二 > (1) => (2)” 是 显然 的 ， 只 需 证 明 列 含 关系 
“(2) = (3)”. 设 -1 ¢ EF?™, 则 OF?" 是 域 下 的 一 个 m BEF. 由 定理 8.2.4 的 
推论 2 知 ， 下 有 一 个 完全 的 m 层 亚 序 Q. 根据 定理 8.3.3, AQ) 是 域 的 一 个 实 
赋值 环 ， 再 由 命题 3.1.2 的 推论 2 知 ， 一 1 4 Sr. 证 毕 . 

在 85.6 中 , 我 们 建立 了 重要 的 Baer-Krull 定理 , 这 一 定理 揭示 了 域 的 半 序 ( 序 ) 
和 相 容 赋值 的 剩余 域 的 半 序 (F) 在 构造 方面 的 密切 联系 ， 在 下 面 ， 我 们 将 沿 着 类 
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似 的 途径 ,探讨 完全 的 高 层 亚 序 的 结构 形式 . 对 此 ,我 们 需要 一 些 涉及 赋值 论 的 事 
实 . 

设 v 是 域 下 的 一 个 赋值 ，G。 是 v 的 值 群 ， 则 v 诱导 出 这 样 一 个 群 的 满 同 态 
T: F/F?” — Gy/2nGy, 使 得 对 于 a € È, D5(aF?") = v(a) + 2nGy. 

引 理 8.3.4 ”所 设 同 上 ， 且 n 是 自然 数 ， 则 存在 一 个 群 同 态 s: Gv/2nG, 一 
P/F", 使 得 5os 是 Go/2nG。 的 一 个 恒 等 映 射 . 这 样 一 个 群 同 态 s 称 作 5 的 一 个 
半截 口 . 

证 明 设 2n =p ---phr 是 2n 的 一 个 素 因 数 分 解 ， 其 中 ki>0 i=l r. 
借助 于 孙子 定理 ( 即 中 国 剩余 定理 ) 可 知 ， Gu/2nG。 到 直 和 BPG 的 如 下 
映射 是 一 个 群 同 构 : 

T: g+2nGy 一 (g +p Gu, ,g+piGy), gE Gv. 
同时 存在 P/E 到 直 积 了 PÈP 的 如 下 同 构 ， 


T: aF” 一 (a$? ab), ack. 


对 于 任意 素数 p, Gu/pG。 可 看 作 域 Z/(p) 上 向 基 空 间 ， 从 而 Gu/pG。 有 一 个 
HE {on + pG。 |A € A}, 其 中 4 是 一 个 指标 集 ， 借 助 于 归纳 法 ， 容 易 证 明 ， 对 于 每 
A k EN, Gu/pkG。 是 一 个 自由 的 Z/(p*)- 模 ， 它 有 一 个 基 {on + pG | Ae A}. 于 
是 ， Gu/pkG。 中 每 个 元 素 7 可 惟一 地 表 为 
了 = (> mgr) +P*Go, 
AEA 

其 中 0 < my < pt, 且 除 有 限 个 外 ， 这 些 ma 均 为 零 

对 于 每 个 入 eA, 取 定 ay € È, 使 得 v(aA) = gr. 这 样 ， 我 们 可 以 得 到 G,/p*G。 
到 JEP" 的 如 下 映射 

ġ: (Sma) +pkGyr> (ge) FP. 

显然 ，4 是 一 个 群 同 态 . 记 de: Gu/pi Go — F/ FO 是 按 上 面 方式 所 获得 的 
群 同 态 ，i = 1,…, 7. 由 此 可 获得 直 和 由 G./p G, 到 直 积 Th yee 的 如 下 群 
同 态 : 


Š: (g +p Go,- g +P Gy) 一 (bi1(9 +P Go) ,br(9 + PEG»), 9 € Gu. 


令 s=m opor, Wl s 为 所 求 的 群 同 态 ， 证 毕 - 
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H s: Gy/2nG, — F/F?* 是 五 的 一 个 半截 口 , HS A= s(Gs/2nGo), 则 扎 是 
商 群 P/F" 的 一 个 子 群 . 此 时 ,可 得 到 互 在 户 中 的 一 个 代表 元 集 A, 使 得 1 e A, 
且 下 列 条 件 成 立 : 

(1) 对 于 每 个 9 € Gu, 有 惟一 的 ae A, (RA g + 2nG, = v(a) + 2nG,; 

(2) $F a, be A, 有 ce A, 使 得 ab e cF2"; 

(3) 对 于 ae A, s(v(a) + 2nG,) = aF2n. 
事实 上 ， 有 9 € Gv, 使 得 s(g + 2nGy) = oF”. 从 而 有 9 + 2nG, = blat?) = 
v(a) + 2nGy. 从 而 条 件 (3) 成 立 . 

再 设 P, Æ v 的 剩余 域 F 的 一 个 普通 序 ， Go 是 Go 的 一 个 子 群 ，c: Go 一 
{1, -1]} 是 一 个 特征 标 ， 使 得 下 列 条 件 成 立 : 

(1') 2nG, S Go, EL 2nG, C ker(o); 

(2!) 商 群 G。/Go 的 Sylow 2- 子 群 是 一 个 阶 为 2 的 循环 群 ; 

(3) 当 r>1 时 ，Go 赂 27"G, Z ker(o). 

记 Ay = 8(Go/2nGy), H4 4o = {a € A | aF*” € Ay}, NI Dp C A, A Ao 
是 A 在 忆 中 的 一 个 代表 元 集 ， 此 外 ， 可 断定 v(Ao) C Go. 事实 上 ， 对 于 ae Ao, 
aF?” € 8(Go/2nG,). MT, v(a)+2nG, = 0(aF") € Go/2nG,. Aili, v(a) € Go. 

对 于 a € Ao, 规定 赋值 环 4。 的 如 下 子 集 : 


Oa = {2 € Av |z¢ My, H. o(v(a))Z € Py}, 


这 里 M, 是 vv 的 赋值 理想 ，3 = z+ M, € Fo. 
显然 ， 对 于 ae Ao, o(v(a)) € Oa. 最 后 ， 我 们 可 得 到 F 的 如 下 于 集 : 


P= U abaF™". 
acAo 


现在 ， 我 们 可 以 建立 如 下 面 的 结论 . 

定理 8.3.5 所 设 同 上 , 则 PP 是 下 的 一 个 与 v 相 容 的 完全 n 层 亚 序 , H PE 
ARR, 上 所 诱导 的 亚 序 恰 为 普通 序 P,. RK, HPP TS v 相 容 的 
TEn REF, APR 上 诱导 出 一 个 普通 序 P, W P 可 通过 上 面 方式 得 到 . 

证 明 首先 ， 由 上 面 的 条 件 (1) 可 推出 如 下 事实 :对 于 每 个 z € É, 有 惟一 的 
ae A, 使 得 z = acy”, Hp y € È, e € Ay \ My. 

其 次 ， 还 可 推出 如 下 断言 : Hae A, 且 有 7 EN, 使 得 2rv(a) € Go, Wa” = 
aoz2n, 其 中 ao € Ao, z € È. 

MEL, v(a)+Go 属于 Gu/Go 的 Sylow 2- FRF. 由 于 Gu/Go 的 Sylow 2- 子 群 
是 阶 为 2" 的 循环 子 群 ， 从 而 vla) € Go. 由 上 面 的 条 件 (2) 知 ， a2 = ba, 其 中 
be 4, ze 已 显然 ，v(b) € Go. 于 是 有 ao € An, 使 得 v(b) 十 2nG。 = v(ao) + 2nG。- 


PEZH 


88.3 与 n 层 序 相 容 的 赋值 a 


此 时 ， 必 有 b= ao € Ac. 因而 ， 上 面 断 言 成 立 . 

HERB, O.={zeA.|z¢M,HZ€R}2D1+M. AT 1+M, CP, E 
F” CP. 此 外 , BA ANP = 0 u {0} = Po. 

a, peP, Ha Ml 6B HAES, N a = ae, B = bny?™, HF a, b € Ao, 
€ € Oa, 7 E Oy, Mz, ye È. 车 v(a) # (8), RPK vla) < o(p), N a+ = 
ad = ae'r”, HH’ =1+pa l E1+M,. 由 于 ee € 68a, 从 而 a+BeP. 若 
v(a) = v(B), 则 由 上 面 的 条 件 (1) MI, a=b. 此 时 ，a+B = az2n[e+m(yz-1)2n], 其 
tH yc! € Ay\ My. HF o(v(a))é € Py,  o(v(a)) 9 = o(v(b)) a € Py, ATI Ñ € EP,. 
BR, (yom) € P,, MA ny) Eths. 注意 到 陪 集 cP, 是 加 法 封闭 的 . 于 是 
e+ nya)" = é+n(yr—)* € Py, BIA o(v(a))e + ny )m € o(v(a))eP, = Py. 
这 表明 e+ nye)" € Oa. AM, a+ Be aBaF?" C P. 此 外 ， 由 上 面 的 条 件 (2) 
$M, ab = cw", 其 中 ce A, we F. 由 于 s(Go/2nG,) Æ E/E” 的 一 个 子 群 ， 从 而 
有 


ch2n = (ab) F?" = (aF2")(bF2") 
€ 8(Go/2nG,) - s(Go/2nG_) C s(Go/2nG,). 


这 表明 c € Ao， 注 意 到 v(w”") € 2G, C ker(o), 从 而 o(v(c))eH = o(v(c) + 
u(u2n)) 本 = [o(v(a))élo(v(d))a] E€ Pu Py C Py, MA eneo Hifi, af = 
c(en)(zyw)*" € ceeF2n c P. 假若 -1e P, N -Ie ANP = P, FH. 因而 
-1¢P. 上 面 论证 表明 : P 是 域 的 一 个 包含 1+ M, 的 n 层 亚 序 , HPE vh 
剩余 域 F, 上 诱导 出 正 锥 P,. 

现在 ,需要 证 明 P 的 完全 性 . 显然 v(P) C v(Ao) + 2nG, C Go + Go = Go. 设 
h € Go, 则 由 条 件 (1) 知 ， 有 a € A, HA A+ 2nG, = v(a) + 2nG,. HALE (3) 知 ， 
aF?” = s(h + 2nG,) € s(Go/2nGu), 即 有 ae Ao. 从 而 a(v(a))a € a8, € È, MH 
v(a) = o(o(o(a))2) €v(P). HEA, he v(a) + 2nG, C v(P) + o(F™) C o(P). 
因此 ， v(P) = Go. 此 时 可 知 ， v(—P) = Go. 这 样 ， 我 们 有 PU-P C v-1(Go). 
BH a € v7!1(Go), 则 v(a) € Go = v(P). ATA p € È, 使 得 v(a) = v(p)， 由 
F P, 是 一 个 普通 序 ， 且 1+ Mo CP, 从 而 可 推出 A \ Mu C PU-P. Bi, 
a = (ap-!)p € (PU-P)- P= PU-P. 因而 ，v-!(Go0) = PU-P. 假若 已 不 是 
完全 的 ， 则 有 z EÈ, 使 得 z? € 户 ,但 z #4 PU-P. 由 上 面 讨论 知 ，2v(z) € Go, 
但 v(z) ¢ Go. t w+ Go 是 G。/Go 的 Sylow 2- 子 群 的 生成 元 ， 其 中 w EG, 
则 2w € Go, 但 2 一 lw ¢ Go. 由 于 循环 群 中 阶 为 2 的 元 素 是 惟一 的 ， 从 而 必 
H v(z) + Go =27w+ Go. Ẹ w = vy), HR y € È, Ml vty?) € Go. 于 是 
ay? e PU-P. 这 意味 着 : y ¢ PU-P, Ti y” = (1y)? e PPC È. 
由 条 件 (1) 知 ， 有 a e A, (AB 2w e v(a) + 2nGy. 由 此 有 y?™ = ab”, 其 中 
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be Fe € Ay \ My, 且 进 一 步 有 ebt = y” e P. 再 由 条 件 (2) 知 ， a? = cz”, 
这 里 ce A, z e F. 因而 ， ce?b2"z2r = y” © P. 注意 到 e e (PU-P)? C P, 
从 而 ce P, BPA v(e) € v( 户 ) = Go. 于 是 cE’ = s(v(c) + 2nG,) € s(Go/2nG»), 
BIA ce Ac. 由 PP RET M, o(v(c))e € Py, MA o(v(c)) = 1. 进一步 有 
o(2"w) = o(v(y?")) = o(v(c)) = 1. 显然 , 2"Go+(2rw) C Gon2rGu, 这 里 (2w) 表示 
由 2"w 生成 的 循环 子 群 . 另 一 方面 , Bn E Gon2"G。, W n= 2r9g, 其 中 ge Gy. 注意 
到 ，G。/Go = (w+Go)®H/Go, 这 里 五 是 Gy 的 一 个 包含 Go 的 子 群 , 使 得 H/Go 是 
恰 由 Gy/Go 中 所 有 阶 为 奇数 的 元 素 组 成 的 子 群 . 从 而 有 9 = kw+h+go, 这 里 ke Z, 
he H, H go € Go. FÆ n = (2% k)wW+2h+2" Qo. 由 于 2w € Go, Mili 2h € Go. & 
my A+Go 的 阶 , 则 m 为 奇数 , H mh € Go. BR Alm HK, 由 此 可 得 he Go. 
于 是 ，7 = (kw +2 (h+ go) € (2w) +2"Go. 因而 ，2rGo+ (2"w) = Gon2"Gy. 
由 于 o(2"Go) = {1}, 且 c(2ruw) = 1, 从 而 Go 2"Gy C ker(o), 与 上 面 的 条 件 (3') F 
Ja. 因而 ，P 是 完全 的 . 注意 到 ，1+ Mo CP. 因此 ，P 是 下 的 一 个 与 v 相 容 的 
完全 n BEF. 

现 设 PP 是 下 的 任意 一 个 与 v 相 容 的 完全 n 层 亚 序 ， 使 得 已 在 剩余 域 及 上 
诱导 出 一 个 普通 序 Po. 设 Go = o(P). 对 于 vla) € Go, 其 中 a e È, 由 条 件 (1) 
知 ， 有 惟一 的 ae A, 使 得 v(a) € v(a) + 2nGy. 于 是 存在 ce F UR €€ Ay\ My, 
使 得 a = cer”. 据 此 ， 规 定 o(v(a)) = sgnp, (€). 为 证 明 规 定 的 合理 性 ， 应 验证 
o(v(a)) 与 和 *e 的 选取 无 关 . 事实 上 , FLA a = any, 其 中 ye È, n E Ay\My, 
则 cy? © Ay\ My. 从 而 和 -+ = 到 -Te Po, WH senp, (0) = senp, (©. F 
是 ， 我 们 得 到 Go 到 {1, -1} 的 一 个 映射 o. 容易 验证 ， o 是 一 个 特征 标 ， 显然， 
InGy = uv(F2n) C v(P) = Go. H y = v(b) € Gu, 其 中 be È. 由 条 件 (1) 可 得 ， 
b=aex™, 其 中 ae A, z € È, He € Ay\My. 从 而 b2" = a2ne2ny2n, 这 里 = z2n. 
由 条 件 (2) 可 得 ， b2" = ceznz2n, 其 中 ze È. 由 此 有 o(v(b?")) = senp,(@") = 1, 
即 c(2n7) = 1. 这 表明 2nG, C ker(o). 由 定理 8.3.1(2) MM, G,/Go 是 F/P HAAS 
象 ， 且 同 态 核 同 构 于 及 /已 , 即 同 态 核 是 一 个 2 阶 循环 群 . 从而， Gu/Go 的 Sylow 
2- 子 群 是 F/P 的 Sylow 2- 子 群 的 同 态 象 ， 由 命题 8.2.2 知 ， F/P Ay Sylow 2- F 
群 是 循环 群 ， 于 是 C./Go 的 Sylow 2- 子 群 也 是 循环 群 . 令 27 为 G,/Go 的 Sylow 
2- 子 群 的 阶 ， 其 中 7 > 1, WA wek, 使 得 2"v(w) € Go, 但 2"-1v(w) ¢ Go. 此 
时 ， 有 a e È, 使 得 2"v(w) = v(a). 假若 o(v(a)) = 1 I a = ex, 其 中 ae Ao, 
ZEF, 且 EE Py. 从 而 wx = alen)jzzn, 其 中 me Ay \ My. 设 w = Koy2n, 其 中 
be A, yE È, HEE Ay\ My, W w?” = Wey = alen)a™. 由 上 面 的 条 件 (2) 可 
Bl, Peak" CP, BA w” eP. PANEER, we PU-P. 由 此 知 ， 
2"-1v(w) = v(w?™) € (È) = Go, FA. AMG, 2 v(w) = v(a) ¢ ker(o). 

deb, WH d= ber”, 其 中 be A, ce Fi ii ec A \M. 由 于 
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2nG。S ker(c), 从 而 o(v(b)) = o(v(d)) = sgnp, (ë), 即 有 ee Op. 由 此 有 ， de 
bF?” C U aeuF2n. 另 一 方面 ， 对 于 ae Ap 以 及 ee Og, o(v(a))ec Py. Hv 
aco 


和 P OMAHEM, o(v(a))e€ P. HF vla) € Go, 从 而 有 de 户 ,使 得 v(a) = v(d), 
即 有 4 = an, 其 中 me Av \ My. 由 的 规定 知 ，c(u(a)) = o(v(d)) = sgnp, (7), 即 
c(u(la))7e Py. FÆ o(v(a))n € È, IH en! e È. Ami, ae= d(e!) e P. 由 此 
可 得 WY, aeuF2n C P. Alt, P= UY, aeuF2n. 证 毕 . 


上面 定 理 表 明 这 样 一 个 事实 : 对 于 给 定 的 半截 s: Gy/2nGy — F/F” 以 及 
8(Gu/2nGy) 在 下 中 的 代表 元 集 A, 所 有 与 v 相 容 的 完全 n 层 亚 序 与 全 体 满足 条 件 
(1), (2) 和 (3) 的 三 要 素 组 (P,, Go,o) 是 一 一 对 应 的 .自然 会 问 ， 与 v MAW n 
层 序 对 应 着 怎样 的 三 要 素 组 ? 对 此 ， 我 们 可 建立 如 下 定理 . 

定理 8.3.6 ”所 设 同 定理 8.3.5, P 是 域 下 的 一 个 与 v 相 容 的 完全 n BEF, A 
在 定理 8.3.5 的 意义 下 ， (已 ,Go,c) 为 尸 所 对 应 的 三 要 素 组 ， 则 P 是 域 下 的 一 个 
nn 层 序 ， 当 且 仅 当 对 于 n 的 每 个 奇 素 因子 p, G。/Go 的 Sylow p- 子 群 是 循环 的 . 此 
时 ， 尸 的 恰好 层 为 |G。/Gol. 

证 明 由 命题 8.3.1(2) 知 ， 我 们 有 如 下 群 同 态 的 正 合 序列 ， 


1S R/P,  F/P & Gu/co 一 1 

注意 到 F,/P, 是 一 个 阶 为 2 的 循环 群 ， 从 而 ker() 是 阶 为 2 的 循环 子 群 ， 容 易 验 
证 :对 于 的 每 个 奇 素 因子 p, F/P Hy Sylow p 子 群 与 Gu/Go 的 Sylow p- FRE 
同 构 的 

E P ER F A n BF, U E/P EAER 2n 的 循环 群 ， 于 是 ， 对 
于 nn 的 每 个 奇 素 因 子 p, F/P Hy Sylow p 子 群 是 循环 的 ， 即 G。/Go 的 Sylow 产子 
群 是 循环 的 . 反 过 来 ， 若 对 于 n 的 每 个 奇 素 因子 p, Gu/Go 的 Sylow p 子 群 是 循环 
的 ， 则 户 / 户 的 Sylow p 子 群 也 是 循环 的 . 设 pt, …, pr 为 n 的 全 部 相 异 的 奇 素 因 
F, 且 i 为 户 / 户 的 Sylow p- 子 群 ，i = 1,…,7, 则 群 户 / 户 可 表 为 如 下 直 和 : 


F/P=Ho®@ Hi®@:.…®H,;,, 


这 里 Ho 是 户 / 户 的 循环 的 Sylow 2- FR. 此 时 易 知 ， 户 / 户 是 一 个 循环 群 . 因此 ， 
P 是 域 的 一 个 n 层 序 . 

由 上 面 的 正 合 序列 知 ， |F/P| = 2|G。/Gol, 即 P 的 恰好 层 为 |G。/Gol. 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 建立 下 面 的 重要 结论 ， 这 一 结论 可 看 作 定 理 1.1.2 在 高 层 亚 序 上 
的 一 个 推广 . 

定理 8.3.7 设 T 是 域 下 的 一 个 n 层 亚 序 ， 则 
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T=NP, 


RE P Hoe F PAWS T H n EF. 

证 明 根据 定理 8.2.4 知 ， 只 须 证 明 : 对 于 域 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 Q, 
Q=NP, 其 中 忆 取 遍 下 的 所 有 包含 Q@ 的 nn 层 序 . 

首先 ， 我 们 需要 证 明 如 下 关于 Abel 群 的 一 个 事实 : 

设 甩 是 一 个 运算 为 加 法 “+” 的 Abel 群 ，n CN, 使 得 对 于 每 个 ze H, nz = 0. 
ATRE L= {L| 工 是 理 的 一 个 子 群 , 使 得 商 群 A/L 为 循环 群 }, 则 QE = {0}. 


为 此 , 设 he H H h#O0, W hg {0}. 由 Zorn 引 理 知 ， H 有 一 个 子 群 Lo, 它 
关于 条 件 ， hg Lo 是 极 大 的 ， 显然， 商 群 H/Lo 中 每 个 元 素 的 阶 都 是 n HAF. 
取 5=9+ZLoe 克 /Po, 其 中 9e 玖 ,使 得 5 的 阶 最 大 ， 此 时 可 断定 : H/Lo 是 由 5 
生成 的 循环 群 ， 事 实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 有 H/Lo 中 有 元 素 d, 使 得 4 ¢ (9), 这 里 (9) 
表示 H/Lo 中 由 5 生成 的 循环 子 群 ， 记 (5,d) 是 H/Lo 中 由 元 素 5 和 d 生成 的 子 
W BER 5 的 阶 的 最 大 性 知 ， (5,d) 不 可 能 是 循环 的 .由 有 限 生成 的 Abel 群 的 
构造 知 ， (5,d) 可 表 为 它 的 真子 群 的 直 和 形式 ， (7, @ =V @W. 然而 ,根据 Lo 的 
极 大 性 易 知 ，Y 和 W 都 包含 非 单位 元 h =h+ Lo, FE. 因而 ，H/Lo 是 一 个 循 
HH, BI Lo < C. FÆ, hé Ae 这 表明 上 面 事实 成 立 . 


现 设 Q 是 域 尺 的 一 个 完全 的 n REF. 由 定理 8.3.3 A, AQ) 是 下 的 一 个 
与 @ 相 容 的 赋值 环 . 记 v 是 A(Q) 所 对 应 的 赋值 ，G。 为 "的 值 群 , HQ. E Q 在 
AQ) 的 剩余 域 及 上 所 诱导 的 阿 基 米 德 正 锥 . 根据 定理 8.3.5 的 证 明知 ，Q 可 通过 
满足 前 面 的 条 件 (1), (2) 和 (3) 的 三 要 素 组 (Qu, Gosa) 来 构造 ， 其 中 Go = v(Q), 
0 是 Go 到 {1, 一 1} 的 一 个 特征 标 . HERE G。/Go 表示 为 直 和 G。/Go = Ho OH, 这 
里 Ho 为 Gv/Go 的 Sylow 2- FR, mi H Eh Gu/Go 中 所 有 奇数 阶 元 素 组 成 的 子 
群 . 设 工 是 且 的 任意 一 个 子 群 ， 使 得 有 H/L 为 循环 群 。 由 群 同 态 基本 定理 知 ， G。 
有 一 个 子 群 G6, 使 得 Go C Go, H G6/Go = L. 显然 ，G6/Go 是 一 个 阶 为 奇数 m 
的 循环 子 群 ， 从 而 mG C Go. 据 此 ， 可 规定 Go 到 {1,—-1} 的 这 样 一 个 特征 标 o', 
使 得 对 于 每 个 ne Go, o'(n) = o(mn). 由 于 m 为 奇数 ， 从 而 of lc。= o. 注意 到 ， 从 
Gu/Go 到 Go/G% 的 典型 同 态 的 核 为 L, 且 工 的 阶 为 奇数 . 从而， Gu/Go 的 Sylow 
2- 子 群 与 G。/Go 的 Sylow 2- 子 群 是 同 构 的 ， 即 它们 都 是 阶 为 27 的 循环 子 群 ， 显 
然 Gon2"G, C GIn2rG 即 有 c(Gon2rG。) = 0/(GoN2"Gy) Co (GON2"G,). 由 
于 o 满足 前 面 的 条 件 (3), 从 而 在 > > 1 时 ， o(GoN 2G) 4 {1}. 此 时 ， 自 然 有 
o'(GoN2Gy) # {1}. 这 表明 (Qu, Go, 0’) 也 满足 前 面 的 条 件 (1°), (2) 和 (3). 由 定 
理 8.3.5 知 ， 由 三 要 素 组 (Qv,Go,o’) 可 构造 出 域 的 一 个 完全 nn 层 亚 序 Pr. 由 于 
Go E Go E o’ 1co=o0, 从 而 由 定理 8.3.5 中 所 指明 的 构造 方式 ， 易 知 QE PL. 

AR, Gu/Go = (Go/Go)/L 空 Ho @H/L. 从 而 ， 对 于 n 的 每 个 奇 素 因 子 p, 
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Gy/Go 的 Sylow p- 子 群 同 构 于 循环 群 H/L 的 Sylow p FR. AM, Go/G9 的 
Sylow Pp- 子 群 是 循环 的 .根据 定理 8.3.6 知 ， Py 是 域 下 的 一 个 n 层 序 . 

设 子 群 族 C = {L| LÆ H 的 一 个 子 群 ,使 得 H/L 为 循环 群 }, 则 由 上 面 
论证 的 事实 知 ， DE = {0 + Go}. XF L eL, 由 定理 8.3.5 所 指明 的 构造 方 


法 知 ， v(Pr)/v(Q) = Go/Go = L. 设 aen 站 已 这 里 己 取 遍 域 已 的 所 有 包含 
Q 的 n EF, WR ac Are 于 是 ， 对 于 每 个 L€ L, v(a) + Go EL. 由 


此 有 v(a) + Go € ALE = {0+ Go}, BP v(a) € Go = v(Q@)， 此 时 ， a = de, 
€; 


其 中 de Q, € € A\ Me EBB EE Q,U-Q. Hot @ 的 相 容 性 知 ， 
eEQU-Q. 从 而 ，a = de € QU-Q. BË ac -Q, WIIF Le L, -ae PL, MA 
-1 = (—a)a™' € PL P, C Py, F. 因而 ae Q. XH, QAP, HF PRUA F 
的 所 有 包含 Q 的 n 层 序 .很 清楚 ， @ 和 这 个 交集 P 必然 相等 ， 定理 获 证 . 

由 定理 8.3.7, 定理 1.1.4 可 得 到 如 下 推广 . 

推论 设 下 是 一 个 实 域 , 则 对 于 每 个 自然 数 n, DE” 怡 为 下 的 所 有 mn 层 序 的 
交集 . 


§8.4 BTA 


从 高 层 亚 序 的 定义 和 有 关 结 论 可 见 ， 域 中 元 素 的 高 次 方 塞 和 在 高 层 序 理论 中 
是 一 个 重要 的 研究 对 象 . 在 本 节 中 ， 我 们 将 在 上 节 的 基础 上 ,讨论 域 中 不 同 次 数 的 
方 短 和 之 间 的 关系 .在 本 节 中 ， 所 讨论 的 域 的 特征 都 为 堆 . 于 是 可 认定 ， 所 讨论 的 
域 都 包含 有 理 数 域 . 

设 下 是 一 个 域 ，m 为 自然 数 ， 则 可 构造 下 的 如 下 子 集 : 


sm- {Soot rem aeris) 


i=1 

显然 ，Fm C EF™, OF! 4+EF™ C EF™, ZEm.DFmCZFm, 且 2Fm 中 所 有 非 
零 元 素 组 成 乘法 群 È 的 一 个 子 群 . 

首先 ， 我 们 可 以 建立 如 下 基本 事实 . 

命题 8.4.1 i FEDR, meN, N F= EF”, HHU mAAR, 或 者 
FREER. 

证 明 当 m 为 奇数 时 ， 显 然 -1e ZFm. 当 m ABR, (HF 不 是 实 域 时 ， 由 
定理 8.3.3 的 推论 知 ， -1e DF". 因而 ， 在 所 给 的 条 件 下 ， 总 有 -1 e ZFm. 此 
时 ， 根 据 恒等式 


268 第 八 章 ”高 层 序 理论 


m-l 

mlz = 3 nl A) [(z + k)™ —k™] 
k=0 

可 知 ， 对 于 每 个 E F, mla e DF”. 注意 到 ml! 是 DFm 中 非 零 元 ， 从 而 ae 2Fm. 

Alt, F="F™. 

反 过 来 , Hm 为 偶数 , 且 下 是 一 个 实 域 , 则 由 定理 8.3.3 AHEM, -1¢ DF”. 
Au, F ADP. 证 毕 . 

由 上 面 命题 可 知 ， 值 得 进一步 探讨 的 是 这 样 的 情形 : 域 WK, Am = 2n 
为 偶数 ， 此 时 ， 根 据 定理 8.3.7 的 推论 知 ， DA” 是 F 的 所 有 n 层 序 的 交集 因 
而 ， 我 们 有 必要 讨论 域 的 高 层 序 的 存在 形式 . 

引 理 8.4.2 设 " 是 域 环 的 一 个 实 赋值 ， 且 G 为 v 的 值 群 ， 如 果 G pG, 其 
中 为 素数 ， 则 对 于 每 个 re N, F 有 一 个 恰好 层 为 p 的 序 . 

证 明 首先 , 设 p = 2. 由 引 理 8.3.4 的 证 明知 ，G/2r+1G 是 一 个 自由 的 Z/(2"+1) 
- 模 ， 它 有 一 个 基 {g、 十 2"+1G |A € A}, 其 中 4 为 一 个 指标 集 ， 现 取 定 一 个 指标 
Ao € A. 由 群 同 态 基 本 定理 知 ，G 有 惟一 的 子 群 Go, 使 得 27+1G C Go, H Go/2r+1G 
是 G/2r+1G 中 由 元 素 gr + 2r+1G MFM {oA 十 27+1G | A € A, 但 入 天 Ao} 所 生成 
的 子 群 .显然 ，G/Go 是 由 gx + Go 生成 的 一 个 阶 为 2 的 循环 群 ， 任意 取 定 剩余 
域 玉 的 一 个 普通 序 Po. 由 Go/2r+1G 的 构造 知 ， 可 规定 Go/2r+lG 到 {-1,1} 的 
一 个 同 态 7, 使 得 r(2rgx + 2r+1G) = -1, 而 对 于 其 他 的 Ae A, r(9A 十 2r+1G) = 1. 
令 o=To7, 其 中 7 为 Go 到 Go/2"+1G HARMS, Wo 是 Go 到 {1,-1} 的 一 
个 特征 标 ， 显 然 ，2"gs。E GoM 2"G, 但 2" ga, ¢ ker(o). 由 定理 8.3.5 和 定理 8.3.6 
知 ， 五 有 一 个 恰好 层 为 2" 的 序 P. 

Mit p #2. 由 Z/(p")- 模 G/p"G 的 自由 性 知 ，G 有 一 个 子 群 Go, 使 得 G/Go 
是 一 个 阶 为 p" 的 循环 群 . 此 时 ， G/Go 的 Sylow 2- 子 群 的 阶 为 1. 令 o 是 Go 到 
{1,-1} 的 浅显 特征 标 , 且 Po 为 剩余 域 Fo 的 任意 一 个 普通 序 . 由 定理 8.3.5 和 8.3.6 
知 ， 三 要 素 组 (Po, Go,o) 诱导 出 F 的 一 个 恰好 层 为 p 的 序 . 证 毕 . 

由 上 面 引 理 ， 可 推出 下 面 的 结论 . 

定理 8.4.3 设 下 是 一 个 实 域 ，p 是 一 个 素数 ， 则 下 列 叙述 等 价 : 

(1) F 的 每 个 实 赋值 的 值 群 都 是 p- 可 除 的 ; 

(2) 对 于 每 个 me N, EF” = DFP; 

(3) FRA r €N, DEP = ORR, 

(4) 对 于 某 个 m € N, EF?" = DFP, 

证 明 蕴含 关系 “(2) = (3) > (4)” 显 然 成 立 . 

(1) => (2): 显然 ， 2F2np C ZF2". 为 证 明 DF2n CEF”, 由 定理 8.2.4 的 推 
论 2 知 ， 只 需 证 明 F 的 每 个 完全 的 np 层 亚 序 也 是 n BEF. 设 8 是 下 的 任意 一 
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个 完全 的 np REF. 由 定理 8.3.3 知 ， AQ) 是 下 的 一 个 与 @ 相 容 的 实 赋值 环 . 
由 于 2F2np CQ, 从 而 由 Q AEM, EF? C QU 一 Q@. 令 v 是 AQ) 所 对 应 的 
赋值 ， 且 Go = v(Q), 则 npG。 = v(F"?) C Go. 由 叙述 (1) HM, Ge = pG. 从 而 ， 
nGy C Go. 根据 定理 8.3.1(2), 我 们 有 如 下 群 同 态 的 正 合 序 列 : 


1— Fy/Qu — F/Q — Gu/G0 — 1. 


BEA, E” CQ, BP F2n CQ. 这 表明 : QE 下 的 一 个 完全 的 n 层 序 . 

(4) = (1): $ m= p*t, 其 中 s > 0, t 为 一 个 不 被 p 整除 的 自然 数 ， 假 若 叙述 
(1) 不 成 立 ， 则 FF 有 一 个 值 群 为 G 的 实 赋值 w 使 得 pG AG. 由 引 理 8.4.2 知 ， 
有 一 个 恰好 层 为 pe+l 的 序 P. BR, EFP CDK? CP. 由 叙述 (4) 知 ， 
ZF2m C P, B 已 也 是 一 个 mm 层 序 . 从 而 ， Pe+1 整除 m, 矛盾 . 因而 , 叙述 (1) 成 
立 . 证 毕 . 

推论 1 设 下 是 一 个 实 域 , H m= kn, 其 中 mm k EN, I) EF” = DFM, 
当 且 仅 当 F 的 每 个 实 赋值 的 值 群 是 k- 可 除 的 . 

证 明 # DF” = DF, WIF k 的 每 个 素 因 子 p, DF2" = XF. 由 定理 
8.4.3 知 ， 五 的 每 个 实 赋值 的 值 群 都 是 p- 可 除 的 ， 从 而 必 是 k- 可 除 的 . 

反 过 来 ， 设 FF 的 每 个 实 赋值 的 值 群 是 k- 可 除 的 ， 则 对 于 k 的 每 个 素 因子 p, 
这 些 值 群 也 是 p- TRH. $ k= pp pa 其 中 p, pz, +++, ps 均 为 素数 .重复 应 
用 定理 8.4.3 可 得 ， OF? = DFP: = DFM =... = DFM = DPM, 证 
毕 . 


推论 2 设 己 是 一 个 实 域 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) F 的 每 个 完全 的 高 层 亚 序 都 是 普通 序 ; 

(2) F 的 每 个 实 赋值 的 值 群 都 是 可 除 的 ; 

(3) 对 于 每 个 ne N, EF? = DF. 

证 明 U8 (1) 和 (3) 的 等 价 性 来 自 于 定理 8.2.4 的 推论 2(2) 以 及 这 样 一 个 事 
实 ， 每 个 完全 的 一 层 亚 序 即 为 普通 序 . 

BULB (2) 和 (3) 的 等 价 性 由 上 面 的 推论 1 可 得 . 证 毕 . 

推论 3 若 实 域 FF 的 每 个 普通 序 都 是 阿 基 米 德 的 ， 则 对 于 每 个 me N, DF? = 
DF, 

证 明 由 定理 3.2.2 和 命题 3.2.3 可 知 ， F 仅 具 有 浅显 的 实 赋值 ， 由 于 浅显 赋 
值 的 值 群 {0} 是 可 除 的 ， 从 而 由 上 面 的 推论 2 可 得 结论 .证 毕 . 

由 上 面 的 推论 3 可 获得 这 样 一 个 事实 : 若 FF 是 有 理 数 域 的 一 个 代数 扩张 ， 则 
已 中 每 个 元 素 的 平方 都 可 表示 为 F 中 若干 个 元 素 的 2n KM, HP n 为 任意 
自然 数 . 

下 面 的 定理 表明 ， 两 个 异 次 方 壬 和 的 同一 性 可 以 从 一 个 域 “ 址 传 ” 到 它 的 代数 
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扩 域 上 . 

定理 8.4.4 设 下 是 一 个 域 ，m, neN, 且 n|m. # EF” = ZF2m, 则 对 于 
F 的 每 个 代数 扩张 K, DK” = SK, 

证 明 AK 不 是 实 域 ， 则 由 命题 8.4.1 知 ， CK" =K = PK2m. Mik K E 
DER, H wE K 的 任意 一 个 实 赋值 ， 则 wv:=w |p 是 域 下 的 一 个 实 赋 值 . 记 
Gu 和 Gu 分 别 是 v 和 w 的 值 群 。 由 定理 8.4.3 的 推论 1 知 ， G。 是 k- 可 除 的 ， 其 
中 k= = 由 赋值 论 的 熟知 事实 ， 商 群 Guw/G。 中 每 个 元 素 的 阶 都 是 有 限 的 . 由 此 
FM, Gy 也 是 k- 可 除 的 . 根据 定理 8.4.3 的 推论 1 知 ，ZK2n = 2K2m. 证 毕 . 

作为 一 个 元 素 可 表 为 偶 次 方 短 和 的 一 个 判定 ， 可 建立 下 面 结论 . 

定理 8.4.5 设 下 是 一 个 域 ，a € F, 则 对 于 自然 数 n, a e EF”, 当 且 仅 当 
a E EF?, 且 对 于 下 的 每 个 实 赋值 v, vla) € 2nG,, 这 里 Gy Æ v 的 值 群 . 


证 明 设 ae 5F2", 则 显然 ae DR. Sa= So". 由 命题 3.1.2 知 ， 对 于 下 
i=l 


的 每 个 实 赋值 v, v(a) = min{v(b?") | i = 1, +- r} = min{2nv(bi) |i = 1, +, r} € 
2nGy. 

反 过 来 , a € OF?, A a 满足 定理 所 说 的 其 他 条 件 . 设 8 是 域 下 的 任意 一 个 完 
全 的 n 层 亚 序 , H v 是 实 赋值 环 A(Q) 所 对 应 的 实 赋值 , 则 由 条 件 知 ，v(a) < 2nGy, 
AT, a = zhe, 其 中 z € È, edt AQ) 中 可 道 元 . S a= S08, Me = Dolor”). 


i=l i=l 
此 时 有 ， min{2v(bye-”) | i= 1, -++ , r} = v(e) = 0, BY bz” € A(Q), i= 1, pr. 


于 是 E= or eQ.. 由 v 与 Q 的 相 容 性 可 知 ，ee Q. 从 而 ，a e Q. 根据 定 


i=l 

理 8.2.4 的 推论 2 知 ，ae DF. 证 毕 . 

作为 上 面 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 可 建立 下 面 两 个 推论 ,其 中 第 一 个 推论 可 看 作 
Hilbert 第 十 七 问题 的 解答 在 高 次 方 宏和 方面 的 一 种 推广 . 

推论 1 设 下 是 一 个 实 域 , 且 下 在 它 的 每 个 实 闭 包 中 稠密 ，f e Fle ,zm]， 
这 里 Flz1,… ,zm] 是 域 下 上 m 元 多 项 式 环 , 则 对 于 自然 数 n, f 可 表示 为 有 理 函数 
I F(z1,… ,zm) 中 若干 个 元 素 的 2n 次 方 短 之 和 ， 当 和 且 仅 当 对 于 F 的 每 个 普通 序 
P, f Œ (F, P) LEPEH, BIF F(z1,… ,zm) 的 每 个 实 赋值 v, v(f) € 2nG,, 
这 里 G 是 v 的 值 群 . 

证 明 由 定理 4.1.2 的 推论 与 上 面 的 定理 8.4.5 可 得 结论 .证 毕 . 

推论 2 设 下 是 一 个 实 域 , 且 下 的 每 个 普通 序 都 是 阿 基 米 德 的 . 若 f(z) 是 单 
元 多 项 式 环 Flz] 中 一 个 次 数 为 7 的 多 项 式 , 则 对 于 自然 数 n, 14 f2" 是 F(z) 中 若 
干 个 元 素 的 2rn KALA. 

证 明 显然 ，1+f2"€ 2F(z)?. 设 v 是 域 F(z) 的 任意 一 个 实 赋值 ，G 是 v 


ety, 
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的 值 群 , 且 4 为 v 的 赋值 环 . 由 定理 3.2.2 和 命题 3.2.3 知 ，v 在 下 上 的 限制 是 浅 
显 的 . 由 命题 3.1.3 知 ，G 兰 Z, 且 4= (F[z])p(z), 其 中 p(z) 是 Fle] 中 一 个 不 可 约 
SH, BH A= {Í | f, g € Fla], g #0, Hdes(s) < deglg)} TE A = (Fel) pe 
BY, 1+ f2" 是 4 中 可 道 元 ,从 而 o(1 + f2") =0 € 2rnG. 当 4 为 后 一 种 情况 时 ， 
v(1+ f?") = —deg(1+ f°”) = —2rn € 2rnG. 根据 定理 8.4.5 A, 142" € 2F(z)2rn. 
证 毕 . 

此 外 ， 由 定理 8.4.5, 我 们 还 可 建立 下 面 的 定理 . 

定理 8.4.6 B FE— MR, m,n eN, 则 对 于 任意 al, …,ar €F, (£ a") € 

i=1 


LFM, 


证 明 4 b= (Ser) , 且 不 妨 假定 b 关 0, 则 显然 be OF. 设 v 是 下 的 任意 
i=l 


实 赋值 ， 则 v(b) = nv (È a") = min{nv(a?™) | i = 1, --- , r} = min{2mnv(a;) | 
i=1,..,r}€ 2mnG。 由 定理 8.4.5 Ml, be 2F2mn. 证 毕 . 

由 上 面 的 定理 8.4.6, 我 们 可 以 获得 某 种 类 型 的 恒等式 ， 这 类 恒等式 是 首次 由 
D. Hilbert 提出 的 . 因此 ， 这 类 恒等式 称 作 Hilbert 恒等式 . 

推论 (Hilbert 恒等式 ) 设 zi, …, zr 是 有 理 数 域 Q 上 的 r 个 未 定 元 ， 则 对 于 
任意 m, ne N, 存在 如 下 形式 的 恒等式 : 


(aR + et Tam)" = fi (pl Er) + falti Fr) mn, 


其 中 filan tr) E€ Ql Tr) i=l, 8. 
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在 本 节 中 , 我 们 将 把 普通 序 域 的 实 闭 包 和 实 闭 域 这 些 概念 推广 到 高 层 序 中 . 从 
研究 完全 亚 序 的 拓展 入 手 ， 我 们 将 获得 关于 高 层 实 闭 包 和 高 层 实 闭 域 的 一 些 重要 
信息 . 

定义 8.5.1 设 天 是 域 己 的 一 个 扩张 ， 已 和 QDE FM K 的 完全 亚 序 . 
如 果 QNnF= P, 且 已 和 @ 具有 相同 的 恰好 层 ， 那 么 称 Q E PEK 上 的 一 个 拓 
展 . 此 时 亦 称 (K, Q) 是 (F, P) 的 一 个 扩张 . 

显然 ， 在 上 面 定义 中 的 条 件 下 ， 乘 法 群 ÈA K 的 恒 等 嵌 入 诱 导出 一 个 群 同 
W: F/P — K/Q. 

作为 完全 亚 序 的 可 拓展 性 的 一 个 充分 条 件 ， 我 们 可 建立 如 下 定理 . 

定理 8.5.1 设 PP 是 域 下 的 一 个 恰好 层 为 n 的 完全 亚 序 ，K 是 下 的 一 个 扩 
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ak, Hv 是 赋值 环 4(P) 所 对 应 的 实 赋值 . 如 果 v 可 拓展 为 K 的 一 个 赋值 w, 使 得 
下 面 的 两 个 条 件 成 立 : 

(1) 商 群 Gu/G。 中 每 个 元 素 的 阶 都 是 有 限 的 ， 且 与 2n BK, RHC, M Gu 
分 别 为 v Al w 的 值 群 ; 

(2) Py 可 拓展 为 w 的 剩余 域 Kw 的 一 个 普通 序 ， 这 里 P, 是 P 在 v 的 剩余 域 
F, 上 所 诱导 的 普通 序 ， 

那么 已 可 拓展 为 K 的 一 个 完全 亚 序 . 

证 明 由 条 件 (1) 可 知 ，Gu = Guo+ 2nGu, H Gun2nGu = 2nGu. 从 而 Gu 到 
Gu 的 恒 等 嵌 入 诱导 出 一 个 群 同 构 7: Gu/2nG。 — Gu/2nGu. & Go = v(P), 则 
2nGu。 C Go. FE, 7 诱导 出 群 同 构 r: G。/Go — Gu/Go+ 2nGu. 

设 sv: Gu/2nG。 — F/F? 是 五 的 一 个 半截 口 , AS sw 7) 和 so 的 合成 映 
射 , 则 sw: Gu/2nGu — P/F" 是 五 的 一 个 半截 口 . 取 定 so(G/2nGu) TE FA 
代表 元 集 A, 则 A 也 是 ss(Gu/2nGu) 在 K 中 一 个 代表 元 集 . 令 Gh = Go+2nGu, 
则 8v(Go/2nGy) 和 sw(Go/2nGw) 在 A 中 的 代表 元 子 集 相 同 ， 且 记 作 Ao. 设 o: 
Go 一 {1,-1} 是 由 了 所 确定 的 特征 标 ， 则 可 规定 Go 到 {1, -1} 的 这 样 一 个 特征 
PR Oo’, 使 得 对 于 每 个 go E Go UR n E Gu, o'(go + 2nn) = o(go). 由 同 构 r 知 ， 
Gu/G6 和 Gy/Go 的 Sylow 2- 子 群 同 构 , 从 而 它们 都 是 阶 为 27 的 循环 子 群 . 由 条 件 
(2) 知 ，P 在 Kw 上 可 拓展 为 一 个 普通 序 Qu. 由 包含 关系 Gon2"G, C GIn2rGu 
可 知 ， 三 要 素 组 Qu, Gh, o’) 满足 定理 8.3.5 中 所 要 求 的 条 件 . 由 定理 8.3.5 知 ， 这 
个 三 要 素 组 确定 域 K 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 Q, 使 得 Q = Y aBaK”", 这 里 Oa 


的 规定 同 定理 8.3.5 中 所 示 . 

设 be P, Ml v(b) € Go. 从 而 v(b) € v(a)+2nG,, FEF a € Ao. 由 此 有 b= aez2m， 
BoP z € È, € € Ay\ My C Aw \ My. 注意 到 ，P 是 由 三 要 素 组 (已 , Go,c) 所 确定 
的 .从 而 c(u(o))ze Py, BRAT o’ (w(a))é € Qu. 这 表明 ee 68。, 从 而 be aeoK2n CQ. 
Alli, PCQNF. 反 过 来 , 设 be QNF, Mlb =azy, HP ac Ao, z € Oa, y E K. 
由 此 知 ， 2nw(y) = w(b) — wla) = v(b) - v(a) € Gy. 由 条 件 (1) 知 ，w(y) € Gr, 
即 对 于 某 个 ze È, wy) = v(z). 于 是 b= aezr2n, 其 中 e = 2(ye1)?" € Ay \ My. 
WAT, o(v(a))€ = co'(wlo))zz-2zn € Qu, 即 有 clulaj)jze QuN Fy = Py. th P 
与 三 要 素 组 (P,,Go,0) 的 对 应 关系 知 ， = aez?n e P. 因而，QnR CP, 即 有 
QNF =P. 此 外 ，Q RREA: |Gu/Go| =|Gv/Go| =n. Alt, Q Æ PEK 
上 的 一 个 拓展 .证 毕 . 

由 于 赋值 域 的 Hensel 化 是 一 个 直接 扩张 , 从 而 由 定理 8.5.1 可 得 到 如 下 结果 : 

推论 设 P 是 域 下 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 ，v 是 由 赋值 环 AP) 所 确定 的 实 
赋值 ， 则 P 可 拓展 为 已 关于 v 的 Hensel 化 的 一 个 完全 的 n REF. 

定义 8.5.2 设 忆 是 域 下 的 一 个 完全 的 nn 层 亚 序 ，(R,Q@) 是 (FP) 的 一 个 扩 
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IK. MR RÆ FRADI, E 8 在 已 的 每 个 真 代数 扩张 上 不 能 再 拓展 ， 那 么 
称 (R,Q) 是 (FP) 的 一 个 实 闭 包 . 

类 似 于 证 明 普通 序 域 的 极 大 序 扩张 的 存在 性 ( 见 定理 1.3.5 的 证 明 ), 可 以 证 明 : 
对 于 域 F 的 每 个 完全 亚 序 P, (F, P) 都 有 一 个 实 闭 包 . 

对 于 高 层 亚 序 的 实 闭 包 ， 我 们 可 以 建立 下 面 的 基本 结论 . 

定理 8.5.2 设 PP 是 域 下 的 一 个 完全 的 n 层 亚 序 ，(R,Q@) Æ (F, P) 的 一 个 实 
HE, I AQ) 是 R 的 一 个 实 Hense 赋值 环 ， 且 它 的 剩余 域 是 实 闭 域 . 

证 明 由 定理 8.5.1 的 推论 知 ， 4(@) 是 RR 的 一 个 实 Hensel 赋值 环 . 设 v 是 
AQ) 所 对 应 的 实 赋值 . 假若 v 的 剩余 域 Ro 不 是 实 闭 域 , 则 Ry 有 一 个 有 限 的 实 代 
数 扩张 Rola), 使 得 Qu 可 拓展 为 Rola) 的 一 个 普通 序 . 设 F(x) 是 a 在 域 R, 上 的 
极 小 多 项 式 , WAQ) 中 有 一 个 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 f(z), 使 得 f(z) 是 f(z) 在 
自然 同 态 ，A(Q@)[z] 一 Role) FHR. 令 8 是 f(z) 在 民 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 
K = R(p), 且 忆 是 v 在 域 天 上 的 一 个 拓展 , 则 显然 Be hw, 即 B:= 8+Mo E Ky. 
由 命题 6.8.1 知 ， [K : R] = [Gy : Gu[Ku : Re] > [Gw :GujIRu(D) : Ro). 由 
F [K : R] = deg(f(z)) = deg(f(z)) = [Re (B) : Ro], 从 而 有 [Gw : Gy] = 1, A 
[Kw : Ry] = [Rv (8): Ro). 由 此 有 Kw = R(8) S Rola), 从 而 Qu 可 拓展 为 Kw 的 
一 个 普通 序 . 由 定理 8.5.1 知 ，Q 可 拓展 为 K 的 一 个 完全 亚 序 ， 矛 盾 于 “ 实 闭 包 ” 
的 定义 ， 因 而 ， R 是 一 个 实 闭 域 . 证 毕 . 

为 进一步 考虑 层 序 的 实 闭 包 ， 我 们 需要 下 面 的 一 个 关于 Abel 群 的 引 理 . 

引 理 8.5.3 it G 是 一 个 运算 为 乘法 的 Abel H, G” := {g" | g € G}, 其 中 
neN. 若 五 和 U 都 是 G 的 子 群 ,使 得 UC H, H/U 是 一 个 n 阶 循环 群 ， 且 
G"NHCU, 则 G 有 一 个 子 群 V, 使 得 (1)G" CV, 且 VNH=U; (2)G/V 是 一 个 
n 阶 循环 群 . 

证 明 由 GAH CU 可知 ，G"U NH =U. 根据 群 的 第 二 同 构 定 理 ， 
HG"/G"U = H/U. 从 而 HG"/G"U 2B G/G"U 的 一 个 n 阶 循环 子 群 . 记 4 = 
G/G"U, B = HG"/G"U. 借助 于 Zorn 引 理 可 知 ， 4 有 一 个 子 群 C, 使 得 C 关 
于 条 件 ， BOC = {1} 是 极 大 的 . 此 时 ， 可 断言 4 = BC. 事实 上 ， 如 若 不 然 ， 
则 A/C # BC/C, WA ā = aC € A/C, 18H a ¢ BC/C. 令 m HK a HP. 
BR a” = 1, 从 而 m | n. 注意 到 am = 1 e BC/C. 从 而 可 选取 最 小 的 自然 数 k, 
使 得 ak € BC/C. BR, k|m. FÆ, a 是 子 群 BC/C 中 阶 为 天 的 元 素 . 注 
意 到 BC/C = B/(BNC) & B, 从 而 BC/C 是 一 个 n 阶 循环 子 群 . 令 5 := b0 是 
BC/C 的 一 个 生成 元 且 n = rm, 其 中 be B H ren, Wb 也 是 循环 子 群 BC/C 
中 阶 为 F 的 元 素 ， 从 而 必 有 ak = (5*)* = E IE s EN. Sd = bam, 则 
显然 4 gC. 容易 证 明 C-()NB = {1}, 矛盾 于 C 的 极 大 性 ! 因而 4 = BC. 
由 于 4 = G/GU 是 群 G 的 同 态 像 从 而 G 有 一 个 子 群 V, 使 得 G"U CV, 
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C=V/G"U. 此 时 ，G/Vs4/C= BC/C = B, BI G/V 是 一 个 n 阶 循环 群 . 很 清 
#8, UCVOH. Rit, Hace VN4, Wl GU © CNB = {l}, 即 有 ze GnU. 
由 此 有 ze GtUNH. KM VO =U. 证 毕 . 

引 理 8.5.4 Kv 是 域 F 的 一 个 Hensel R, H v 的 剩余 域 B-TRA 
域 . 若 U 是 乘法 群 É 的 一 个 子 群 ， 使 得 -1 ¢ U, 且 Em CU, 其 中 me N, 则 
U+UCU. 

证 明 ita, beU, AAP v(a) < v(b), 则 (a+b) = all +a), 其 中 a= 
ba-1 € ANU. 从 而 只 须 证 明 ， liaeU. 假若 a =a+ M, ¢ F2, Wh F 的 实 
闭 性 知 ， a E-F? = 一 F2m. 考察 多 项 式 f(z) = z2m +a, 则 f(z) 在 Fola) 中 的 像 
F(x) 在 Fy 中 有 一 个 单 根 . 由 Hensel 引 理 知 ， f(z) 在 Ay 中 有 一 个 根 c. 由 此 有 
一 1 = a(c-!)?m e U, 矛盾 . Mitt ae F?, 即 有 1+Gae F? +F? =F? = F2m. 再 根 
据 Hensel 引 理 可 知 ，1+ ae 42m CU. 证 毕 . 

作为 实 闭 域 在 高 层 序 理论 中 的 一 个 推广 ， 我 们 可 以 给 出 如 下 定义 . 

定义 8.5.3 设 Q 是 域 RR 的 一 个 恰好 层 为 n 的 序 . 如 果 Q 在 R 的 每 个 真 代 
数 扩张 上 不 能 再 拓展 ， 那 么 称 (R,Q) 是 一 个 恰好 层 为 ”的 实 闭 域 . 

BR, E Q 是 域 尺 的 一 个 恰好 层 为 n 的 序 ， 则 (RQ) 是 一 个 恰好 层 为 n 的 
实 闭 域 ， 当 且 仅 当 (RQ) 是 它 自身 的 实 闭 包 . 现在， 我 们 着 手 考察 恰好 层 为 n 的 
KHR. 

命题 8.5.5 H (R, Q) 是 一 个 恰好 层 为 n 的 实 闭 域 ，G, 是 赋值 环 4(Q) 所 对 
应 的 实 赋值 v 的 值 群 ， 则 下 面 的 结论 成 立 : 

(1) [R/(R? U —R?)| = 1 3È} 2, H |R/(Ř? U—A?)| = 2 4 ALY 2 |n; 

(2) 对 于 每 个 m EN, 其 中 m 的 每 个 素 因子 都 是 n 的 因子 ， 则 商 群 R/(R™ U 
一 hm) 是 一 个 m 阶 循环 群 ; 

(3) 对 于 与 n 互 素 的 奇数 m, R™ = R; 

(4) 对 于 每 个 素数 p, 当 ptn 时 ，pG。 = Gv; 当 pln 时 ，|G,/pGo| =p. 

证 明 (1),(2) 首先 证 明 这 样 一 个 事实 : 对 于 2n 的 每 个 素 因 子 p, Q C RPU-R?. 
事实 上 ， 如 若 不 然 ， 则 有 a < Q, 使 得 a 4 Rr? U 一 RP. 此 时 可 断定 vla) ¢ PG. 否 
SU, A a € R, 使 得 vla) = pv(a), 即 v(a) = 0. 由 于 wv 是 剩余 域 为 实 闭 域 的 
Hensel 赋值 , 从 而 由 Hensel 引 理 知 ，aPa -1 € APU—AP, BIA a € RPU—R?, FJA. 
记 Yo 为 多 项 式 z? 一 a 在 RR 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 且 w 是 v 在 域 工 = R( Ya) 
上 的 惟一 拓展 . 注意 到 ， pwya) = wa) = vla) € Gu, 但 w(Wa) ¢ Go (否则 
v(a) = pw( Ya) € pG,!). 因而 ,由 命题 6.8.1 知 ，[L : R] = [Fu : Fj[Gw : Go]. 注意 
BI [L : R] < p, E [Gu : Fo) > p. AMA [L : R] = [Gu : G») = p, H Fu = FF. 因而 ， 
w EIR L H — AE Hensel 赋值 , 目 剩余 域 F 是 实 闭 域 . BIR, Ra?) C LNR, 
其 中 (OF) BR a? 生成 的 循环 群 . 反 过 来 , Hoe LR, H z £0, N 
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aay, 其 中 ye L. 注意 到 Go = Go + (w(¥a)), 从 而 w(y) = v(b) + kw( Ya), 
其 中 上 e Z, be 大 KE vba r) = 0. BR, bael e L2n, 从 而 
bna t e-l © F2 = F2 = F", h Hensel 3|@7 MI, brar! © R”, 即 有 
ze R”. (a?) Al, LR =R". (a 人) C Q, ML ORC À. 根据 引 理 
8.5.3 知 ， 乘 法 群 LAAT Qi, 使 得 L” C QL, QLNR=Q, H L/ġL 是 一 
个 2n MERE. 显然， 一 1 ¢ QL; 否则 -1e QLAR =Q! 再 由 引 理 8.5.4 知 ， 
Qr := QLU{0} È Q 在 域 L 上 的 一 个 拓展 ,与 所 设 蔬 盾 . 因此 ， 上 面 事实 成 立 . 

由 上 面 事实 可 知 ， R/(R UR?) 是 循环 群 R/Q 的 同 态 象 ， 设 aQ 是 循环 群 
RIQ 的 生成 元 ， 其 中 ae k, 则 R/(RPU RP) 是 一 个 由 a(R? U — RP) 生成 的 循环 
W. 当 p 关 2 时， RP = —RP, 从 而 可 知 R/R 是 一 个 阶 为 p 的 循环 群 . 24 p= 2 
Bt, R/(R?U—R?) 的 阶 为 1 或 2. BR, R/R U-R?) 的 阶 为 2 当 且 仅 当 2 |r. 
从 而 结论 (1) 成 立 . 

再 通过 计算 易 知 ， 对 于 n 的 素 因子 p 以 及 自然 数 上 R/R UR) 是 一 个 
H a(R?" U—RP*) 生成 的 p* 阶 循环 群 . Bm = ph pkr, HEP p,e, pr den i 
相 异 的 素 因子 ，ki EN i=1, r. 4 H= R/R URP), N Hi 为 Pr! 阶 特 
环 群 ，i = 1,…, 7. 于 是 ， 直 积 H x … x H 是 一 个 阶 为 m 的 循环 群 . 作 RE 
A, x- x Hr 的 如 下 映射 : 


T: t (eche U Ep ji ,T(r U -RP= )), TER. 


显然 ， 是 一 个 群 同 态 ， 由 于 r(o) 是 H x … x H 中 一 个 阶 为 m 的 元 素 ， 从 而 
是 一 个 满 同 态 .通过 计算 易 知 ， 同 态 核 ker(7) 恰 为 R*U 一 Rm. 由 同 态 基本 定理 
知 ， 结 论 (2) 成 立 . 

(3) 假若 RA R", 则 对 于 m 的 某 个 素 因子 p, RA Rr. 从 而 有 ac R, 使 得 
a ¢ RP. 注意 到 p 是 奇 素数 ， 从 而 由 Hensel 引 理 可 知 ， v(a) ¢ pGy. 记 Ya 为 多 
项 式 z? -a 在 民 的 代数 闭 包 中 的 一 个 根 ， 且 w 是 v 在 域 L= Ra) 上 的 惟一 拓 
R. 通过 上 面 类 似 的 讨论 可 知 ，Gu = Gus+ < wya) >. wre LR, Ar X40, 
则 z= yn, Hhyel. 于 是 w(y) = v(b) + kw( Ya), FEF k e€ Z, be È. FRA 
2nkw( Ya) = v(z07?") € Gy. BIR, w70) ¢ Gu, 但 pw( Ya) = v(a) € Gy. 注意 到 
了 与 2n BR, ATAA p |k, 即 有 a? eR”. 此 时 有 vba 2-1) = 0. 同样 由 
Hensel 3ÆT A, baz? e R, BA re R”. Aili, L*AR=R"CQ. 由 
引 理 8.5.3 81, Q 可 以 拓展 为 域 工 上 一 个 恰好 层 为 n 的 序 , 矛盾 . 因而 ，Rm = R. 

(4) 设 p 是 一 个 素数 ， 当 ptn 且 p 头 2 时 ， 由 结论 (3) 知 ，R? = R. 从 而 
PGs = Gy. 当 2 tn 时， 由 结论 (1) M, R= R?U 一 R?， 从 而 也 有 Gu = 2G. 
当 p1n 时 ， 由 结论 (2) A, R/(RPU-R?) 是 一 个 阶 为 p 的 循环 群 ， 此 时 易 见 ， 
|G»/pPG.| = 1 3È p. 如 若 Gy = pG。, 则 由 Hensel 引 理 可 知 ， 户 = 训 U- 训 ,矛盾 . 
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因此 ，|G。/pG,| =p. 至 此 ， 命 题 获 证 . 

定理 8.5.6 设 (R,Q) 是 一 个 恰好 层 为 n 的 实 闭 域 ， 则 R 的 所 有 完全 的 高 层 
亚 序 都 为 恰好 层 为 m 的 序 ， 其 中 m 的 每 个 素 因子 都 整除 n, 且 

(1) 当 为 奇数 时 ， RR 的 恰好 层 为 m 的 序 正 是 子 集 R2™; 

(2) 当 n 为 偶数 时 ， 尽 的 恰好 层 为 mm 的 序 Pan 可 通过 这 样 的 方式 获得 : Bm 
为 偶数 , 则 Pam = R2mU 一 aR2m, 其 中 ae R™, {E a ¢ R™U-R™; Hm 为 奇数 ， 
TY Pom = R?™ UaR?™ 或 Bm = R?™ U —aR™, 其 中 ae R”, H ag R”U-R™, 

证 明 设 PP 是 域 R 的 任意 一 个 恰好 层 为 m 的 完全 亚 序 ， 则 由 命题 8.5.5(3) 可 
知 ，m 的 每 个 素 因子 都 整除 n. 由 命题 8.5.5(2) A, R/(R™U—R™) 是 一 个 m 阶 
循环 群 . 

X n HAR, R/R” 为 m 阶 循环 群 ， 由 命题 8.5.5(1) 知 ， 户 / 记 是 2 阶 循 
环 群 ， 从 而 易 知 ， R/R 为 2m 阶 循环 群 . 由 于 R” CP, 从 而 有 已 = R2m. 反 
过 来 ， 若 自然 数 m 的 每 个 素 因子 都 整除 n 则 由 上 面 讨论 知 ， R/R 是 一 个 2m 
阶 循环 群 ， 由 引 理 8.5.4 知 ， R+ R2m C R2m. 因而 ， R” 是 RR 的 一 个 恰好 层 
为 m 的 序 . 

当 n 为 偶数 时 ， 由 命题 8.5.5(2) WA, R/(R™ U -Rm) 是 一 个 m 阶 循环 
W, H R/(R2m U-R™) 是 一 个 2m 阶 循环 群 ， 显 然 Rn g R2m U 一 R2m; 否则 ， 
R (Rem UF") 中 每 个 元 素 的 阶 不 超过 m. 对 于 ae R", 其 中 a ¢ R2mU 一 R2m， 
ae R™ C P， 由 PP 的 完全 性 知 ，a € PU-P. 车 m 为 偶数 ， 则 (RU 
一 R2m) n R™ = R2m, 即 有 R” = R2m U aR2m. 假若 we P, W R” CP, 矛盾， 从 
而 -ae P. 此 时 易 知 ， 已 = PR2m U -aR2m. 若 m 为 奇数 ， 则 R2m U 一 R2m C Rm. 
此 时 ， Rm = R2m U 一 R2m U aR2m U -acR2m， HETA, P = R2m UaR2m 或 
P = R™U-aR'™. BRK, 设 自然 数 m 的 每 个 素 因子 都 整除 n, a c R”, 但 
ag R™U-R™. 由 上 面 的 讨论 可 知 ， 当 m 为 偶数 时 ， R2mU -aR2m 为 RA 
个 恰好 层 为 m 的 序 ;而 当 m 为 奇数 时 ， R2mUaR2m 和 R2mU 一 aR2m Hie RAY 
恰好 层 为 m 的 序 . 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 以 给 出 高 层 实 闭 域 的 一 个 刻画 ， 这 个 刻画 可 看 做 定理 3.4.9 的 一 
个 推广 . 

定理 8.5.7 设 Q 是 域 R 的 一 个 恰好 层 为 n 的 序 ， G。 是 赋值 环 AQ) 所 对 
应 的 赋值 v 的 值 群 ， 则 (R,Q) 是 恰好 层 为 n 的 实 闭 域 ， 当 且 仅 当 如 下 三 个 条 件 都 
成 立 : 

“(1)v 是 一 个 Hensel 赋值 ; 

(2) 对 于 素数 p, 若 pfm, N pG, = Gy; Æ p | n, W |Gu/PG.] = p; 

(3) v 的 剩余 域 是 一 个 实 闭 域 . 

证 明 由 定理 8.5.2 和 命题 8.5.5 知 ， 只 须 证 明 充分 性 .为 此 ， 我 们 首先 证 明 
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nGy = v(Q). 

it v(a) es Gu, Hae È. 由 于 am e Q, Milt a” € QU-Q, BIA no(a) € v(Q). 
AT, nG, C v(Q). 令 = 你 pt, 其 中 pi,…, pr 为 相 异 的 素数 ，k CN, 
i=l, r. 由 条 件 知 ， Go/piG。 为 pi 阶 循环 群 ，i = 1, …, r， 由 此 可 知 ， 
Gu/pkG。 为 pë 阶 循环 子 群 ， i = 1, .…, 7. 借助 孙子 定理 可 知 ， Gu/nG。 与 直 
和 Gu/p Gu 田 … 昌 Gu/ptrG。 同 构 ， 从 而 Gu/nG。 是 一 个 n 阶 循环 群 ， 又 由 定理 
8.3.6 知 ， |Go/v(Q)| =n. 因而 有 v(Q) = nG。. 

假若 (RQ) 不 是 一 个 恰好 层 为 n 的 实 闭 域 ， 则 (RQ) 有 一 个 真有 限 扩张 
(K,Qx). & w 是 赋值 环 A(Qx) 所 对 应 的 赋值 ， 则 w 显然 是 v 在 K 上 的 一 个 
SHER. BR, w 也 是 一 个 Hensel 赋值 ， 且 它 的 剩余 域 Ko 也 是 实 闭 域 ， 由 命 
题 6.8.1 知 ，[K : R] = [Gw : Gs][Kw : Re] = [Gu : Gu], WA Gu A Gy. 显 
然 v(@) C WOK) NG. #9 € wWQK)NG», A g = wa) = v(a), HH a € R, 
而 a€ Qe. 由 Hensel 引 理 可 知 ， aa-l e K™ U-K?” C Qk U-Qx. Mil 
a € (Qk U-Qx) NR = QU-Q, Bf v(a) € v(Q). 因而 ，w(Ok)nG = vQ). 
根据 定理 8.3.6 知 ， [Gu : w(Qx)] = [Gv : (Q). 因而， wx) Z Gu; 否则 
w(Qx) = w(Qk) NG, = o(Q)! 从 而 有 某 个 we Ox, HH wa) ¢ Gy. HF K 是 
尽 的 代数 扩张 ， 从 而 有 k EN, 使 得 kw(a) € Gy. 选取 最 小 的 自然 数 使 得 上 面 
关系 式 成 立 ， 必定 上 > 1. Rp 是 上 的 一 个 素 因子 , 且 令 8 = 05, 则 Be Ox, 使 
18 w(8) ¢ Gu, 但 pw() € Gy. 若 p+m, W mo(B) € Gy = pGy. 此 时 有 w(B) € Gu, 
Fi. 若 p | mw 则 由 上 面 讨论 知 ， pw(8) € w(Qk) NG, = vQ) = nG 此 时 ， 
w(A) € K S Gu, 矛盾 . 因而 ， (R, Q) 是 一 个 恰好 层 为 n 的 实 闭 域 .证 毕 . 


88.6 ”高 层 实 全 纯 环 


在 83.5 中 ， 我 们 研究 了 实 全 纯 环 ， 并 获得 实 全 纯 环 的 一 些 重要 特性 ， 对 于 一 
个 (普通 的 ) EFR (FLT) 以 及 F 的 一 个 子 环 D, 我 们 把 F 的 所 有 与 T 相 容 且 包 
含 DD 的 实 赋值 环 的 交集 称 作 FF 关于 亚 序 7 和 子 环 D 的 实 全 纯 环 . 为 了 引进 与 高 
层 亚 序 相关 的 实 全 纯 环 ( 即 高 层 实 全 纯 环 ), 需要 给 出 实 赋值 与 高 层 亚 序 之 间 的 相 容 
性 的 定义 . 

定义 8.6.1 设 T 是 域 正 的 一 个 n 层 亚 序 ，v 是 下 的 一 个 赋值 . KOSTA 
E, MRM FER ti, te €T, v(t + te) = min{o(tr), v(ta)}. 此 时 ， 亦 称 v 的 赋值 环 
A, 5 T HA. 

显然 ， 上 面 的 定义 是 定义 314 在 高 层 亚 序 上 的 一 个 推广 通过 直接 的 常规 验 
证 可 知 ， 若 人 是 域 A n BEF, Hoe PTS T 相 容 的 赋值 ， 则 v 
的 剩余 域 F, 的 如 下 子 集 : 
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Ts = {@=a+M, |a ETNA}, 


是 Bi n REF. 因而 ， 与 亚 序 相 容 的 赋值 都 是 实 的 . 

为 了 阐明 定义 8.6.1 和 定义 8.3.1 的 一 致 性 以 及 这 两 个 定义 之 间 的 联系 ， 我 们 
建立 如 下 命题 . 

命题 8.6.1 设 T 是 域 下 的 一 个 n 层 亚 序 ，v 是 域 下 的 一 个 赋值 ， 则 

(1) 当 了 是 完全 亚 序 时 ，v 与 了 相 容 ， 当 上 且 仅 当 1+ M, CT. 

(2)v 与 卫 相 容 ， 当 上 且 仅 当 对 于 F 的 某 个 包含 的 n 层 序 P,wv 与 PHR. 

证 明 (1) R1+ MCT. BE vt TRAR, WA ti, t2 €T, 使 得 v(t1 十 
t2) > min{v(tr), v(t2)}. HATA v(t1) = v(te), 且 ti 和 te 都 不 为 零 .从 而 有 
(ti + taty? € My. 由 所 设 知 ， 1 一 (ti + tty © T, 即 -totT! € T. 由 此 有 
一 1 = (tot7!)t1tz! eT, F. Hm, vt THE. 

反 过 来 , Wo 与 了 相 容 . 根据 定理 8.3.3 Al, A(T) = {a € F | 有 m e N, 使 得 m 土 
a E T} 是 F 的 一 个 实 赋值 环 ,使 得 1+ I(T) CT, 这 里 I(T) 是 AT) 的 极 大 
理想 . 对 于 a € A(T), AMEN, 使 得 m 土 a €E T. hv ST 的 相 容 性 知 ， 
vm+a) > min{v(m+a),v(m—a)} = v((m +a) +(m—a)) = v(2m) = v(1) = 0. 此 
时 必 有 ， v(a) > 0, 即 ae Ay. 这 表明 A(T) C Ay. 因而 ，1+ Mo C1+1(T) CT. 

(2) 设 P 是 下 的 一 个 n 层 序 , 使 得 TC 已, Hvt PMA. 由 定义 8.6.1 知 ， 
显然 "与 了 相 容 . m 

现 设 v 与 了 相 容 . + = {Ea +n)imen, ti ET, hE m). 显然 

i=l 
TOH,N+HCH AN-HCH. MH -1 eT, W -i= YOt n), 其 中 
i=1 


WET, mE Mim @am 1+ So =- tn MATTE 


i=1 i=1 


va) =v (= wn) > min{v(tim), =- ,v(tmtm)} 


i=l 
> min{v(1),v(tı), +- ,v(tm)} = v(a). 
从 而 -1 ¢ Ty. 这 表明 T 也 是 下 的 一 个 n 层 亚 序 ， 由 定理 837M, FA—An 
层 序 P, 使 得 Ti C P. 注意 到 1+ Mo CT CP, 从 而 * 与 已 相 容 . 此 时 ， 显 然 
TCP. 证 毕 . 
类 似 于 定义 3.5.1, 我 们 给 出 高 层 实 全 纯 环 的 如 下 定义 . 
定义 8.6.2 HT ERF Hin BEF, DEFHIR. FRNA 
AT MARAE D 的 赋值 环 之 交集 称 作 F RPE T ATH D 的 实 全 纯 环 , 且 
记 作 Hr(T, D). 特别 地 ， 当 D = Q 时 ， 相 应 的 实 全 纯 环 肥 称 作 F 关于 亚 序 了 的 
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实 全 纯 环 ， 且 简 记 作 Hr(T). 
BD ER PWT TH, AP RP OP BE, WIRE F 的 如 下 子 
集 : 


C(D,P) = {ze 下 | 有 de DN F”, Eds E P}. 


对 于 上 面 的 子 集 C(D, P), 我 们 有 如 下 结论 . 

命题 8.6.2 设 P 是 域 下 的 一 个 n 层 序 ，D 是 下 的 一 个 子 环 则 C(D,P) 
是 下 的 一 个 与 P 相 容 且 包含 子 环 D 的 赋值 环 , 且 它 包含 在 下 的 每 个 与 P 相 容 且 
包含 D 的 赋值 环 中 . 

证 明 由 恒等式 


2n-1 
nz = Y (=H (27 H) ie + k) kn 
Compe = X ayer") e+ e 
可 知 , 对 于 每 个 ye D, (2n)!y = t-te, HF ti, t2 € DnZF2n. 4d = ti+tz € DOP, 
则 (2n)\(d +y) € P, BNA y € C(D, P). Aili, DCC(D,P). 

Wx, y € C(D,P), WA di, d € DN EF”, HG di +z, dye P. 从 
而 (dy +d) t (z -y) = (d +z) + (da F y) € P, HA z- y € C(D,P). 此 外 ， 
dida + zy = 3(d1 + 2)(d2 +y) + 3 (dı — 2)(d2 F y) € P, BA zy € C(D, P). 因而 ， 
C(D, P) 是 域 下 的 一 个 子 环 . 

注意 到 N C DO UF, 从 而 A(P) C C(D,P). 由 于 AP) 是 的 一 个 赋值 
环 ， 从 而 C(D, P) 也 是 F 的 一 个 赋值 环 ， 使 得 M2 C My, 这 里 Mi 和 Me 分 别 为 
A(P) 和 C(D, P) 的 极 大 理想 . 由 4(P) 与 已 的 相 容 性 知 ，1+Mz ES1+AM CP. 
于 是 ， 赋 值 环 C(D, P) 与 PHX. 

再 设 B 是 下 的 任意 一 个 与 已 相 容 且 包 含 D 的 赋值 环 ， 且 v 为 B 所 对 应 的 
赋值 . 对 于 x € C(D,P), 有 de DnZF2n, 使 得 d 士 z €E P. Mii uld + z) > 
min{v(d + x), v(d — 2)} = v((d + z) + (d—2)) = v(2d) > 0. 此 时 必 有 wv(z) > 0, 即 
zeB. 因而 ，C(D, P) CB. 命题 获 证 . 

根据 上 面 两 个 命题 ， 容 易 建 立 下 面 的 定理 : 

定理 8.6.3 设 T 是 域 下 的 一 个 n 层 亚 序 ，D 是 下 的 一 个 于 环 则 


Hr(T, D) = NC(D, P), 


这 里 忆 取 遍 下 的 所 有 包含 T 的 n 层 序 . 

证 明 由 命题 8.6.2 知 ， 对 于 FF 的 每 个 包含 了 的 n 层 序 P, C(D,P) 是 下 的 
一 个 与 相 容 且 包 含 D 的 赋值 环 ， 再 由 命题 8.6.1 知 ， C(D, P) 5T AA. 由 
Hr(T, D) HEXA, Hr(T, D) CN C(D,P), RH P 取 遍 下 的 所 有 包含 了 的 n 
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层 序 . 

另 一 方面 , 若 B 是 FF 的 任意 一 个 与 相 容量 包含 D 的 赋值 环 ， 则 由 命题 
8.6.1 知 ， Bt FREA T H n BJF PMA. 根据 命题 8.6.1 知 ，B 2 
C(D, Pi) 2 NC(D, P), 其 中 P 取 遍 下 的 所 有 包含 了 的 n 层 序 .由 B 的 任意 性 
知 ， Hr(T,D) 2 NC(D, P), RF P RUR F HRABE T H n EF. 证 毕 . 

为 了 进一步 刻画 高 层 实 全 纯 环 Hr(T, D) 中 的 元 素 ， 我 们 需要 把 域 的 所 有 
包含 的 nn 层 序 作为 一 个 拓扑 空间 来 加 以 研究 ， 设 T ER F HA n BEE, 
HM Xp(T) 表示 F 的 所 有 包含 的 n 层 序 组 成 的 集合 .再 令 & 是 复数 域 中 一 个 
2n 次 本 原单 位 根 , MT = {&,… E) 是 一 个 由 & 生成 的 2n 阶 (乘法 ) 循环 群 对 
于 每 个 Pe Xp(T), 由 命题 8.2.5 知 ， 户 / 户 是 一 个 阶 为 2m 的 循环 群 ， 其 中 mm 为 n 
的 一 个 因子 ， 从 而 有 一 个 群 同 态 pp: F/P — T. HARES: FP P/P S up 
合成 ， 则 得 群 同 态 Ap: E — T, 使 得 对 于 a € È, Ap(a) = 2" = 1 MAY ae È. 

BRF T 以 离散 拓扑 , 则 由 熟知 的 Tychonoff 定理 , 乘积 空间 是 一 个 Hausdorff 
的 紧 空间 ， 显 然 ， 对 于 每 个 Pe Xp(T), Ap E TË. 考察 Xp(T) 到 TF 的 如 下 映 
St: 


A PeesAp, Pexr(T). 


显然 ， 入 是 一 个 单 射 ， 通 过 类 似 于 定理 1.5.3 的 证 明 可 知 ， 映 射 的 象 (Xp(T)) 
是 拓扑 空间 PP 的 一 个 团子 集 ， 从 而 A(Xr(T)) 是 一 个 紧 子 空间 . 

将 Xp(T) 与 和 (XF(T)) 等 同 ， 从 而 使 得 tr(T) 是 一 个 Hausdorff 的 紧 空间 . 
根据 乘积 拓扑 的 定义 可 知 ， 所 得 的 拓扑 空间 tr(T) 的 一 个 子 基 由 所 有 如 下 子 集 组 
成 : 


H(a;k) = {P € Xr(T) | Ap(a) = &*}, 


其 中 ae PLR =1, +++, 2n. 由 这 样 一 个 子 基 所 确定 的 拓扑 称 作 X(T) 的 Tychonoff 
拓扑 


H 

定理 8.6.4 所 设 同 定理 8.6.3, Hoe F, MW z € He(T, D), 当 且 仅 当 有 某 个 
de D, fe dtaeT. 

WR RdtceT, HHde D, WHF F HENUE T H n EF P, 显然 有 
x € C(D,P). 由 定理 8.6.3 知 ，ze Hp(T,D). 

现 设 z € Hp(T,D), 则 由 定理 8.6.3 知 ， 对 于 F 的 每 个 包含 了 的 m 层 序 P, 
z €C(D, P). 于 是 , 对 于 每 个 Pe Xr(T), E dp € DnZF2n, 使 得 dp 土 ze P. 对 于 
每 个 Pe Xp(T), $ Hp = H(dp+z; 2n)NH (dp—z; 2n) = {Q € Xr(T) | dpta € Q}, 


鉴于 拓扑 空间 Xp(T) 的 紧 致 性 ， 我 们 可 以 对 高 层 实 全 纯 环 的 元 素 进 行 如 下 刻 


mo 
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则 对 于 Xp(T) 的 Tychonof ith, Hp 是 一 个 开 子 集 . 这 样 ， 我 们 得 到 Xp(T) 的 
一 个 开 复 盖 {HP | Pe Xe(T)}. 由 Xr(T) 的 紧 性 知 ， Xr(T) 有 一 个 有 限 的 子 复 盖 


{Hp, | P; € Xr(T),i=1,…,7}. $ d= dr, WER de DNZ2F2". sat, 对 


i=1 

于 每 个 Pe Xp(T), ART KE {1,……,r} 使 得 Pe Hp, Bl dp, tre P. 从 而 ， 
d+z= (dp, +2) + (d- dp,) € P+T C P. 根据 定理 8.3.7, 我 人 有 d 土 zeT. 证 
毕 . 

在 定理 8.6.4 的 基础 上 ， 可 进一步 建立 下 面 的 定理 ， 这 一 定理 给 出 了 高 层 实 全 
纯 环 Hp(T,D) 中 元 素 的 形式 . 

定理 8.6.5 ”所 设 同 定理 8.6.4, 则 对 于 xe F, FARRAH: 

(1) z € He(T,D); 

(2) 对 于 某 个 teET, zz +t D; 


@) 26 D[ 4 Ire}, am p[ iter 表示 将 子 集 [rater] 


添加 到 子 环 D 上 所 得 的 扩 环 . 

证 明 (1) > (2): He € He(T,D), WEH z™ € HF(T,D)， 由 定理 8.6.4 
知 有 deD, 使 得 d 一 z2"* ET. St=d—2™, Mite T, Ho" +t eD. 

再 设 rz tte D, 其 中 teT. 对 于 下 的 任意 一 个 与 了 相 容 且 包 含 DHR 
值 环 B, 用 vs 表示 B 所 对 应 的 赋值 ， 此 时 ， va(z2n") > min{fue(z2n),vs(b} = 
vp(a" +t) >0. AT 2?" € B, Bl ce B. H Hp(T,D) HELM, 2 € He(T,D). 

(1) = (3): i z € Hp(T, D), 则 由 定理 8.6.4 知 ， 有 de D, 使 得 d 土 和 ET. 令 
tı =d+z, H tz =d- z, I) ti, t2 E T, A (1 +tı)(d +1- z) = (1 + t2)(d +1 + 2). 


i: l+t __l+t ne y ï 
由 此 有 ， dt 人 (于 pp ei Ey „Wt t ET. 从 
1 1 1 
= AY aaant 
m «= (d+ (aa ra) €? [Ag lee7]. 


Hit ce ol iter]. 对 于 F 的 任意 一 个 与 了 相 容 且 包含 D 的 赋 
HF B, 仍 用 um 表示 B 所 对 应 的 峰值 此 时 ， 对 于 每 个 4 7, val +i) = 


minfoe(D)oa(Oj < v(t) = 0, M ve (77) = -v0 +4) > 0. 从 而 Te 有 于 


是 p| iter] < B, 即 有 ze B. B, ze He(T,D). 证 毕 . 

推论 设 D 是 实 域 F 的 一 个 子 环 ， 则 对 于 每 个 自然 数 mn，HF(ZF2,D) = 
ETP(ZF2n,D). 

证 明 ERE, F 的 每 个 与 2F?" 相 容 的 赋值 都 是 实 赋值 ， 从 而 它 与 2F? 相 
容 . FRA, Hr(EF?, D) C HFEF”, D). 又 由 于 EF” C EF?, 从 而 由 定理 8.6.5 
Sl, Hp(SF%,D) = D | 二 lte zz cD k lte dl = Hp(5F*,D). 


282 第 八 章 ”高 层 序 理论 


证 毕 . 
引 理 8.6.6 ”所 设 同 定理 8.6.5, 则 F 的 每 个 包含 Hr(T, D) 的 赋值 环 都 与 T 相 
容 . 
证 明 设 B 是 下 的 任意 一 个 包含 Hr(T,D) 的 赋值 环 Av 是 B 所 对 应 的 
赋值 ， 对 于 任意 非 零 的 t, t2 € T, 其 中 v(t) < v(tz), 1 十 二 :ta € B. 此 外 ， 由 
定理 8.6.5 知 ， Te HF(T,D) C B. 从 而 v(1 + 要!to) = 0， 此 时 有 ， 
Tta 


u(t + ta) = v(ti) + v(1 +t7`t2) = v(tı) = min{v(t), v(t2)}. At, BS THA. 
证 毕 . 

为 了 研究 高 层 实 全 纯 环 He(T, D) 的 局 部 化 ， 我 们 需要 一 个 引 理 ， 这 一 引 理 可 
看 做 Dress 引 理 ( 引 理 3.5.5) 的 一 个 推广 . 

引 理 8.6.7 设 下 是 一 个 特征 为 零 的 域 ，HH 是 下 的 一 个 包含 Q 的 子 环 ， 且 
TEN. 若 对 于 每 个 ye F, (L+y") E€ H, 只 要 1+y" 关 0, 则 对 于 HET RE 
想 p, H XF p 的 局 部 化 为 域 下 的 一 个 赋值 环 . 

证 明 不 妨 直 接 设 矿 是 下 的 一 个 局 部 子 环 从 而 只 须 证 明 ， 五 是 下 的 一 个 
赋值 环 . $ M 为 甩 的 极 大 理想 首先， 我们 证 明 如 下 断言. 

断言 1 对 于 ae 疡 ore 万 或 ao-re 厂 . 

事实 上 , 如 若 or g H, MW 1+a" g H. HF (1+a0")-! € H, Milf (1+0")-! € M. 
“FE 1-(1+a")-) € H \ M, E a'(1 +a")! € H\ M. 由 此 有 1+a-r= [a"(1 + 
a")-?]-} € H, BIA a" € H. 

SCHAAF PHA, WERFAN. 

断言 2 C 是 下 的 一 个 赋值 环 ,使 得 对 于 每 个 ce C, cr eH. 

事实 上 ， 对 于 每 个 a e Fy 由 断言 1 知 ，ar CH Rat CH. 从 而 aeC 
Rate C. 这 表明 C 是 下 的 一 个 赋值 环 . 假若 对 于 某 个 ce C, cr g H, 则 
c 'EHCO. 于 是 ，c 是 C PHM. + Mc 为 C 的 极 大 理想 ， 则 由 C HEH 
上 的 整 性 知 ， McOH =M. 显然 ，c 一 天 Mc, 自然 有 c-" gM. 由 五 的 局 部 性 
Ml, co =(c") eH, FR. 因而， 断言 2 成 立 . 

只 剩 下 证 明 : CCH. 由 断言 2 可 知 ， 对 于 每 个 ce C， 


2r-1 
Qerjte= 并 (Di ( "Vic +k) -kr eH. 
k=0 


从 而 即 有 ce H. 至 此 ， 引 理 获 证 . 证 毕 . 

借助 于 引 理 8.6.6 和 引 理 8.6.7, 可 将 定理 3.5.6 推广 如 下 . 

定理 8.6.8 设 T 是 域 下 的 一 个 n 层 亚 序 ，D 是 下 的 一 个 子 环 , 则 实 全 纯 
I H := He(T,D) 的 所 有 素 理想 与 下 的 所 有 与 7 相 容 且 包含 D 的 赋值 环 之 间 存 
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在 这 样 的 一 一 对 应 : p 一 Hp, 其 中 oR H 的 素 理想 ， 而 Ho H HAF p 的 局 
部 化 . 
证 明 照搬 定理 3.5.6 的 证 明 即 可 . 
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在 前 面 的 各 章 中 , 除 少数 结果 外 (例如 Sylvester 定理 ，Sturm 定理 , 定理 2.5.4 
和 Tarski-Seidenberg 原理 等 ), 绝 大 部 分 结论 都 是 非 构 造 性 的 . 这些 非 构造 性 的 结 
论 都 是 在 给 定 的 假设 条 件 下 ,通过 逻辑 推理 而 演绎 出 的 定理 、 命 题 与 推论 ， 然 而 ， 
数学 结论 还 包括 一 类 在 理论 和 实践 上 都 十 分 有 意义 的 结论 一 一 构造 性 结论 ， 这 些 
构造 性 的 结论 是 通过 一 些 切实 可 行 的 有 效 算 法 ， 来 判定 所 研究 的 对 象 是 否 具 有 某 
种 特定 性 质 或 者 计算 出 所 求 对 象 的 具体 形式 . 

在 本 章 中 ， 我 们 将 建立 一 些 与 实 域 理论 有 关 的 构造 性 结果 ， 比 如 代数 方程 组 
有 实 解 的 判定 ， 半 定 多 项 式 的 判定 ， 多 项 式 理想 实 根 的 计算 ,正定 齐 次 多 项 式 的 平 
方 和 有 效 表示 以 及 柱 形 代数 分 解 等 ， 理 论 上 ， 所 涉及 的 许多 问题 都 可 借助 Tarski- 
Seidenberg 原理 来 解决 . 然而， Tarski-Seidenberg 原理 将 导出 太 多 的 由 等 式 和 不 等 
式 所 构成 的 关系 式 组 ， 以 致 问题 的 处 理 难以 实施 . 借助 计算 机 代数 系统 ,本章 所 提 
供 的 方法 可 处 理 有 关 的 实例 . 

本 章 的 内 容 涉及 到 其 他 有 关 理 论 和 计算 方法 . 限于 篇 幅 , 这 些 理论 和 方法 不 能 
详 述 ， 因 而 ， 在 必要 论 及 某 个 理论 和 方法 时 ， 将 指明 其 出 处 以 供 查考 . 
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判定 实 多 项 式 方程 是 否 有 实 解 ， 是 实 代数 几何 在 计算 方面 的 一 个 基本 重要 课 
题 , 这 一 课题 与 有 序 几何 中 定理 机 器 证 明 密切 相关 . 本 节 突破 给 定 多 项 式 所 在 的 原 
来 系数 域 的 局 限 ， 将 问题 的 讨论 从 原 系数 域 扩大 到 一 个 可 计算 的 包含 无 限 小 元 素 
的 非 阿 基 米 德 序 域 ， 正 因为 这 一 缘故 ， 称 本 节 中 的 方法 是 非 标准 的 . 

依照 文献 22] 中 定义 4.18, 一 个 序 域 (F, <) 称 作 可 计算 的 ， 如 果 下 是 一 个 可 
计算 域 ， 且 < 是 的 一 个 可 判定 序 . tt ERP 上 mn 个 未 定 元 ， 
HS Fin) = F(t1,… ,tn). 由 定理 2.6.4 可 知 , 序 < 可 以 惟一 地 拓展 成 域 Fin) 的 一 
个 序 ， 仍 记 作 <, 使 得 如 在 F EEEREN, Et tE Fay 上 是 正 的 无 限 小 ， 
i= 2,.…, nm。 显然 ， 序 域 (Fem), <) 也 是 可 计算 的 . 事实 上 ， 对 于 Rey 中 非 零 元 素 
i 其 中 fg 为 Fl,… ,tn] 中 非 零 多 项 式 ， t <O4AMM4AMR fg 关于 字典 序 
ty < 妇 <… < 如 的 尾 项 系数 为 负 ， 用 RA Re) 分 别 表示 序 域 (F,<) 和 (F<) 
的 实 闭 包 . 当然， 认定 RC Roy. 此 外 ， 用 Ro 表示 Fo 在 Ri 中 的 代数 闭 包 ， 
i=l n-1 由 命题 2.1.5 知 ， Ry) 实际 上 也 是 Ry 关于 序 < 的 实 闭 包 . 显然 
RC Rg) Co C Ry. 

作 实 闭 域 Rn) 的 如 下 两 个 子 集 : 
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Ain) = {2 € Rin) | 对 于 R 中 某 个 正 元 素 d, -d < z < d}; 
Min) = {z E€ Rin) | 对 于 RR 中 任意 正 元 素 d, -d< z < d}. 


由 序 < 的 结构 可 知 RC Am) E ti E€ My, i = 1,…,n. 根据 实 赋值 的 熟知 结 
$, An ER Rn) 的 一 个 实 赋值 环 ，M(n) 是 An) 的 赋值 理想 .此 外 ， An 和 
F < 是 相 容 的 .由 命题 3.1.3 知 ， An 和 Many AFF < 都 是 Rn 的 凸 子 集 . 注 
意 到 剩余 域 4(n)/M(n) 同 构 于 R, 从 而 存在 一 个 从 An) 到 R HAS r, 使 得 对 于 每 
个 Je Rb mf) = f(0,.… ,0). 

在 本 节 中 ， 将 使 用 上 述 术语 和 记号 ， 不 再 另 加 说 明 . 

现 设 f e F(X] := Flz1,… ,zn] 是 一 个 正 次 数 m 元 多 项 式 . 对 于 i = 1,…， 
n, fe R 的 如 下 子 集 : Ya(fizil = {ai € R | Ha, ail, Qitl +++, Qn € 
忆 , 使 得 f(a1,… ,Qi-1, isiti ,an) = 0}. 由 文献 [25] 中 命题 2.1.7 知 ， 当 方程 
f=0 € R PARN, 所 有 的 Vr(f;zi) 都 是 R 的 非 空 半 代 数 子 集 ， 且 都 是 由 R 
中 有 限 个 不 相交 的 ( 开 或 闭 或 半 开 半 闭 ) 区 间 以 及 点 构成 的 并 集 . 对 于 a € R, id 
[a,q] = {a}, 即 单 点 集 可 看 作 左 ， 右 端点 相同 的 闭 区 间 . 如 若 Vr zi) 有 某 两 个 区 
间 ， 其 中 一 个 的 右 端点 和 另 一 个 的 左 端 点 相同 ， 且 一 开 一 闭 ， 则 可 将 两 者 合并 为 一 
个 大 区 间 . 因此 , 总 假定 Vr(f;zi) 中 任何 两 个 区 间 都 不 具有 如 此 情形 , i = 1,…,n. 
一 个 区 间 的 端点 a 称 作 有 限 端 点 , 若 a 承 一 oo H až +o. BR, 4 Valfiai) AR 
时 ， YR(f;zi) 必 有 有 限 端 点 ， 对 于 有 限 端点 ， 有 如 下 断言. 

引 理 9.1.1 设 o 是 Vr(f;z1) 的 一 个 有 限 闭 端点 ， 且 a, …， an © R, 使 得 
F(a1,42,+++ ,an) = 0, 则 方程 组 


f =0, 
of =o, i=2, e,n 


E RPH (0,02, ,an). 

证 明 由 于 端点 ay 不 是 Va(f;z1) 的 内 点 ， 从 而 对 于 a 的 任意 开 邻 域 5, 均 有 
Sg Val fis). 假若 对 于 菜 个 je (2 sm}, FE lan van) £0. ARE, FE 
妨 设 j=n. 根据 适合 实 闭 域 的 隐 务 数 定理 (参见 定理 7.4.5), 存在 (a1,… sana) 在 
拓扑 空间 RO 中 的 一 个 开 邻 域 A, an 在 尽 中 的 一 个 开 邻 域 工 以 及 一 个 从 A FT 
的 函数 (BRAT), 使 得 (a1,… ,an-1) = an, 且 对 于 每 个 (z1,… ,zn-1, zn) E AXT, 
POs zn-bzn) =0 当 且 仅 当 Vz1,… ,zn-1) = zn. 由 空间 RO? 的 拓扑 结构 ， 
存在 点 ai 在 尺 中 的 一 个 开 邻 域 Si, i 一 1,…, n 一 使 得 S1 x… x Sy CA 这 
样 , 显然 有 Si C Val fier), FE. 因此 , 对 于 每 个 i=2,…,n， Llan ,an) = 0. 
证 毕 . 
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引 理 9.1.2 设 Va(f;z1) 有 一 个 有 限 开端 点 , 则 对 于 某 个 j E {2,… ,n}, 方程 


(Er ,jt j+: En) =0 


F(T ,Tj tl Tt, Tn) =O 


在 Ray PAH. 

证 明 ”不 失 一 般 性 , i a 是 Vr(f;z1) 的 一 个 左 侧 有 限 开端 点 , 则 al ¢ VR( ji ri)， 
同时 必 有 一 个 开 区 间 Jan, cl 包含 在 Vr(f;z1) 中 ， 其 中 ce R, 使 得 a1 < c. 此 时 ， 
可 以 断言 ， 对 于 某 个 了 € {2,… ,n}, Vir) 不 是 一 个 有 界 集 ， 事实 上 ， 如 若 不 
然 ， 则 RR 中 存在 一 个 正 元 素 d, 使 得 对 于 任意 y € Vr(f;zi), i = 2,…, n, 总 有 
—d<y<d. 于 是 ， 如 下 语句 在 R 中 成 立 : 


Vari (ay < T1 < c) — 3(z2，…… ,Tn) (f(T1, 22,°++ ,Tn) =0V-d< T2 < 
dV:*V-d< zn <d). 


注意 到 RC Ro. 由 转移 定理 知 ， 上 面 语句 在 RO) 中 也 成 立 . $ o = al +t, 
则 aa € Ray, H ai(aa)c. 于 是 存在 a2, +++, an € Ray, E flai ,an) = 0, 
且 -d < oa <d, i = 2,…, n. 由 赋值 环 An) 的 结构 ， 有 ai < Aapi=l, e, 
n. 于 是 fr(at)，…,r(an))= (f(a: an))= 0, BE f(a, …,r(an))= 0, 这 里 
nhai) E R i=2, 0 AMA ar € VR(f;zT1), FE. 由 于 VR(f;z;) 不 是 有 界 集 ， 
从 而 它 必 有 一 个 区 间 以 +00 或 -oo 为 端点 ， 如果 +00 是 Va(f;z;) 的 某 个 区 间 的 
端点 ， 则 必 存 在 ce R, E Jc, +oco[S VR(f;zj). 从 而 ， 有 如 下 语句 在 R 中 成 立 ， 


Wary (c < 23) — HT ,Tj Tit ,2n)(F(v1,22,°++ ,7n) = 0). 


. ”由 转移 定理 ， 上 面 语句 在 Roy PERZ. EEA, t! e Ray) Hoe<t 从 
而 方程 f(t, 251,871, zi+ yzn)=0 在 Ra) 中 有 解 . 
当 -oo 为 VR(f;z;) 的 某 个 区 间 的 端点 时 ， 我 们 可 以 类 似 地 证 明 方程 


jz 1) 一 0 


在 Roy 中 有 解 . 证 毕 . 

根据 上 面 两 个 引 理 ， 容 易 证 明 下 面 的 主要 定理 . 

EH 9.1.3 设 f(X) 是 域 下 上 一 个 n 元 多 项 式 ，n >2, 则 方程 f(X)=0 在 
尽 中 有 解 ， 当 且 仅 当 如 下 四 个 叙述 之 一 成 立 : 

(1) 方程 f(0,z2,… ,zn) = 0 在 已 中 有 解 ; 

(2) 对 于 某 个 了 E {2,… ,nn}, 方 程 f(z1,… 251,071, Tiy ,zn) = OE Ray 
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中 有 解 ; 
(3) 对 于 某 个 je {2,… ,nn}, 方程 fc tjt}, Tj stn) = 0 在 
Ray 中 有 解 ; 
(4) 方程 组 
| IX) =0, 
aR) _ _ 
“be TO TRAD 
在 R 中 有 解 . 


证 明 设 方程 F(X) = 0ER PHR, HM Va(f;z1) 非 空 当 Va(f;z1) 无 有 
限 端点 时 ， 必 有 VR(f;z1) = R, 从 而 方程 f(0,z2,… ,zn) = 0 在 R 中 有 解 ， 当 
Va(f;z1) 具有 有 限 端 点 时 ， 根 据 引 理 9.1.1 和 引 理 9.1.2, 叙述 (2), (3) 和 (4) 中 之 
一 成 立 . 

反 过 来 ， 若 叙述 (2) 或 (3) 成 立 ， 则 下 列 语句 在 Ray PRE: 


3(z1 ,zn) (f(z1* 2n) = 0). 


由 于 上 面 语句 中 的 常量 ( 即 多 项 式 F(X) 的 系数 ) 都 在 R 中 ， 从 而 由 转移 定理 
知 ， 上 面 语句 在 R 中 也 成 立 ， 即 方程 f(X) = 0 在 RR 中 有 解 . 此 外 ， 由 叙述 (1) 或 
(4) 显然 可 知 ， 方 程 f(X) = 0 在 RR 中 有 解 . 证 毕 . 

当 n=2 了 时 ， 由 上 面 的 定理 ， 立 即 可 以 获得 下 面 结论 . 

推论 设 f(z,y) € Filey) 则 方程 f(z,y) =0 在 RR 中 有 解 ， 当 且 仅 当 如 下 四 
个 叙述 之 一 成 立 : 

(1) 方程 f(0,y) =0 Æ R FAR 

(2) FB f(2,t-!) = 0 在 Ro) PAR: 

(3) WE f(e,-t) = 0 在 Ray 中 有 解 ; 

OFEA f(y) = 0, AEN L o tE R pA 

类 似 地 ， 我 们 可 以 建立 下 面 的 定理 9.14 及 其 推论 ， 这 些 结论 是 定理 91.3 及 
其 推论 的 一 种 变形 ， 它 们 在 处 理 对 称 多 项 式 时 特别 适用 . 

定理 9.1.4 BK) 是 域 厂 上 一 个 元 多 项 式 ，n>2, 则 方程 /(X) =0 在 
刀 中 有 解 ， 当 且 仅 当 如 下 四 个 叙述 之 一 成 立 ， 

(1) WE f(t, zz……,zn) = 0 在 Ro) 中 有 解 ; 

(2) 对 于 某 个 了 € {2,… ,nj WH Fler, Ej, tl, j4, ,Zn) = 0 Æ Ro) 
中 有 解 ; 
(3) 对 于 某 个 j€ {2,… n}, 方程 f(T Ej, tO ayaa, tn) = 二 0 在 
Ray 中 有 解 ; 


(4) 方程 组 
rh 
(an aona 
在 RR 中 有 解 . 


推论 设 f(z,y) € Fieu), 则 方程 f(z,y) = 0 在 民 中 有 解 ， 当 且 仅 当 如 下 四 
个 叙述 之 一 成 立 : 

(1) WE f(t, y) =0 在 Ray PAR: 

(2) 方程 f(z,t7!) = 0 在 Ray 中 有 解 ; 

(3) 方程 flz, -t-*) = 0 在 Ru) 中 有 解 ; 


(4) 方程 组 ， f(x,y) =0, ore = 0 在 尺 中 有 解 . 


在 下 面 ， 我 们 将 应 用 上 面 的 结果 给 出 一 些 有 效 算法 ， 用 来 判定 上 二 元 多 项 
RESE RPA (BOF: 正定 ) 或 者 半 定 . 注意 到 “去 重 因 式 ”不 影响 多 项 
式 的 解 集 ，“ 去 偶 次 重 因 式 ” 不 影响 多 项 式 的 半 定 性 ， 同 时 这 两 种 运算 过 程 都 是 有 
效 的 ， 且 所 产生 的 结果 都 是 无 重 因 式 多 项 式 . 因此， 在 下 文中 ,不 妨 直接 考虑 无 重 
因 式 的 多 项 式 . 

对 于 Fley] 中 一 个 无 重 因 式 多 项 式 f(z,y), 总 可 通过 “ 求 最 大 公 因 式 ” 的 有 效 
方法 ， 将 f(z,y) 表 为 f(z,y) = h(z)g(z,y), 其 中 h(z) € Fiz), A g(x,y) 是 在 Fle] 
EE y 的 本 原 多 项 式 ( 即 r- 本 原 多 项 式 ). 显然 ，f(z,y) 有 实 零点 ， 当 且 仅 当 hz) 
或 g(z,y) 有 实 零 点 ， 同 时 易 知 ， f(z,y) 是 半 定 的 ， 当 且 仅 当 h(z) 在 R 中 无 零点 
E g(z,y) 是 半 定 的 . 因此 ， 我 们 只 需 考虑 无 重 因 式 的 r- 本 原 多 项 式 . 

设 Jey) 是 Flea] 中 一 个 无 重 因 式 的 r- 本 原 多 项 式 , 令 g = ME g 
Id(f,g) 表示 Flz,y] 中 由 fA g 生成 的 理想 . 记 Res(f,9;x), Res(f,9;y) 分 别 是 f 
和 9 关于 变 元 q, y 的 结 式 .由 结 式 的 一 个 熟知 结果 ( 见 文献 [137] 中 引 理 7.2.1), 
Res(f,9;2), Res(f,g;y) € Id(f,9). 假若 Res(f,g;z) = 0, W f 和 g 有 非常 量 公 因 
式 ， 从 而 有 公共 的 不 可 约 因 式 p. 由 于 f(z,y) 是 r- 本 原 的 ， 从 而 p 中 必 含 变 元 
v 又 由 于 g 是 f 关于 变量 y 的 偏 导数 ， 从 而 p 是 f 的 重 因 式 , FR. 同样 可 证 ， 
Res(f,g;y) #0. # u(x), v(y) 分别 是 Res(f,g;y), Res(f,g;z) 的 无 重 因 式 部 分 ， 由 
文献 [22] 中 引 理 8.13 易 知 ， Id(f,g,u(z),v(y)) 是 Flz,y] 中 一 个 维 数 < 0 的 根 理 
想 ， 且 Id(f,g,u(z),v(y)) 的 维 数 为 零 ， 当 且 仅 当 w(z) 和 v(y) 都 不 是 已 中 常量 . 

现 设 u(z), v(y) ¢ F, 即 根 理想 Id(f,g,u(z),v(y)) 的 维 数 为 零 ， 由 文献 [22] 中 
命题 6.77 和 定理 8.81 知 ， 通 过 有 限 次 测试 ， 必 可 获得 某 个 ee 天 (甚至 可 取 e 为 整 
数 ), 使 得 通过 变换 ，y "一 1 一 er 后 ,理想 14(f,g,u(z),v(y)) 处 于 正规 位 置 , AK 
关于 字典 序 。 y <z 的 简化 Grobner Æ 具有 如 下 形式 : 
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{z—w(y), A(y)}, 


这 里 w(y), hly) € fly). 

定理 9.1.5 设 多 项 式 f(x,y), gz, y), ulz), v(y) 和 Aly) 同上 , 则 方程 f(z,y) = 
OR PAR, MARY PRATER: 

(1) 一 元 方程 f(0,y) = 0 在 RR 中 有 解 ; 

(2) 一 元 方程 f(z,t7!) = 0 在 Ray 中 有 解 ; 

(3) 一 元 方程 f(z, -t"!) =0 在 Ray FAR: 

(4) u(z), oy) ¢ F, 且 一 元 方程 h(y) 在 R HAR. 

证 明 只 需 证 明 ， 定 理 9.1.3 的 推论 中 的 叙述 (4) 等 价 于 定理 中 的 叙述 (4). 
由 结 式 的 另 一 个 熟知 事实 知 ， 理 想 Id(f,g) 和 Id(f,g,u(z),v(y)) 在 R 中 有 相同 
的 零点 集 ， 再 由 Grobner Æ 的 定义 ， 显 然 I4(f,g,u(z),v(y)) 在 R 中 的 零点 集 与 
Id(z 一 w(y),h(y)) 在 已 中 的 零点 集 是 一 一 对 应 的 ， 而 后 者 由 方程 hy) = 0 E R P 
的 解 惟一 确定 ， 证 毕 . 

注 在 上 面 的 讨论 中 ， 若 结 式 Res(f,g;z) 和 Res(f,g;y) 都 无 重 因 式 ， 则 有 
Id(f,g) = Id(f,g,u(z),v(y)). 从 而 Td(f, g) 是 Flz,y] 中 维 数 < 0 的 根 理想 . 

作为 定理 9.1.5 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 处 理 下 面 的 实例 . 

例 1 确定 方程 f(z,y) = 0 是否 有 实 解 ， 这 里 f(z,y) = z2y2 +2? - ay + yt- 
pti 

计算 过 程 (1) 考虑 多 项 式 (0,y) =y -y +1, 易 知 它 无 实 零点 . 

(2) 考虑 多 项 式 f(c,t-*) = (1+t-?)a? -ttr + (t-t? +1). 这 是 一 元 二 次 
多 项 式 ， 其 判别 式 为 。 A= (=t) -41 +t?) -t +1). 注意 到 ， A 作为 
含 二 ! 的 多 项 式 ， 其 首 项 系数 为 -4, Bt) 在 有 理 数 域 上 是 无 限 大 正 元 素 ， 从 而 
A < 0. 因此 ， f(r, t) 无 实 零点 . 

(3) 类 似 于 过 程 (2) 可 知 ， f(z, -t7) 无 实 零点 . 

(4) 计算 9 := fay) _ 2a?y—2+4y>—2y. BH, Res(f, g; 1) 和 Res(f, g; y) 
都 无 重 因 式 ， 通 过 计算 得 ， 理 想 1d(f,g) 关于 字典 序 。 y <z 的 简化 Grobner 基 为 

{2a — 4y? — 20y” — 23y° + 17y + 9y, h(y)}, 


其 中 h(y) = 4y19 + 16y8 + 3y® — 36y4 + 16y? +1. 借助 于 Sturm 定理 可 知 ， 多 项 式 
hly) 无 实 根 . 

根据 定理 9.1.5, 所 给 的 多 项 式 方程 f(z,y) = 0 无 实 解 ， 换 句 话说 ， f(z,y) 是 
(Œ) 定 的 . 

至 于 判定 多 项 式 的 半 定 性 ， 下 面 简单 的 引 理 表 明 可 将 问题 转化 为 判定 解 的 存 
在 性 . 
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引 理 9.1.6 i f(X) € Flz1,… ,znj, 上 且 它 关于 某 一 字典 序 的 首 项 系数 的 符号 
为 e(= +1), W 7(Z) 在 R FEE, 4A f(X) + en 在 Ry PREM, RH 
nE Rn) 是 下 上 的 正 无 限 小 元 素 . 

证 明 i SX) + en 在 Ry PEFEA a, W f(a)+en = 0. 由 此 有 ef(a) = 
一 e2n <0. 由 转移 定理 知 ， 存 在 5 © R, 使 得 ef(a) < 0. 注意 到 ef(z) 的 首 项 系数 
HE, MUHE b E R”, 使 得 € f(b) > 0. 这 表明 : F(X) 在 RR 中 不 是 半 定 的 . 

反 过 来 ， 设 f(X) 在 R 中 不 是 半 定 的 ， 则 存在 a, be R, 使 得 f(a) < 0, 但 
f(b) > 0. 从 而 有 f(a) + en < 0, 但 f) +en> 0. 由 实 闭 域 Rony 上 的 中 间 值 定理 ， 
I) + en 在 Rey 中 有 零点 . 

由 引 理 9.1.6, 容易 建立 下 面 的 结论 . 证 毕 . 

定理 9.1.7 设 f(x,y) 同 定理 9.1.5, H eÈ f(z,y) 关于 某 个 字典 序 的 首 项 系 
数 的 符号 ， 则 f(z,y) 在 玉 中 半 定 ， 当 上 且 仅 当下 面 四 个 叙述 都 成 立 ; 

(1) f(0,y) 在 RR 中 的 每 个 根 具有 偶 重 数 (E f(0,y) 在 R 中 是 半 定 的 ); 

(2) 方程 f(a, t-) = 0 在 Ray 中 无 解 ; 

(3) 方程 f(z, -二 1) = 0 在 Ray 中 无 解 ; 

OFEA Flay) += 0, FEY) ot Ry prm 

证 明 不 妨 设 e=1, 且 记 fi(z,y) := f(z,y) +t € Ryle, y). 

设 f(z,y) ER 中 是 半 定 的 . 显然， f(0,y) 在 R 中 也 是 半 定 ， 从 而 有 叙述 
(1). 再 由 转移 定理 知 ， f(z,t7!) 和 f(z, -t7) 在 Ra) 中 都 是 半 定 的 .由 所 设 知 ， 
Fzt) 和 file, -t7 作为 Ryle] 中 多 项 式 都 没有 重 因 式 ， 此 时 易 知 ， 叙 述 (2) 
和 (3) 都 成 立 ， 此 外 ,由 引 理 9.1.6 知 ， 户 (z,3) 在 Ray 中 无 零点 . 从 而 叙述 (4) 显 
然 成 立 . 

反 过 来 ， 设 上 面 四 个 叙述 都 成 立 ， 由 转移 定理 和 和 叙述 (2) 可 知 ， f(z,t-!) 在 
Ro) 中 也 无 零点 . 注意 到 子 域 F(t) 序 同 构 于 F(t), AATE, fat) E Ro 中 
无 零点 ， 于 是 f(t) 5 ft) 同 号 ， 而 f(t-1, 杂 1) 与 £0, tg) 同 号 ， 由 于 
FLE 与 AY 同 号 ， 从 而 F(t) 与 FC tg) 有 相同 符号 ， 由 Fo) 的 
序 结构 知 ， ft 与 F(t") 中 总 有 一 个 的 符号 为 +. 从 而 可 知 ， fet) 
与 fle tz) 都 是 正定 的 . 于 是 f(z, 本 1) +t BM 户 (z, 本 1) 在 Ro 中 无 零点 . 

HBG (1) 知 ， (0,y) 在 R PEREN. 由 上 面 讨 论 ，f(z,t-!) 是 正定 的 . 
从 而 f(0, 7) > 0. 于 是 f(0,y) 是 半 正 定 的 ， 从 而 f(0,y) +t 即 (0,9) 在 Ra 中 
无 零点 . 

又 由 于 f(0,y) 是 半 正 定 的 , 从 而 f(0,-t-1) > 0. Fee BLA (3) BNI, f(a, -t-) 
是 正定 的 .同样 可 知 ， f(z, -好 2?) 也 是 正定 的 .从 而 f(z, -好 3) +t 即 file, -tz 
在 Ro) 中 无 零点 . 


89.2， 半 定 多 项 式 的 有 效 判定 291 


TERSUS (4) 知 , 方 各 组 Alc») = 0 “FEY ot Ro 中 无 解 注意 到 ， 
te 是 Foy 上 的 无 限 小 正 元 素 . 根据 定理 9.1.3 的 推论 知 ， WE f(x,y) = 0 E Ray 
中 无 解 . 最 后 ， 由 引 理 9.1.6 知 ， f(z,y) 在 R 中 是 半 定 的 . 证 毕 . 

作为 定理 9.1.7 的 一 个 应 用 ， 我 们 处 理 下 面 的 实例 . 

例 2 判定 多 项 式 f(z,y) 是 否 半 定 , 这 里 f(z,y) = 24+ ry? + 2y4 — dey +1. 

HAM (1) 考虑 多 项 式 f(0,y) = 2y +1, 易 知 它 无 实 零点 ， 

(2) 计算 多 项 式 f(z,t-!) 的 Sylvester 矩阵 的 偶 次 顺序 主子 式 如 下 ， 

4, —8t7?, 56-6 一 544t-2，1568t-12 十 7120t-8 — 3200¢~4 十 256. 


上 面 序列 的 (修订 ) 变 号 数 为 2 由 定理 4.5.4 知 ， f(zt-1) RATA. 
(8) 类 似 于 过 程 (2) MH, f(z 全) EREA 
(4) 4 9 LED. a, Real +t 952) 和 Res( +t gy) BERAR. 
计算 理想 a(S +1,9) 关于 字典 序 y < 的 简化 Grbner EA 


{(72t 一 632)z + 1764y" + (4132 十 252t)y7 + (861 — 538¢ + 9t?)y?, h(y)}, 


其 中 h(y) = 196y!? + (372 + 28t)y? + (t? — 66t — 163)y4 + (16 + 16t). 

这 表明 理想 Id(f +t, 9) 关于 变量 y 处 于 正规 位 置 . 从 而 方程 组 f+t = 0, 9 =0 
有 实 解 ， 当 且 仅 当 多 项 式 hy) 有 实 零点 . 显然 ， 这 又 相当 于 下 面 多 项 式 h ALE 
点 : 


hi(y) = 196y® + (372 + 28t)y4 + (t? — 66t — 163)y? + (16 + 16t). 


计算 多 项 式 hy 的 Sylvester 矩阵 的 偶 次 顺序 主子 式 ， 获 得 该 序列 的 符号 表 如 
下 ， 
1, -1, -1, -1, -1, 1. 
上 面 符号 表 的 (修订 ) 变 号 数 为 1 由 定理 25.4 知 ， h(y) 的 实 零点 个 数 为 
6-2x1=4. 从 而 方程 组 f +t= 0 9= 0 有 实 解 . 
根据 定理 9.1.7 知 ， 所 给 的 多 项 式 f(z,y) 是 不 定 的 . 


§9.2 半 定 多 项 式 的 有 效 判定 


判定 多 项 式 的 半 定 性 这 一 问题 涉及 到 许多 领域 , 例如 有 序 几 何 中 的 自动 推理 、 
不 等 式 的 研究 和 多 项 式 理想 的 实 根 计算 . 在 本 节 中 , 我 们 将 给 出 一 个 判定 系数 在 可 
计算 序 域 中 的 多 项 式 的 半 定 性 的 有 效 方法 ,如果 这 序 域 容纳 一 个 有 效 算 法 , 使 得 每 
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个 非 零 单元 多 项 式 的 全 部 实 零点 都 能 找到 隔离 点 . 基于 我 们 的 方法 , 半 定 多 元 多 项 
式 的 判定 可 以 简化 为 对 一 些 含 较 少 变 量 的 多 项 式 的 测试 ， 其 中 被 简化 的 多 项 式 的 
全 次 数 和 项 数 都 不 超过 所 给 的 多 项 式 . 

设 (F, S) 是 一 个 实 闭 包 为 及 的 可 计算 序 域 . 对 于 一 个 在 R 中 有 和 零点 的 非 零 单 
元 多 项 式 f(z) € Fla), F 的 一 个 有 限 子 集 r 称 作 f(z) 的 一 个 隔离 集 , 如 果 下 列 条 
件 成 立 。 (1) ME a ET, f(a) #0; (2) 对 于 f(z) 在 尽 中 的 每 个 零点 o, 存在 
a, beT, 其 中 a< b, 使 得 开 区 间 Ja,b[ 仅 包含 f(z) 在 RR 中 的 这 个 零点 a. 为 方便 
起 见 ， 对 于 每 个 在 R 中 无 零点 的 非 零 多 项 式 f(z) € Fle), 规定 {0} 是 它 惟一 的 隔 
BUS. 这 样 ， 任 意 非 零 单元 多 项 式 的 每 个 隔离 集 都 是 非 空 的 . 根据 文献 [22] 中 定理 
8.115, 有 理 数 域 Q 容纳 一 个 寻找 非 零 单元 多 项 式 的 隔离 集 的 有 效 方法 ， 因 此 ， 我 
们 的 结论 适用 于 Q 上 半 正 定 多 项 式 的 测试 . 为 了 提高 计算 效率 ， 著 名 的 吴 方 法 在 
本 节 中 起 着 重大 作用 . 

在 建立 主要 结论 之 前 ， 我 们 需要 一 些 有 关 的 引 理 . 设 4 是 的 代数 闭 包 AL 
F(X) := Flz1,… ,zn] ER F EERE z1,…, zn 的 多 项 式 环 ， 对 于 fe FX, 
被 称 作 非 奇 异 的 ， 如 果 方程 组 /= 0, =0, i= 1,…,n 在 4 中 无 解 ， 由 熟知 
的 Hilbert 零点 定理 可 知 ， FX] 中 多 项 式 S 是 非 奇异 的 ， 当 且 仅 当 1e 7, 其 中 了 
是 FOR] 中 由 了 和 ot = 0,8 Ly, n, 生成 的 理想 . 


引 理 9.2.1 设 f(z1,z2,… ,zn) € FIX] BARH, 且 了 是 PO) 中 由 了 和 
dep abo m1, 生成 的 理想 则 In Flzn] # {0}. 

证 明 令 Va(/) 表示 /在 4n 中 的 能 (零点 集 ), 则 我 们 有 一 个 从 Val) 到 仿 
射 空间 4 中 的 正则 映射 r, E a(n <> ,yn) = Yas 对 于 每 个 (pi ,yn) € Val f)- 
UW EÈ (ValS) 关于 A BY Zariski 拓扑 的 闭 包 ,由 Bertini 第 二 定理 ( 见 [181], 48 
I R 86 中 定理 2), 存在 一 个 稠密 的 开 集 O CW, 使 得 对 于 每 个 ye O, r (y) 是 非 
奇异 的 ， 此 时，W\O 对 于 Zariski 拓扑 是 A 的 一 个 闭 子 集 ， 且 W\O A. 根据 
A 中 闭 子 集 的 构造 (参见 [181], 第 23 页 的 例 3), W\ O = Valg), 其 中 glan) € Flen] 
是 一 个 非 零 的 单元 多 项 式 . 

注意 到 ， r(2a(D)) nO = 4, 这 里 Vall) 是 I EA” 中 的 能 ， 否 则 存在 一 个 
of Er(7a(D))mO, 使 得 ri(y) 是 非 奇异 的 . 这 样 ， 我 们 有 r(ya(D) CW\O. 这 
HH: glyn) = 0, 对 于 所 有 (v ,yn) € Vall). 由 Hilbert 零点 定理 知 ， 有 某 个 
正 整数 s, 使 得 og CT. BR, gt e Tn Flen]. 证 毕 . 

注意 到 ， 对 于 所 有 f © FOX), 2- f e FOX, 2] 是 非 奇异 的 ， 从 而 ， 我 们 可 以 建 
立 下 面 的 一 个 直接 推论 . 

推论 it f(z1,z2,…,zn) € FX) AIR FR Hh z- fp 2L i = 
1,…,n, 生成 的 理想 ， 则 IN Plz] # {0}. 
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现 设 f 是 F[X] 中 一 个 正 次 数 多 项 式 ， 且 记 SR(jzn) := {an € R| 有 a1,…， 
an-1 € R (RAE f(a1,a2,… ,an) < 0}. 由 文献 [25] 中 命题 2.1.7 知 ， 当 多 项 式 SX) 
在 RR 上 不 是 半 正 定时 ，SR(f,zn) 是 由 RR 中 有 限 个 不 相交 的 开 区 间 所 组 成 . 显然 ， 
当 SR(f,Tn) ARO, SR(f,zn) 至 少 有 一 个 有 限 端点 .我 们 的 目的 是 寻求 一 个 有 
效 方法 以 判定 SR(f,zn) 中 有 限 端点 的 存在 ， 这 里 f F(X] 中 一 个 不 定 多 项 式 . 
为 此 目的 ， 我 们 将 按照 89.1 中 的 方法 ， 把 原来 的 序 域 下 扩充 为 一 个 包含 无 限 小 正 
FER eo, el, es en 的 可 计算 的 非 阿 基 米 德 序 域 . 

对 于 一 个 非 负 整数 m, 令 Fim) = (eo,… s €m), 其 中 60，,…, em 是 PF 上 m+1 
个 未 定 元 ， 由 89.1 中 的 讨论 ， 的 序 < 可 惟一 地 拓展 为 Fim) 的 一 个 序 ， 仍 记 作 
<S, 使 得 eo 是 上 无 限 小 正 元 素 ， 同 时 ek 是 下 (eo,… ,ek-1) 上 无 限 小 正 无 素 ， 
二 1，…，m. 同样 ， 记 Rim) X (Fem <) 的 实 闭 包 ， 且 认定 RC Rim. 对 于 
k=0,::, m—1, iÈ Ruy H Fay TE Rm) 中 的 代数 闭 包 ， 则 Ray 是 Fa 关于 序 < 
的 实 闭 包 , H RC Ro C Ray C++ C Rim) 

对 于 取 定 的 n EN, 构造 Rin) 的 如 下 两 个 子 集 : 


A := {z € Rin) | 对 于 某 个 正 元 素 de R, -d< z < d}, 
M := {z € Rin) | 对 于 每 个 正 元 素 de R,-d < z <d}. 


同样 ， 我 们 可 构造 Rn) 的 如 下 两 个 子 集 : 


Ay := {2 € Rin) | 对 于 某 个 正 元 素 de Ro), -d < z < d}, 
Moy := {2 € Rin) | 对 于 每 个 正 元 素 d € Rey, -d < z < d}. 


显然 ，M 是 由 Rn) 中 所 有 在 R 上 无 限 小 的 元 素 组 成 , 而 Mo 是 由 Rony 中 所 有 
在 Ro) 上 无 限 小 的 元 素 组 成 . 根据 序 < HGH, RCAC Rin Ro C Aw C Rin), 
€ El" €n E€ M, F en, t, en E Moy. 由 实 赋值 的 熟知 结果 知 ，4 是 Row 的 
一 个 实 赋值 环 ， 其 极 大 理想 为 M, 而 Ao 是 Rin) 的 另 一 个 实 赋值 环 ， 其 极 大 理 
想 为 Mo. 此外， 4 和 Ao 都 与 序 < MA. HAZ, A, M, Aw 和 Mo) 在 
Rin) 中 关于 序 < BH. TERE, ARM A/M 同 构 于 R, 而 剩余 域 A(o) /Mo) 
同 构 于 Ro. 从 而 存在 一 个 从 A 到 R 的 同 态 r, 使 得 对 于 每 个 f E Rleo,… sen), 
A(f (eo,… ,en)) = f(0,… ,0). 并 且 存在 一 个 从 Ao) 到 Ro WAS ro, 使 得 对 于 
每 个 ge Riolen ,en], ro(g(e1,*…* ,en)) = g(0, ++- ,0). 

对 于 每 个 ge FoX], 显然 ge Fu) [X], k=1,---, n. 对 于 上 =0,1,…,n, 用 
VR (9, Tn) 表示 Rey 的 如 下 子 集 : 


{an € Ry) | 有 a1, +++, an-1e Rin), 使 得 glai, a2, -++ ,an) = 0}. 


由 文献 [25] 中 命题 2.1.7 知 ， 当 多 项 式 9 在 Ru) 中 有 零点 时 ， Vro (9,zn) 是 
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由 Ro 中 有 限 个 不 相交 的 ( 开 ， 闭 或 半 开 半 闭 ) 区 间 所 组 成 ， 这 里 Vay (9.20) 的 
孤立 点 看 作 左右 端点 相同 的 闭 区 间 . 

对 于 每 个 非 零 的 e FIX), 4 fa = f+ eo, Ill fe € F(X]. 根据 引 理 9.1.6 及 
其 证 明 ， 立 即 有 这 样 一 个 事实 :。 SR(f,zn) AO 4 AMY Vro lft Tn) 产儿 

引 理 9.2.2 设 记号 同上 , ATR FEX) Ph seem OL vat, k 
的 理想 ， 其 中 是 另 一 变量 ， 且 0<k<n 一 1, 则 我 们 有 

(1) IN Flt, £k+1,*** , £n] # {0}; 

(2) E a 是 如 下 集合 的 一 个 有 限 闭 端点 ， 


VRin-r-n (f+ (Tl Th, 0167, yen_k-ieztk 1 Tn) Zn), 


ai = +l, i=l, o, n 一 上 一 1, 则 对 于 任意 非 零 多 项 式 g(t,zk+1,… ,zn) € IN 


Fit, Zkt1,** ,Tn], 
-1 -1 *)_ 
9(€05 elel ，… On—k-1€, ys AR) = 0. 


证 明 (1) H T° 表示 了 在 下 (zk+1,… ,zn)[z1,… 2a, t] 中 的 扩 理 想 ， 由 引 理 
9.2.1 HIE, I NF Ekti ,Zn) 四 闫 {0}. 从 而 必 有 IN Flt, 2k41, ,zn] # {0}. 

(2) WA i= f4 (21, Ek, 0167, +> ,Cn-k-1671k_1Zn). BR, h 是 多 项 式 环 
Fn-k-1)[z1,… ,Zk en] 中 一 个 非 零 多 项 式 . 设 ax 是 VRn-r-1) (h, En) 的 一 个 有 限 
MMA. aL 91.1 知 ， WAR =o, GE =o, 1 k AE Rho 中 
FAME (ai akan). 这 意味 着 。 (coa, agp o, One-t 04) 
是 工 的 一 个 零点 . 因此 ， 氢 述 (2) 获 证 . 

引 理 9.2.3 ” 设 记号 同上 ， 且 e(zn) E F[zn] 是 f 作为 F(zn)[z1,… ,zn-1] 中 
多 项 式 关于 字典 序 zl: < … < zn-1 的 首 项 系数 ， 如 果 a 是 SR(f,zn) 的 一 个 有 限 
开端 点 ， 则 ela) = 0, 或 者 有 Vro (f+ Tn) 的 一 个 有 限 端 点 a*, E la") = a, 即 
a* 一 a 在 RR 上 是 无 限 小 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 假定 ，a 是 SR(f,zn) 的 一 个 左 侧 有 限 开 端点 ， 使 
得 e(a) #0. 此 时 , AFX Ja, c| SR(f,zn), HH Ce R Ha<c. 此 外 ，e(a) > 0; 
否则 a € SR(f,zn). 由 于 R 上 每 个 多 项 式 函 数 是 连续 的 ， 从 而 R 中 有 正 元 素 ô, 
使 得 对 于 所 有 an elo,a + 26[, e(an) > 0. 由 于 5 可 取 充 分 小 元 素 ， 从 而 可 认定 
[e+5a+26] CJa,cl, HH [a+ 6,0+25] 是 中 具有 端点 a+6, a 十 25 的 闭 区 间 . 

W [a + ôa + 2x. 为 Ro 中 具有 端点 a+ 5, a 二 26 的 闭 区 间 . 设 at e 
la +ô,a + 28], Wa, € A, ARCA HAZE Roy 中 是 凸 的 . 4 an := Tax) 
我 们 有 an E R. 注意 到 x(a, — af) = 0, 即 an — a} E€ M. 从 而 对 于 R 中 任意 正 元 
HR d, —d+a+65 < (an 一 ai)+os<d+a+25, 即 有 -d+a+5<an<d+a+25. 


pe 


Beeson 
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HH d 的 任意 性 , BAVA an € [a+ 5a +28]. FH f(z1,… ,zn-2,an) 在 RR 上 不 是 半 
正定 的 . 因此 ， 有 (a1,… ,an-1) € R, 使 得 f(a1,… ,an-1,4n) < 0. 注意 到 ， 
S(T, ,Zn-1,an) 的 首 项 系数 e(an) 为 正 . 从 而 有 某 个 (b1,… ,bn-1) € R°, 使 得 
f(b1,… ,bn-1,an) > 0. 注意 到 f(a1,… ,an-1,4%) — f (a1, ** ,an-l,an) + eo E€ M, 
因为 r(j(al，…… ,an-1, 3%) -f(a ,an-lyan)+eo) = 0. 从 而 f(a1,… ,an-1,0%) 一 
ja ,an-lan) + €0 < -fo ,an-ban), 即 fo an-bai)+eo<0. 同 
理 ， f(b,… ,bn-u 史 ) +eo > 0. 由 实 闭 域 上 多 项 式 的 中 间 值 定理 ， 我 们 有 ar € 
Varo) (f+ Tn). 这 表明 ，[a+5a+25]Rlo C VR (f+ 2n). 因而 , 对 于 Vreo (f+ 2n) BY 
某 个 区 间 N, [e+5a+25]Rlo CL. Wa 为 N WERA, 则 a* < a+6. 假若 a* <a, 
则 ae Varo, (f+ En), BRIFFA (di, sdai) € Roy’, fe(dt, +++ daa) = 0. 这 
样 , 我 们 有 f(df,… da-i) = 一 eo < 0. 由 转移 定理 知 , 对 于 某 个 (di,… ,dn-1) € 
RY, f(di,… ,dn-1,4) < 0. 这 导致 出 矛盾 ， ae SR(f,zn). 于 是 a < a* <ats, 
Ep O <a*-a < ô. 由 于 65 可取 任意 充分 小 元 素 , 从 而 a* -ae M. Aili r(a*~a) = 0， 
即 r(a*) =a. 证 毕 . 

引 理 9.2.4 设 记号 同上 ， 且 g(X) e FoX]. # a Æ Vro (g,zn) 的 一 个 有 限 
开端 点 ， 则 对 于 某 个 整数 组 ( 坟 ,… ,jk), 其 中 1< ja << je Sn — 1, URIE 
01, yek E È1, —1}, Vinay (h, tn) 有 一 个 闭 端点 a*, 使 得 ro(a*) = a, XE h HE Fo) 
上 这 样 一 个 多 项 式 ， 它 是 在 多 项 式 g 中 通过 代 换 zi = oie7 1, i = 1 +++, k, 而 获得 
的 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 可 设 a 是 YRlo (9,zn) 的 一 个 左 侧 有 限 开 端点 ， 显 然 ¢ 
Yao (9g,zn), 并 且 有 一 个 E Roo), 使 得 a < c H ]a,clRo E Vro (9 Tn). 对 于 每 个 
5 € Roy, HHO <6 <c—a, 以 及 每 个 ie {1,--- ,n—1}, Pit Ro 的 如 下 子 集 : 


Wsi(g; a) 
= {z € Ro) | 存在 @1,… ,a;-1, at *… an € Rio) 
使 得 a < an < a 十 5 上 且 gal ,Ql Zis Qitl, yan) = 0}. 


为 方便 起 见 ， 我 们 称 变量 zi 在 zn 一 a 时 关于 9 是 有 界 的 ， 如 果 对 于 某 个 
6 € Ro, 其 中 0<6<c-oyWii(gia) 是 Ro 的 一 个 有 界 的 子 集 ， 此 时 ， 可 断 
言 ， 存 在 一 个 je {1,… ,n 1}, 使 得 zj 在 zn 一 a 时 关于 9 不 是 有 界 的 . 事实 
E, MERR, WA ô, D E Ro, 其 中 0 < 5 <c-a 且 0 < D, 使 得 对 于 所 有 
z € UR Wsilgia), HA -D < z < D. 从 而 下 面 语句 在 Roo) 中 成 立 ， 


n-i 
Y(t, ,znj(g(a ,zn)=0Aa<zn<a+6 一 人 (-D<r <D)). 


i=l 


很 清楚 ， ]a,a + 6[Rwo, E Yalo (9 Tn). 因而 ， 下 面 语句 在 Ro) 中 也 成 立 : 
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vzn(a < En < a +ô = zy ,En-1)(I(T1, -+> ,Tn zn) = 0)). 


注意 到 Ro C Ra). 由 适合 实 闭 域 的 转移 原理 ， 上 面 两 个 语句 在 Ro 中 也 
成 立 . Sa=at+a, Wa € Ry, Ha<a<at+d. 根据 第 二 个 语句 ， 
a € Yaoy(gzn), 即 有 au …，an-1 € Ray, 使 得 g(a1,… ,an-1,a) = 0. 由 第 
一 个 语句 有 ， -D < ai < D,i=1,-:-,n-1. 因而 a; € Ao, i=l, e, 
n—1. WEE g(ro(aa)…… ,ro(an-ij,ro(a)) = mo(g(ar,-++,@n-1,@)) = 0, 即 
g(ro(o1),… ,To(Qn-1),4a) = 0, 其 中 molai) € Roy, i = 1,…, n-1. 这 意味 着 
a EVR) (9, tn), 矛盾 . 

RHR ji, 使 得 zj, 在 zn 一 a 时 关于 9 不 是 有 界 的 ， 此 时 ， 下 面 语 
句 在 Rio) PRX: 


¥(6,D)(0<6<c-ar0<D 


=> A(z En) (gz +: 2n) = 0A D? < 22, Ma< sn <a+8)). 


同样 ， 由 转移 原理 知 ， 上 面 语句 在 Ra 中 成 立 . 注意 到 ，0 < a <c-a 
0 < ey). 由 上 面 语句 知 ， 存 在 bi, …, bn € Ra 使 得 g(b1,… ,bn) = 0, q? < 83, 
且 4< bn <a+el' 由 于 el 是 正 元 素 , HEE Ro 上 是 无 限 小 , 从 而 obz 也 是 在 
Roy 上 的 无 限 小 正 元 素 ， 其 中 o =1, # 0< b; RH o = -1, # by, <0. 10H 
从 Roy (bj,) 到 Roop (er) 的 Ro- 同 构 ， 使 得 9(b;,) = rey. 易 见 ，9 是 保 序 的 . YE 
意 到 ， Roy 既是 Roy (bi) HAA, 又 是 Rola) 的 实 闭 包 . 因而 ，9 可 以 拓展 为 
Ray 的 一 个 保 序 的 自 同 构 . 令 a := 0(bn), Hid gi 为 在 g 中 通过 代 换 Zn =a 
所 得 的 Ray 上 多 项 式 . 此 时 ， ar € VR (9g1,zn). 由 不 等 式 0 < bn 一 a < e 可 知 ， 
bn 一 a 是 在 Ro) 上 的 无 限 小 正 元 素 . AT, a -a 是 在 Ro) 上 的 无 限 小 正 元 素 . 

由 [25] 中 命题 2.1.7 知 ， 对 于 Vo (guzn) 的 某 个 区 间 2, ar e 2. 用 ak 表示 
N 的 左 端点 .必然 of < ar. 假若 af <a, Wa E Vra (gt zn). 根据 转移 原理 ， 我 们 
有 aE VRo lg Tn), 矛盾 . 因而 ，a < ai <a. FÈ, af -a 是 在 Ro 上 的 无 限 小 
非 负 元 素 ， 此外， 我 们 可 证 明 如 下 断言 . 

断言 关于 gu zi 在 zn of 时 是 有 界 的 ，ie {1,---,j-1}- 

FXE, hj 的 选取 知 ， zi 在 zn 一 a 时 关于 9 是 有 界 的 . 于 是 ， 有 某 两 个 
ô, DeRo), 其 中 0<5<c-a 且 0< 了 ,使 得 对 于 所 有 ze UÈI Weila), 总 有 
—D<2<D. 因而 ， 下 面 语句 在 Ro) 中 成 立 : 


Ya zn) (gee zn) =0Aa < zn < ats 
= ND <a < D)). 
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由 转移 原理 ， 上 面 语句 在 Ra) 中 也 成 立 . 由 于 ai -a 是 在 Ro) 上 的 无 限 小 非 负 元 
素 ， 从 而 a< ai < ai + 35 < a+5. 由 上 面 语句 在 Ray 中 的 有 效 性 可 见 ， 对 于 所 
有 ze UnWias(guiai), 总 有 -D < z < 万. 因而， 上面 的 断言 获 证 . 

车 af 是 Vro (guzn) 的 一 个 闭 端点 ， 则 引 理 证 毕 . 现 设 a? 是 Ya (gu zn) 的 
一 个 开端 点 .重复 前 面 的 讨论 可 知 ， 在 {1,… ,n 一 直 \ Gi} 中 有 一 个 最 小 自然 数 
jo, 使 得 zj 在 zn 一 of 时 关于 gi 不 是 有 界 . 由 上 面 断言 知 ， 访 < jo Wo 为 
在 PERR: ra= og 所 得 的 Ro 上 多 项 式 , 这 里 o = 1 或 -1 同上 
而 定 。 类似 地 ， 我 们 可 证 明 下 列 事实 。 (1) 存在 Vro (92,zn) 的 一 个 有 限 端 点 a3, 
使 得 a5 — af 是 在 Ray 上 的 无 限 小 非 负 元 素 ， 自 然 也 是 在 Roy 上 的 无 限 小 非 负 元 
Hs (2) 关于 ga zi 在 zn 一 时 是 有 界 的 ，ie {1,2,… 2-1} {h} 

只 要 a3 是 Vr, (92, 2n) 的 开端 点 ,关于 92 的 讨论 可 类 似 地 进行 下 去 . 最 后 ， 
在 进行 第 次 讨论 后 ， 我 们 能 够 得 到 一 个 整数 组 (i, ie), 其 中 1 Sa <… < 
je <n 一 1 以 及 一 个 序列 af, ++, af, 使 得 如 次 条 件 被 满足 ， (1)ag 是 Vro (ges tn) 
的 一 个 闭 端 点 ， 这 里 ge 是 在 9 中 通过 代 换 ， zi = oeg? (i = 1,…, k) 所 得 的 
Fy 上 多 项 式 ,其 中 or, or € {1, 一 1} 按 前 面 方式 而 确定 ， (2) 全 部 元 素 aj 一 a， 
a} — af, +++, af —at_, 都 是 在 Ro 上 的 无 限 小 非 负 元 素 . 由 条 件 (2), af -a 是 在 
Roy 上 的 无 限 小 元 素 ， 从 而 rolaz) = a. 引 理 获 证 . 

为 了 获得 如 引 理 9.2.2 所 述 的 Tn Fls zr1,… ,zn] 中 非 零 多 项 式 ， 著 名 的 吴 
方法 是 一 个 有 效 工具 .作为 吴 方 法 的 一 个 重要 结果 ， 我 们 引述 如 下 定理 (参见 文献 
[196] 中 定理 6.10): 

REE OPER, APSE FX) 中 有 限 个 多 项 式 组 成 的 集合 , 则 存在 
一 个 有 效 方法 ， 可 构 作 一 系列 不 可 约 升 列 。 PC1, …,， PCr, 使 得 


Zero(PS) = |) Zero(PC;/D). 
1<j<r 


这 里 ;是 PC; 的 初 式 集 ，Zero(P5) 表示 PS 在 下 的 任意 一 个 代数 闭 扩张 中 全 部 
零点 所 组 成 的 集合 ， 而 对 于 j =1,---, 7, Zero(PC;/5) 表示 PC; 在 下 的 任意 一 个 
代数 闭 扩张 中 全 部 这 样 的 零点 所 组 成 的 集合 ， 这 些 零点 不 是 石 中 任何 一 个 成 员 的 
零点 . 

应 该 指出 , 对 于 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 , 吴 方 法 已 经 被 编制 成 可 生成 不 可 约 升 
列 的 计算 机 软件 . 

引 理 9.2.5 设 下 是 一 个 域 ，PS 是 F[X] 中 有 限 个 多 项 式 组 成 的 集合 ， 且 工 
是 F(X] 中 由 PS 生成 的 理想 ,使 得 TN Flz1,… ,zr] A {0}, HHL <r <n. 如 果 
POC1,…, PC, 是 PS 关于 字典 序 T1 <… < Zr < Eryr <…… En 按 吴 定理 而 得 的 
一 系列 不 可 约 升 列 ， 且 j BAR PC; 中 第 一 成 员 ，j = 1, …, 7, 则 有 自然 数 s, 
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使 得 ( L os)? E IAF ,zr] 中 非 零 多 项 式 . 
1<Jsr 

证 明 首先 证 明 oj € Flz1,… ,zr], j= 4 onr 假若 对 于 某 个 上 E 
{orh be € Flen yar]. 记 PCe = {91 9mh, 其 中 g1 = r, 且 设 Tj 
为 gi 的 主 变量 ，i = 1,…, m. 此 时 必 有 7 < ji < … < jm. 不 失 一 般 性 ， 可 设 
24 = ai= m 由 不 可 约 升 列 的 定义 ， 我 们 有 如 下 域 扩 张 塔 : 

Ko = F(V), Ki = Koļzr+1]/(91), ---, Km = Km-ilzr+m]/(gm) 

其 中 六 = {z ,Zryzrimtb… Enh B (0) 为 Kileri] HR gi 生成 的 理想 ， 
isl m. 

记 zi 为 zi 在 从 FIX) 到 Km 的 典范 同 态 下 的 象 ，i = 1,…, n， 显 然 ， 
(1,… ,5n) € Zero(PCk/In) C Zero(PS). 因而 ，(z1,… ,zn) 也 是 了 的 一 个 零点 . 
HAE, Æ IN Flen ,zr] 中 有 一 个 非 零 多 项 式 h. 于 是 有 


A(@1, +++ 2) = RD Zn) 一 0 


然而 ，F1,…, zr 在 玉 上 显然 是 代数 无 关 的 , 矛盾 . AM, j € Flen ,zr]， 


由 上 面 的 吴 定 理 ， 我 们 有 J160) = 0, 只 要 qe Zero(PS). FERRARA 
Hilbert 零点 定理 ， 证 明 将 可 完成 

由 上 面 诸 引 理 ， 我 们 可 以 建立 下 面 的 定理 . 

定理 9.2.6 设 记号 同上 , 则 可 有 效 地 计算 出 一 个 单元 多 项 式 ptzn), 使 得 对 于 
Sa(f,zn) 的 每 个 有 限 开端 点 a pla) = 

证 明 根据 上 面 引 理 ， 我 们 可 以 执行 如 下 有 效 计算 . 

(1) 借助 于 吴 方 法 ， 我 们 可 获得 {f+ 如 ,i 一 1，…, nn 一 关于 序 t< zn < 
{er tn} 的 一 系列 不 可 约 升 列 PCy, …,， PCr. 记 $i 为 PC, 中 的 第 一 成 员 ， 
且 令 $= Jl as 由 引 理 9.2.2 和 9.2.5 知 ， 对 于 某 个 se N, O 是 IN Flt,zn] 中 
FELA. Sa e(tn) 为 $ 作为 Flen] 上 含 单 变量 t 的 多 项 式 的 尾 项 系数 .显然 
(tn) € Flen]. 

(2) 对 于 每 个 整数 组 Good) 其 中 1 < fh < … < je < n-i, 由 引 理 
9.2.2 A IN Fl, 2a zjyzn] 关 {0}, 这 里 了 是 FEX] H {f +t, me ie 
[2ni A 生成 的 理想 . 借助 于 刁 方法 ,我 们 可 获得 S+ SE, 


iE {1,2,… n1} {jn jk} ÉF t < En < {Tj Tj} < {T1 Tn 
{zin,… Ea) 的 一 系列 不 可 约 升 列 PC, ---, PCr 在 POC: 中 取出 第 一 成 员 di, 
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Ba Lor HS Voge = J ve 由 引 理 925 知 , RFRA sja EN USE 


Æ INFE Ei Ei En) 中 非 零 多 项 式 . 

(3) 对 于 在 过 程 (2) 中 所 得 的 每 个 多 项 式 Vije W Uj ie (Ent) H Vpn 作 
为 F(zn,t) 上 多 项 式 关 于 字典 序 。 zh <… < zj 的 首 项 系数 . 又 记 ejir (En) 为 
Ujija (Ent) 作为 Flen] LA PRE t 的 多 项 式 的 尾 项 系数 .显然 ， en.…j, (Tn) E€ 
Flzn]. 

令 p(zn) := e(tn) Nesen), 其 中 指标 入 取 遍 所 有 满足 1 和 ji <+ < je Snl 


的 整数 组 ( 思 ，… je). 此 时 , 可 以 断定 多 项 式 p(zn) 正 为 所 求 . 事实 上 , e12.…(n-1)(zn) 
显然 是 f 作为 F(zn) 上 多 项 式 关于 字典 序 zl < … < zn-1 的 首 项 系数 ， 对 于 
SR(f,zn) 的 每 个 有 限 端点 a, 由 引 理 9.2.3 知 ，el2..(n-D(a) = 0, 或 者 Varo, (f+ Tn) 
有 一 个 有 限 端 点 a*, 使 得 a* - a 在 R 上 是 无 限 小 . 当 el2.…(n-1)(a) = 0 时 ， 显 然 
pla) = 0. 现 假定 对 于 VRo (f+,zn) 的 某 个 有 限 端点 a*, a* -a 在 尺 上 是 无 限 小 . 

4 a* 是 VRo (ft tn) 的 一 个 闭 端点 时 ， 由 引 理 9.2.2 知 ， 9*(e0,a*) = 0, 即 
geoa") = 0. BE t (s > 0) 是 9(t,zn) EH Flen) 上 含 单 变量 t 的 多 项 式 的 尾 
FH, WM olt, En) = tdo(t,tn), 这 里 9o(t,zn) E Flt,zn]. 于 是 Bpo(eo,a*) = 0, BP 
和 (leoa") = 0， 从 而 ela) = (0,a) = 各 (r(eo),r(a")) = (yo(eoa")) = 0. BE 
考虑 这 种 情况 。 a* 是 Vaio (f+,zn) 的 一 个 开端 点 . 由 引 理 9.2.4 知 ， 对 于 某 个 
MER (Sr++ dk), 其 中 1 < 及 <… < ji < n 一 1, 以 及 某 些 @1,…, ek € 
{1, 一 1}, Vra (h, En) 有 一 个 闭 端 点 an, E molan) = a*, 这 里 A 是 在 fa 中 通过 
Rie: zj = agh i=l o, k, 而 得 到 的 F 上 和 多项式. 由 引 理 9.2.2 有 ， 
Wt (C0, Ore Ye sokek’ an) = 0, 即 Wy,...5,(€0, 0167 oeg aR) = 0. 假若 
Ujija (€007) 在 Ro) 上 不 是 无 限 小 , 则 对 于 某 个 正 元 素 de Roy, Ujija (€00)? > 
d. BR, BHR dj (ts elzi s OkTjr In) 可 表 为 


(az COkZjyZn) 
= 机 i 
= tej (banap 2h + DO wing (t Tna ai, 
tytn 


HE E ua (t Enda a5 E Vij E N Flan t) E & HK KF FF 
Tj <… Ei 的 首 项 系数 ， 且 wiis (t, 2n) € Flt, £n]. 
由 等 式 Wi-j (€o, 017 Oke; an) = 0, 我 们 有 
d< tjj, (€007)? 
= tu (E00%) 》 Wii (eap) pT e T. 


对 于 每 个 对 应 于 较 低 项 of -ait 的 数组 (i sir), 如 下 元 素 在 Roo) 上 是 无 
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限 小 : 


Ujy ju (€0, aR) Wiz ---ig (€0 ET? = GE. 


从 而 , 上 面 的 不 等 式 不 可 能 成 立 . 这 表明 wj,…j (€0,0%) 在 Ro 上 是 无 限 小 . 因而 ， 
To (wn(e0 8%)) = 0, BP wr(e00") = 0. Bt (8 > 0) HE tig (tran) 作为 
Flzn] 上 含 单 变 量 t 的 多 项 式 的 尾 项 ， 则 wj…j lt, In) = tvlt, In), 其 中 v(t, tn) € 
Flt,zn]， 于 是 有 cgu(eoa*) = 0, 即 v(eo,a") = 0， 因 而 ejja) = v(0,0) = 
o(m(co),7(a*)) = 1(v(¢o,a*)) =0. 

这 样 ， 在 任何 情况 下 都 有 pla) = 0. 证 毕 . 

现在 ， 我 们 可 建立 下 面 的 主要 定理 . 

定理 9.2.7 设 (F,<) 是 一 个 实 闭 包 为 R 的 可 计算 序 域 ， f(X) Pb 
nn 元 多 项 式 ， 且 n> 2. 若 下 容纳 一 个 有 效 方法 ， 使 得 每 个 非 零 单元 多 项 式 都 能 找 
到 一 个 隔离 集 ， 则 可 有 效 地 计算 出 的 一 个 有 限 子 集 T, 使 得 FOX) 是 半 正定 的 ， 
当 且 仅 当 对 于 每 个 ae T, f(z1,… ,zn-1,4) 是 半 正 定 的 . 

证 明 由 定理 9.2.6 知 , 可 有 效 地 计算 出 一 个 单元 多 项 式 p(zn), 使 得 对 于 Srl, n) 
的 每 个 有 限 开端 点 a, pla) = 0. 由 所 设 , 我 们 可 有 效 地 求 出 plen) 的 一 个 隔离 集 T. 

很 清楚 ， 若 对 于 某 个 a。e ,f(z1,… ,zn-_1,4) 不 是 半 正 定 的 ， 则 f(X) 不 是 
半 正 定 的 ， 现 设 f(X) 不 是 半 正 定 的 ， 则 SR(f,zn) 关 @. 当 SR(f,zn) = RO, B 
然 对 于 任意 a € ,f(z1,… ,zn-1,4) 不 是 半 正 定 的 ， 当 SR(f,zn) # RR 时 ， 至 少 
存在 SR(f,zn) 的 一 个 有 限 端点 a. 当然 ，a 是 p(zn) WEA. 从 而 有 中 cer, 其 
H b< c, 使 得 开 区 间 jb cl 仅 包含 SR(f,zn) 的 这 一 个 端点 a. 因而 ， be SRC, En) 
或 cE SR(f,zn). 这 表明 f(z1,… ,zn-1,b) 或 f(z1,… ,zn-1,c) 不 是 半 正 定 的 . 证 
毕 . 

作为 判定 多 项 式 的 半 定 性 的 两 个 初始 阶段 ， 我 们 考虑 三 元 多 项 式 与 二 元 多 项 

式 这 两 种 特殊 情形 . 

设 f(z,y,z) 是 请 上 一 个 三 元 多 项 式 ， 其 中 变量 z y 真正 在 f(z,y,z) 中 出 
现 fo FE fy = SE. 由 吴 方 法 ,我 们 可 得 到 S+ fof) 关于 序 = <y < 
的 一 系列 不 可 约 升 列 PC …, PO. = J 45, 3M, 6, J PO 中 第 -成 


员 ， 了 = 1 …，,r. 由 引 理 9.2.2 和 9.2.5 4, de Flt, z]. iT ulz) X o EW Fle] 上 
多 项 式 的 尾 项 系数 . 此 外 ， 用 Res(f +t, fei) 记 作 f+t 和 fe 关于 z 的 结 式 ， 而 
Res(f +t, fyiy) 记 作 了 + 上 和 fy RF y MAR. 注意 到 ，f+t 是 FIt zy,z] 中 
不 可 约 多 项 式 . 易 知 ， Res(f +t, faiz), Res(f +t, fyiy) FHA Flt, y, 2], Flt, z, 2} 
中 的 非 零 多 项 式 . 用 h(t, z) (È halt, z)) 表示 Res(f +t, fr;2) (或 Res(f +t, fyiy)) 
作为 Flt,z] 上 多 项 式 的 首 项 系数 ， 并 记 v(z) 为 hi(t, z)ho(t,z) 作为 Flz] 上 多 项 式 
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的 尾 项 系数 . 

定理 9.28 设 记 号 同上 ， 且 el) 是 f(z,y,z) 作为 Fle] 上 多 项 式 关于 序 ， 
z <4 的 首 项 系数 . 如果 本 是 u(z)v(z)e(z) 的 一 个 隔离 集 ， 则 f(z,y,z) 是 半 正 定 
的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 ae ,ffz,y a) 是 半 正定 的 . 

证 明 i Sh Ml Jo DAE Flt, ky x,y, 2] PH {f+t, fe} Mf +t, fy} 生成 的 理 
想 . 由 关于 多 项 式 的 结 式 的 一 个 熟知 事实 ( 见 [137] 中 引 理 7.2.1), Res(f +t, fz;£) € 
J, NF{t,z,y], 而 Res( +t, fysy) € J2 N Flt, z, 2). 根据 定理 9.2.6 和 9.2.7 以 及 它们 
的 证 明 ， wu(z)v(z)e(z) 正 是 定理 9.2.7 中 所 要 求 的 单元 多 项 式 . 因而， 定理 成 立 . 

现 考虑 二 元 多 项 式 的 半 定 性 的 判定 . 设 f(x,y) € Flz,y] 是 一 个 多 项 式 ， 其 中 
变量 = 真正 出 现 . 令 fe = FED, HJ Res(f +t, fain) RIR S +E fe XF z 
的 结 式 . 同样 ， Res(f +t, feiz) #0. id v(y) 为 Res(f +t, faiz) HEH Fly) LAB 
变量 上 的 多 项 式 的 尾 项 系数 . 

定理 9.2.9 设 fey), fe 和 vy) ALL. 如 果 T 是 多 项 式 vlu) 的 一 个 隔离 
集 ， 则 f(z,y) 在 尺 上 是 半 正 定 的 ， 当 上 且 仅 当 对 于 每 个 ae T, f(z,a) 在 R 上 是 半 
正定 的 . 

证 明 记 了 为 Flt,z,y] 中 由 f+t 和 fe 生成 的 理想 ， 则 Res(f +t, friz) € 
IN Flt,y]. 用 ey) 表示 f 作为 Fly] 上 多 项 式 的 首 项 系数 . 很 清楚 ，e(y) 也 是 f +t 
作为 Flt,y] 上 多 项 式 的 首 项 系数 . 由 定理 9.2.6 及 其 证 明知 ，e(y)v(y) 恰 是 定理 9.2.6 
中 所 要 求 的 单元 多 项 式 ， 注 意 到 ， 若 把 elu) 的 任意 一 个 零点 代入 Res(f +t, fz;7) 
中 的 变量 y, 则 Res(f +t, fair) 都 将 变 为 零 ， 从 而 ， e(y) 的 每 个 零点 也 是 v(y) 的 
零点 ， 于 是 ， 丁 也 是 e(y)v(y) 的 一 个 隔离 集 . 

由 定理 9.2.7 及 其 证 明知 ， f(z,y) ER 上 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 
a ET, f(z,a) 在 RR 上 是 半 正 定 的 . 证 毕 . 

鉴于 定理 9.2.6 和 9.2.7, 我 们 有 一 个 算法 , 使 得 在 多 项 式 的 半 正 定性 的 判定 中 ， 
可 将 所 给 多 项 式 简化 为 一 些 含 较 少 变量 的 多 项 式 . 对 于 一 个 真正 含有 变量 zn 的 输 
入 多 项 式 fe Flen ,zn], 我 们 的 算法 由 如 下 步 又 组 成 

(1) 借助 于 吴 方 法 ， 我 们 可 获得 {f+ SE i= m1) RPE en < 
{21,--+ ,zn-1} 的 一 系列 不 可 约 升 列 PCu …, PCr. 记 i 为 PC 中 的 第 一 成 员 ， 
且 令 $= ,卫生 由 引 理 9.2.2 和 9.2.5 知 ， 由 是 工 n Flt,zn] 中 非 零 多 项 式 . 记 
e(zn) 为 少 作为 Ffan) 上 含 单 变量 t 的 多 项 式 的 尾 项 系数 . 

(2) 对 于 每 个 整数 组 (joje) HAL <j << je Sn -1, 由 引 理 
9.2.2 有 IN Flt, Ej, ,zjiszn] 关 {0}, XE I Æ Fle, X] 中 由 rege, ie 


{1,2,-++,m—1}\{ii,-++ je }} 生成 的 理想 . 借助 于 吴 方 法 , 我 们 可 获得 {+t ot 
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ie {1,2, e n1} {jn deb} 关于 序 t < En < {2j Ti} < {Tn 
(tps zj} 的 一 系列 不 可 约 升 列 PC, PC. 在 PC 中 取出 第 一 成 员 Yo 
i=1, e,r, BẸ bioi = PES 

(3) 对 于 在 过 程 (2) 中 所 得 的 每 个 多 项 式 办,…j, 记 Ujj Grit) 为 bijs 作 
为 F(zn,t) 上 多 项 式 关于 字典 序 zh < … < zj 的 首 项 系数 . 又 记 ej. (tn) 为 
Ujiji (Ent) 作为 Flen) 上 含 单 变量 t 的 多 项 式 的 尾 项 系数 . 

(4) 确定 elzn) ex(zn) 的 一 个 隔离 集 T, 其 中 和 取 遍 所 有 满足 1 < ji <… < 
jk <n 一 1 的 整数 组 (ji jk). 

作为 上 面 过 程 的 输出 ， 获 得 由 n 一 1 元 多 项 式 组 成 的 集合 {f(z1,… ,zn-1,0) | 
acl}, 使 得 f 是 半 正 定 (REME) 当 且 仅 当 {f(z1,… ,zn-1,4) | ae r} 中 每 个 
成 员 是 半 正 定 (BOE). 

例 判定 多 项 式 f(z,y) 是 否 是 半 正 定 的 ， 这 里 f(x,y) = 2z5 — 3z4y2 + y+ 
ay? 一 6y +5. 

解 根据 定理 9.2.9, 我 们 进行 如 下 计算 . 

(计算 +t 和 OF 关于 = 的 结 式 如 下 ， 


Res(f +t, oe, z) 

= (ye — 6y + 5 + t)(43200 + 8768y° + 8640y4 — 103680y + 1728y?° 
—144y — 10368y5 + 1728yt — 10368y’ + 62208y? — 20736yt 
十 1728g6t 十 1728i2)2. 


(2) 作为 Qly] 上 含 单 变量 t 的 一 个 多 项 式 ， Res(f +t, ix) 的 尾 项 系数 为 


v(y) := (yê — 6y + 5)(43200 十 8768y5 + 8640y4 — 103680y 
十 1728y10 — 144%8 — 10368y5 — 10368y7 + 62208y”)?. 


(3) RH v(y) 的 一 个 如 下 隔离 集 r: 


15 31 21 43 
P= Ge 32’ 16’ 30)" 
(4) 对 于 每 个 a E T, 判定 单元 多 项 式 f(z,a) 是 否 是 半 正 定 的 . 由 计算 ， 我 们 
有 
2883 , , 961 。 15088449 


一 ) = 276 — = ae . 
F(t 35) = 22° 一 10247 + 1024” + 1073741824 


容易 判别 ， f(z, 器) 有 一 个 实 的 单 根 . 这 意味 着 f(z, g) 不 是 半 正 定 的 . 因而， 
f(z,y) 不 是 半 正 定 的 . 


vee 
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借助 于 计算 机 代数 系统 Maple V Release 4, 上 面 算法 被 编制 成 一 个 适用 于 有 理 
系数 多 项 式 的 通用 程序 .在 一 台 内 存 为 128 MB PentiumIV 计算 机 上 ， 下 列 实 
例 被 处 理 . 

实例 (1)z4 + 2z2z + z2 — 2zyz + 2y2z2 — 2yz2 + 22? — 27 十 2yz + 1/2; 

(2)z4 + 21?z + z2 — 2ryz 十 2y2z2 — 2yz2 + 2z2 一 2z + Qyz + 1; 

(3)z4gy4 一 225 y3z2? + 29y?24 十 272y3z 一 473y2z3 十 2748z5 十 z?y? — 224ya 十 2672; 

(4)atyt 一 2r5y3z? + zy?z* 十 2r?y’z 一 473%2z3 十 274825 + z?y? — 2zfyr + 

99/100zsz2. 
对 每 小 是 的 回答 分 别 是 ，“| 3 -了 gg rue, true? 和 “上 11 - 1), Sesh 
“true” 表 示 对 应 的 多 项 式 是 半 正 定 的 ， 而 数组 “[o,b dj” 表示 当 (x,y, 2] = [a,b,c] 
时 ， 对 应 的 多 项 式 的 值 为 负 各 自 的 CPU 时 间 为 。 0.4 秒 ，0.2 秒 ，0.3 秒 和 18.5 
秒 . 
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对 于 系数 在 域 F 中 的 多 项 式 方程 组 ， 通 过 著名 的 吴 方 法 以 及 Gribner 基 方法 
都 可 有 效 地 判定 该 方程 组 在 F 的 代数 闭 包 中 是 否 有 解 . 然而 当 系数 域 是 一 个 序 
域 , 且 要 判定 该 方程 组 是 否 在 FF 的 实 闭 包 中 是 否 有 解 时 ,问题 要 更 为 复杂 . 在 89.1 
中 , 我 们 给 出 了 判定 实 多 项 式 方程 是 否 有 实 解 的 两 个 判别 定理 ， 并 在 此 基础 上 研究 
了 二 元 多 项 式 的 实 零点 的 存在 性 . 本 节 的 目的 是 给 出 一 个 有 效 算法 ， 用 来 判定 一 个 
nn 元 多 项 式 方程 组 是 否 在 系数 域 的 实 闭 包 中 有 实 解 . 作为 一 个 并 存 的 结果 ， 我 们 同 
时 获得 了 判定 多 元 多 项 式 是 否 半 定 的 另 一 有 效 方法 . 

和 89.1 的 方法 一 样 ， 本 节 的 方法 也 是 非 标准 的 . 用 (F <) 表示 实 闭 包 为 R 的 
一 个 可 计算 的 序 域 ， Fn) 表示 在 F 上 添加 无 限 小 正 元 素 ti =t, to, «++, tn 所 得 到 
的 非 阿 基 米 德 序 域 ， 其 实 闭 包 记 作 Rn 用 F[ := Flz1,… ,zn] 表示 域 上 的 
nn 元 多 项 式 环 , 这 里 n > 2. 此 外 ,对 于 Fo [X] 的 一 个 有 限 子 集 E, 其 中 1 <s <n, 
FG EFBRHKETRA UC X), 则 用 dim(E) 表示 Fs)[U] 中 由 E 生成 的 理想 
的 Krull 维 数 ， 并 直接 称 dim(E) 为 E 的 维 数 或 方程 组 f = 0, f e E AER. 

首先 ， 我 们 需要 建立 有 关 引 理 . 对 于 域 工 的 一 个 扩张 2, 用 trdeg(Q/L) 表示 
2 在 工 上 的 超越 次 数 . 

引 理 9.3.1 设 2 是 域 工 是 任意 一 个 域 扩张 ， 了 e L[z1,… ,zn], 且 f 是 在 环 
Llz1,… ,zn-1] E zn 的 本 原 多 项 式 . BH 后 +++, En E N, WEE SEn ,én) =0, 
H tr.deg(L(€1,--- ,€n)/L) =n — 1, W £1, +++, Ena Æ L EAR. 

证 明 BG, En- 在 工 上 代数 相关 , 则 En VER LE ,én-1) 上 的 超 
越 元 素 . $ f = gard +ga_lzg 1 十 … 十 go, 其 中 9 € Llz1,… ,En-1], i= 0, 1,--- ,d. 
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则 由 fén En) = 0 可 推出 9:(&1,… ,én-1) = 0, i=0, 1,.…, d. 不 失 一 般 性 , 设 
所 是 域 L(&2，…én-_1) 上 的 代数 元 . 这 表明 诸 单元 多 项 式 gi(z1,&2，… ,én-1), i =0, 
1,…, d, 具有 非常 量 公 因 式 . 注意 到 z1, 62,…, én-1 在 工 上 代数 无 关 ， 从 而 诸多 
项 式 go, g1,…, g 也 具有 非常 量 公 因 式 ， 这 矛盾 于 f 的 本 原 性 . 证 毕 . 

引 理 9.3.2 设 fe F(X), Af TE Fler ,zn-1] EE rn 的 本 原 多 项 式 . 
若 了 在 已 中 不 是 半 定 的 , 则 有 皇 ,…… & E Rin, EE f(&1,… En) =0 且 后 
名 -1 在 上 代数 无 关 . 

证 明 由 于 f 在 RR 中 不 是 半 定 的 ,从 而 ,对 于 某 两 个 a = (a, ,an), 6 = 
(biy-++ sbn) € R", f(a)f(B) < 0. & Bt = (bi + ti ,bn ttn) € Riy ERR 
FASO) 是 Rin) ER try +++, tn 的 多 项 式 ， 且 其 常数 项 为 f(a)f(B) < 0. 由 Rin 
的 序 结构 ,我 们 有 f(a)f(B") < 0. E Rony 上 单元 多 项 式 Ply) := f(ar(1—y) + (b+ 
tiv an(1— y) + (bn + tn)y), 则 更 (0) 亚 (1) = f(a)f(B*) < 0. 由 多 项 式 的 中 间 值 
定理 ， 有 和 € Rwy, BVO) =0,HO<A<1. 1 & = all A) + (bi + 4), 
i= 1,0, n, WW ti = (i — ai + apd)/A— bi € R(E, nA), i = 1,.…, n. 由 
于 妈 ,…, tn 在 R 上 是 代数 无 关 的 ， 从 而 tr.deg(R(&1,… ,én, 入 )/R) > n. 于 是 ， 
tr.deg(R(&1,… ,én)/R) > n-1. 另 一 方面 , 显然 tr.deg(R(&1,… ,&n)/R) <n, 因为 
(61，… En) 是 非 零 多 项 式 的 一 个 零点 . 从 而 tr.deg(R(&1,… ,各 )/R) =n 一 1. 再 
由 引 理 9.3.1 知 ， G1, ---, Gna 在 R 上 是 代数 无 关 的 . HEH. 

借助 于 Grobner 基 的 有 关 理 论 ， 我 们 可 证 明了 本 节 中 如 下 主要 结果 . 

定理 9.3.3 设 了 是 由 FA) 中 多 项 式 A, f 生成 的 理想 ， (21, …, zm} 
是 一 个 模 于 了 的 极 大 无 关 变 元 组 ,J* 是 了 在 F(t, Em)[Em ,zn] 上 的 扩 
HE, HI 关于 变 元 zm+1 处 于 正规 位 置 . 若 G 是 了 关于 字典 序 zi < … < zm < 
zm+l < …' < zn 的 简化 Grobner 基 ， 则 对 于 G 中 首 项 最 低 的 元 素 go 有 go = uh, 
这 里 we Flz1,… ym), hh 是 Flz1,… ,zm] 上 一 个 含 zm+1 的 本 原 多 项 式 ， 且 方程 
组 所 =0,i=1,…, 7", 在 尺 中 有 解 当 且 仅 当下 列 三 个 条 件 之 一 成 立 : 


(1) 方程 组 
u=0, 
fi=0, i=1,---,7 
在 RR 中 有 解 ; 
(2) 多 项 式 h 在 R 中 不 是 半 定 的 ; 


(3) 方程 组 
fi =0,i=l,,r 
im =0,j=1,.… ,m+l 


Perea 


mee s 
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证 明 由 所 设 ， 我 们 有 GNA Flen ,zm,zm+1] # Ø, AW {a1, ---, tm} 是 
一 个 模 于 的 极 大 无 关 变 元 组 . 由 于 go 是 G 中 首 项 最 低 的 多 项 式 ， 从 而 g € 
下 [za……,zmyzm+il, 其 中 未 定 元 my 真正 出 现在 go 中 . 因而 ,go 可 以 写作 g = uh, 
RE u € FIz1,… tm), hh 是 Flz1,… ,zm] 上 一 个 含 zm+ 的 本 原 多 项 式 . 

下 面 证 明 : 方程 组 fi =0,i=1,---, 7, 在 RR 中 有 解 当 且 仅 当 条 件 (1), (2) 和 
(3) 中 之 一 成 立 . 

DEE. 设 方程 组 fi =0,i=1,---, 7, ÆR HHR X =a = (a, an). 
由 于 go € I, AT gola) = 0, 即 u(a)h(a) = 0. 4 u(a) = 0 时， 条 件 (1) 成 立 . 
现 设 h(a) = 0. 如 若 条 件 (2) 不 成 立 ， 即 h 在 R 中 是 半 定 的 . 于是， 单元 多 项 式 
hk = h(a1, ++ ,ak-1, zkyak+l ,am+l) Æ R PREM, k=1,,m+1. 这 
表明 zk = ok 是 hi 的 重 根 ， 从 而 也 是 微 商 以 的 根 . 由 此 有 ， Zw = hy (ax) = 0. 
从 而 条 件 (3) 成 立 ， 必 要 性 获 证 . 

充分 性 。 ”由 于 I* 关于 zm+l 处 于 正规 位 置 ， 从 而 由 文献 [22] 中 命题 8.77 
Bl, T° 关于 字典 序 myi <… < zn 的 简化 Grobner 基 具 有 如 下 形式 ， 


Ge = {hm+l Tm+2 一 hm+2 +++» Zn — hn} 


RE hi € F(T, ,tm)[tmsi], i= m+ ln 

将 hmi 表示 为 hm+1 = vh*, 其 中 we F(z1,… ,zm), h* 是 Fler, Em] 
上 一 个 含 zm+1 的 本 原 多 项 式 . ERB, go € IN Fler, Em Emy] CIEN 
F(21,+++ 5 %m)[am+1], E I°OF (a1,--- ,zm)lzm+1] 是 由 hm+1 生成 的 主 理想 . 从 而 在 
FR F(Z1… ,zm)[zm+1] 中 ，hm+1 整除 go, 自然 hr* 整除 六 由 于 hr" HE Fler ,zm] 
上 是 本 原 的 ， 从 而 由 Gauss 引 理 的 一 个 熟知 推论 ( 见 文献 [200] 第 33 页 中 引 理 2) 
知 ， 在 Flz1,… Em Emy] P, h* 整除 h， 另 一 方面 ， 由 Ie 的 结构 知 ， 有 非 零 
WE 下 |z1,… ,zmj, 使 得 wh* € I. 从 而 wh* 可 由 Grobner Æ G 简化 成 零 . 假若 hr 
是 h 的 真 因 式 ， 则 易 知 ， 关 于 字典 序 zl < … < zm Emy < … En, wh* 的 首 
项 低 于 go 的 首 项 ， 从 而 低 于 G 中 每 个 元 素 的 首 项 . 这 样 ， 由 文献 [22] 中 定义 5.18 
A, wh 是 模 于 G 的 规范 形 ， 矛 盾 . 因而 ， h 整除 AT, BD h* Ah 相伴. 不 失 一 
般 性 ， 不 妨 设 h* =h. 

显然 , 条 件 (1) 或 (3) 都 蕴含 结论 方程 组 大 = 0, i = 1,…, 7, ER PAW. 当 条 
件 (2) 成 立时 ,由 引 理 9.3.2 A, A E, y Ems € Ren>, 使 得 h(&1,… ,ém+1) = 0, 
HG, +++, Em E F ERREX. 于 是 有 从 域 F(z1,… ,zm) PR FE, Em) 的 一 
个 下 - 同 构 7, 使 得 7(zi) = Eii =l, m. DE I hl Sma), j= M+2. +, 
n, N) r 可 拓展 成 F(z1,… ,zm)[zm+1,… En] 到 F(E Sm) [Em+1,… ,En] 的 一 
NAS o, EM olz) =j f= mtl1,---,n. 对 于 每 个 ie {1,…, n}, fell, 
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从 而 所 可 表示 为 
fi=emtihmt1i + Em+2(Tm+2 — hm+2)+***+en(Zn — hn), 


这 里 ei € 下 (zl，…… ,Em)[Em+ t Tn], i=M+1, +++, n. 

由 此 易 知 alfi) = 0, 即 fi(&1,… ,en) = 0, i = 1, …, 7. 再 由 适合 实 闭 域 的 转 
移 定理 知 ， 方 程 组 fi(z1,… ,zn) = 0, i = 1,…,7, ER PAM. IER. 

当 m=0, 即 了 是 零 维 理想 时 ， 我 们 立即 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 Eh FIX) 中 多 项 式 用,…, fp 生成 的 零 维 理想 ， 且 了 关于 未 定 元 
Zz1 处 于 正规 位 置 ， 则 方程 组 f= 0, i = 1,…, 7, ERA, HARK h ERP 
有 实 根 ， 这 里 h 是 了 关于 字典 序 zl < zz < … < zn 的 简化 Gr6bner 基 中 惟一 含 
zl 的 单元 多 项 式 . 

由 定理 9.3.3 FY OL, 方程 组 有 实 解 的 判定 可 简化 到 维 数 较 低 的 情况 以 及 元 数 较 
少 的 多 项 式 的 半 定 性 的 判定 . 再 结合 下 面 的 定理 9.3.4, 多 项 式 的 半 定 性 的 判定 可 进 
一 步 简化 . 这样， 问题 将 最 后 归结 到 判定 维 数 < 0 的 方程 组 的 实 可 解 性 以 及 单元 
多 项 式 是 否 有 实 根 . 

鉴于 定理 9.3.3, 要 判定 多 项 式 方程 组 是 否 有 实 解 ,需要 一 个 判定 多 元 多 项 式 的 
半 定 性 的 有 效 方法 .对 此 ， 我 们 将 应 用 89.1 中 定理 9.1.3 和 引 理 9.1.6 建立 下 面 的 
定理 ， 这 一 定理 可 看 作 $9.1 中 定理 9.1.7 的 一 个 推广 . 

定理 9.3.4 Bf FIX) 中 一 个 无 重 因 式 的 多 项 式 ， 且 了 关于 某 一 字典 序 的 
首 项 系数 的 符号 为 e(= +1), 则 fE RPE, 当 且 仅 当下 面 的 叙述 都 成 立 : 

(1) f(z1,… ,zn-1,0) 在 RR 中 是 半 定 的 ; 

(2) 对 于 每 个 ie {1, m1}, Frye teat Tizi En) 在 Ray 中 是 
半 定 的 ; 

(3) 对 于 每 个 ie (1, n1}, f(E, tia, t7}, tig, ++ ,Tn) HE Ray 中 
是 半 定 的 ; 


(4) 方程 组 
S(X)+e =0 
ge =0, j=l,---,n-1 
J 
在 Ray 中 无 解 . 


证 明 先 证 必要 性 . 设 了 在 R EFEK. 显然 , 叙述 (1) 成 立 . 根据 转移 定 
理 易 知 , BGR (2) 和 (3) 都 成 立 . 此 外 ,由 89.1 中 引 理 9.1.6 知 , 叙述 (4) 也 成 立 . 

再 证 充分 性 . WBE (1), (2), (3) 和 (4) 都 成 立 ， 为 方便 起 见 ， 不 妨 设 e = 1. 
E f= FR) +t 设 了 关于 字典 序 ra < za < …' <a, 的 首 项 系数 的 符号 为 
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1, 其 中 i, …, in 是 数字 1 到 n 的 一 个 排列 . 记 o 是 这 样 一 个 n 级 置换 ， 使 得 
olik) = ky k= 1,…, n. 注意 到 ， fap trm) 关于 字典 序 到: << ty) 
与 f 关于 字典 序 za < … < zi 具有 相同 的 首 项 系数 . 由 Roy) 的 序 结 构 知 ， 
iyot) > 0， 注 意 到 ， 对 于 i = 1,…, n, 由 对 应 t 去 所 决定 的 从 
序 域 F(t) 到 F(t) 的 F- 同 构 是 保 序 的 .从 而 由 令 述 (2) 知 ， 对 于 i=l, 
mal, g i= f(n, Ti-n tayp Titi ,Tn) 在 (tz(i)) 的 实 闭 包 中 也 是 半 定 
的 .由 转移 定理 可 知 ， g 在 Roy 中 是 半 定 的 . 由 于 fa ,tt) > 0 从 
而 g 在 Rony 中 是 半 正 定 的 ， 又 由 于 序 域 F(tz) 和 F(to(i)) 也 是 序 同 构 的 ， 从 而 
jz iD 好 zi ,Zn) E Rin 中 也 是 半 正 定 的 .因此 ,方程 f(z1,… ,zi-1， 
ty witty En) 十 t= 二 0 即 方程 及 (z1… tity Tit En) =0 在 Rn) 中 
无 解 ，i=1,…,n—1. 

此 时 , 我 们 可 断定 f(z1,… ,zn-1,0) 40. 事实 上 , 如 若 不 然 , 则 f = zng, 这 里 
gC F(X). 由 上 面 讨论 知 ，7(t-1 ,En-1 2n) 在 Rey 中 是 半 正 定 的 ,从 而 单元 多 
FAK SEI, th. narra) 在 Rin) 中 是 半 正 定 的 . 这 样 ，zn 必 是 f(t tal tn) 
HBAR. MFE, voy tala 在 下 上 是 代数 无 关 的 , 从 而 zn 也 是 f 的 侦 因 式 ， 与 所 设 
FA. 于 是 , 由 叙述 (1) 知 ，f(t™!,… 21,0) > 0. 这 表明 f(z1,… ,zn-1,0) 在 Rin) 
中 是 半 正 定 的 .因此 ,方程 f(z1,… ,zn-1,0) +t=0 即 方程 (71,… ,zn-1,0) =0 
在 Rin) 中 无 解 . 

对 于 每 个 ie {1,… , n 一 1}, ABU (3) 和 转移 定理 可 知 如 下 事实 : 


f(z tina, #7, Bisa, ++ ,Zn) 在 Rin) 中 是 半 定 的 . 


又 由 上 面 讨论 知 ， 非 零 多 项 式 f(z1,… ,zn-1,0) 在 Rom) 中 是 半 正 定 的 . 记 o 是 
这 样 一 个 n 一 1 级 置换 ， 使 得 oi) = 1 由 于 -tayp +, tn- EF LÆR 
数 无 关 的 ， 从 而 (tay itzi- ts tay ,tot 1)’0) > 0. 这 表明 
F(E Tii, t7}, Bitty En) 在 Rin) 中 是 半 正 定 的 ， 由 于 序 域 F(tz) 和 F(t) 
是 序 同 构 的 ， 从 而 可 知 如 下 事实 : 


F(En Til ty Tizi En) 在 Rony 中 也 是 半 正 定 的 . 


因此 ， 对 于 每 个 ie {1,… ,n 一 1}, 方 程 f(z1,… Titz, Titi tn) +t =0 
即 方程 filt Titz Titi En) = 0 在 Rn) PER. 


再 由 叙述 (4) 知 , 方程 组 fi = 0, 54 =o, j =.…,n 一 在 Ruy 无 解 注 


意 到 ， t Fo) 上 的 无 限 小 正 元 素 . AA 89.1 中 定理 9.1.3, FÆ fi = 0 4 Ray 
中 无 解 . 最 后 由 89.1 中 引 理 9.1.6 知 ， f 在 R 中 是 半 定 的 . 证 毕 . 

根据 定理 9.1.4, 用 同样 的 方法 可 建立 下 面 的 结论 . 

定理 9.3.5 设 feF[X], 且 f 关 于 菜 一 字典 序 的 首 项 系数 的 符号 为 e(= 41), 
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则 了 在 R 中 是 半 定 的 ， 当 且 仅 当下 面 的 叙述 都 成 立 : 

(1) 对 于 每 个 ie {1,… ,nn}, Fei. ++ Tiz, t7}, tigi, ++ ,Tn) 在 Ray 中 是 半 
定 的 ; 

(2) 对 于 每 个 ie {1 一] f(21, ++ Ti-1 8, Giga, En) 在 Ray 中 
是 半 定 的 ; 


(3) 方程 组 
| f(X)+e =0 
of ae he 5 
z; =0, j=1, 了 2 一 
在 Ray 中 无 解 . 


定理 9.3.4 与 定理 9.3.5 表明 ， 无 重 因 式 的 n 元 多 项 式 的 半 定 性 的 判定 可 简化 
成 判定 n 一 1 元 多 项 式 的 半 定性 以 及 判定 维 数 小 于 n 的 方程 组 是 否 有 实 解 . 

在 定理 9.3.3 和 9.3.4( 或 9.3.5) 的 基础 上 ， 并 借助 于 Grobner 基 的 有 关 算 法 ， 
可 给 出 判定 多 元 多 项 式 的 半 定性 以 及 多 项 式 方程 组 是 否 有 实 解 的 算法 ， 鉴 于 定理 
9.3.3, 首先 要 考虑 的 问题 是 ， 对 于 FX) 的 一 个 理想 1, 怎样 求 出 一 个 模 于 工 的 极 大 
无 关 变 元 组 ， 在 下 面 ， 我 们 给 出 一 个 求 极 大 无 关 变 元 组 的 简单 算法 . 

引 理 9.3.6 RI F(X) 的 一 个 非 零 的 真理 想 ， 且 G 是 了 关于 字典 序 zh < 
Tja <…… X zj 的 简化 Gribner 基 ， 则 如 下 集合 


W = {ay | 1<i<n, BGO Flag t] = GN Fhe ,zn 1)} 


是 一 个 模 于 了 的 无 关 变 元 组 . 此 时 , 若 zk 是 X\W 中 最 低 的 未 定 元 W GNF[W, zk] # Ø. 

证 明 假若 W 模 于 了 是 相关 的 ， 则 有 非 零 he IN FIW]. 由 于 he 了 从 而 
可 被 G 简化 为 零 . 由 文献 [22] 中 定义 5.18 知 ， 对 于 某 个 ge G, g HETT Æ h 
的 某 个 非 零 项 的 因 式 ， 此 时 必 有 ， Te FLW). 用 m 表示 最 大 的 自然 数 ， 使 得 ri。 
ET PREHR. BR, Tin E W, 即 GNFlz;,… ,zi]=GnFfzh y Ejmi] 
Ril, 9E GnEF[zi ,zim], 但 ggGNF[z;,,… Tinh FE. 因此 ，W 模 于 
了 是 无 关 的 . 引 理 中 后 一 叙述 是 显然 的 .证 毕 . 

根据 引 理 9.3.6, 对 于 FLX] 的 一 个 理想 我 们 可 以 得 到 一 个 模 于 了 的 无 关 未 定 
元 组 Wi, 未定 元 zk 和 一 个 非 零 ge € jinF[Wi ,zu]. MUR X = WiU{zks}, 则 Wi 是 
一 个 模 于 工 的 极 大 无 关 变 元 组 否则， 对 于 某 个 满足 Wi < 天 \ (Wi U (rn, }) < zk 
的 字典 序 ， 再 由 引 理 9.3.6 可 得 到 未 定 元 组 Wz, KET zk。 和 一 个 非 零 gr € 
INF|W2, 2k]. SBIR, Wai C Wo. 如 果 X = W2U {£k Tk}, W Wo 是 一 个 模 于 工 的 
极 大 无 关 变 元 组 . 否则 , 对 于 某 个 满足 Wo < X\ (Wa {Ek Eka}) < za < Zh WF 
SUF, 由 引 理 9.3.6 又 可 得 到 未 定 元 组 We. KETC zks 和 一 个 非 零 多 项 式 gro, 使 得 
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Wo C Ws, 且 gks € INK (Wo, 2r]. 如 此 进行 下 去 , 最 后 必得 到 未 定 元 组 Wi, 未 定 元 
Ek, 和 一 个 非 零 多 项 式 grr, W X = W, U {2r ,zk A oe, € I N FIWr, 2x, ]. 
此 时 ， Wr 正 是 欲求 的 一 个 模 于 了 的 极 大 无 关 变 元 组 . 此 外 ,对 于 每 个 re X\W,, 
我 们 都 有 非 零 多 项 式 gz, 使 得 gz € IN F[W,, 2). 

现 设 DD 是 由 非常 量 多 项 式 组 成 的 一 个 有 限 集合 ,满足 : 对 于 每 个 fe D, 存在 
s € {0, 1,… , n 一 1}, 使 得 f 是 Fo 上 一 个 多 项 式 ， 且 在 f 中 真正 出 现 的 未 定 元 
个 数 < n 一 s. 同时 ， 设 E 是 由 多 项 式 组 构成 的 有 限 集合 ， 满 足 ， 对 于 每 个 BE € 2， 
已 中 含有 有 限 个 多 项 式 ， 且 存在 se {0,1,---,n-1}, REE 中 全 部 元 素 都 是 域 
Fu) 上 多 项 式 , 且 dim(E)<n-s-1. 

对 于 如 上 的 集合 偶 (D,E), 当 DAME 都 是 空 集 时 ， 我 们 称 答案 为 “ 错 ”. 24 D 
和 E 不 全 为 空 集 时 ， 我 们 按 如 下 两 种 方式 之 一 执行 操作 . 

方式 一 (D 了 2) 任 取 fe D. 通过 “去 偶 因 式 ", 由 f 得 到 A. 根据 如 下 两 种 
情况 ， 分 别 进行 操作 : 

情况 fi 是 一 个 单元 多 项 式 ， 此 时 ， 用 Sturm 定理 或 定理 2.5.4 可 确定 fi 
在 R(n) 中 是 否 有 实 根 . FA 无 实 根 ， 则 令 D* = D\ {f}, HE = E; 若 广 有 实 
根 ， 则 停止 下 步 操作 ， 且 称 答案 为 “ 真 ” 

情况 2 有 i= 有 (zk,… ,zk) E FiolEks t Tk] 这 里 1<7<n 一 s. 此 时 取 


及 = (D\{F})U{falwin s+ ,zk 0)} 
U{fi(Zk ee ,Th tad Thay tt Tk) | i=1,.. ,7 1} 
Uf fathers ,Th ti Th Tk) | i=1, ,1}; 


TR E = EU (E) RHE B= {fi tden SE | i= yoy 1 TH CW HX 
于 某 个 字典 序 的 首 项 系数 的 符号 . 

方式 二 (EAS) ER E cE. 设 已 所 涉及 的 未 定 元 组 为 U, 且 系数 域 为 Fi). 
计算 Fw[U] 中 生成 理想 Id(F) 的 Grobner 基 G. 若 1 € G, 则 取 D* = D, E* = 
EHE} 否则 , 按照 引 理 9.3.6 后 的 讨论 , 求 出 模 于 理想 dF) 的 极 大 无 关 变 元 组 W 
以 及 诸 非 零 多 项 式 ge (2 € U\W), 使 得 对 于 每 个 ze U\W, gs € 1d(F)N Fey [Wa] 
对 于 每 个 ze UN\W, 去 gs 的 重 因 式 后 得 8-. 4 Gi = EU {9s | ze U\ W). 根据 
文献 22] 中 引 理 8.13 知 ， Gi 在 Flo) (W)IU \ W) 中 生成 的 扩 理 想 Te 是 一 个 零 维 
HEM. 设 UV\W = {zk,,… ,zx } 由 文献 22] 中 定理 8.81 知 ， 经 过 有 限 次 试验 
后 ， 可 找到 co, +++, cr € F, 使 得 通过 变量 代 换 r: zh 一 Tey 十 cazka 十 … + CTR, 
I 关于 未 定 元 oe 处 于 正规 位 置 . 将 7 看 作 从 U 到 自身 的 一 个 变量 代 换 ， 且 对 于 
某 个 满足 W < zk, XU\W 的 字典 序 ， 计 算 理想 Id(r(Gi)) 的 Gröbner 基 G2. 在 
Gs 中 取出 首 项 最 低 的 元 素 g, 并 将 9 表 为 9 = wh, Het w € Fey WJ, h 是 Fo lW] 
LG zi 的 本 原 多 项 式 ， 然后， 根据 如 下 两 种 情况 分 别 进行 操作 ， 
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情况 1 W = 少 此 时 ， 记 是 及。 上 一 个 单元 多 项 式 . Gh HE Ro PERR, 
则 称 答案 为 “ 真 ”. Hh 在 Ro) 中 无 实 根 ， 则 取 D* = D, E =E\ {E}. 

情况 2 W 4d. 此 时 , 取 D* = DU {h}, E* = (€\ {E} U {Ey E}, 这 里 
Ey = G2 U {w}, Fn = G.u (ot ly = Tr, y EW}. 

上 述 操作 过 程 称 作对 (D,E) 的 一 个 演绎 ， 其 输出 是 “页 ”、“ 错 ”或 新 的 集合 
W (D*,E*). 容易 看 出 ， D* 和 E 也 满足 对 D 和 E 所 要 求 的 有 关 条 件 ， 从 而 可 再 
次 对 (D*,E*) 进行 如 上 演绎 . 注意 到 ， 这样 的 演绎 过 程 不 可 能 无 限 地 继续 下 去 . 换 
名 话说 ， 通 过 有 限 次 演绎 后 ， 可 获得 最 终 答案 ，“ 真 ” 或 “ 错 ". 借助 于 定理 9.3.3 
和 定理 9.3.4, 容易 证 明 如 下 命题 . 

命题 9.3.7 设 集合 偶 (D,E) 同上 ， 则 经 过 有 限 次 演绎 后 ， 可 得 到 最 终 答 案 
Se ak “A, BF ABER: 

(1) 当 最 终 答案 是 “ 真 it, E 中 至 少 有 一 个 多 项 式 组 在 Rn) 中 有 公共 零点 ， 
或 D 中 至 少 有 一 个 多 项 式 在 Rn) 中 不 是 半 定 的 . 

(2) 当 最 终 答案 是 “ 错 ” 时， E 中 每 个 多 项 式 组 在 Rn) 中 没有 公共 零点 ， 且 
D 中 每 个 多 项 式 在 Rin) 中 是 半 定 的 . 

由 上 面 命题 9.3.7, 立即 可 以 得 到 如 下 结果 . 

命题 9.3.8 设 fe FIX) 是 一 个 非常 量 多 项 式 ， 刀 = {f}, H E= g, W fE 
尺 中 是 半 定 的 ， 当 且 仅 当 对 (D,E) 进行 有 限 次 演绎 后 ， 所 得 的 最 终 答案 为 “ 错 

命题 9.3.9 BE={fi,--, fr} FIX) 的 一 个 有 限 子 集 ， 其 中 已 中 元 素 不 
全 为 零 ， 刀 = 2 H €={E}, 则 方程 组 fi=0,i=1,-,r, ER PAM, 4A 
当 对 (D,E) 进行 有 限 次 演绎 后 ， 所 得 的 最 终 答案 为 “ 真 

作为 上 面 结果 的 应 用 ， 我 们 借助 于 计算 机 代数 系统 Maple V Release 4 来 处 理 
下 面 两 个 例子 . 

Wl 确定 多 项 式 f RSE, RH f(z,y,z) = ct + 2022 + x? 一 2zy 十 2y2 一 
Qyz +22? — 27 + 2y + 1. 

计算 过 程 ”根据 命题 9.3.8, 我 们 进行 如 下 6 个 演绎 过 程 : 

(1) 确定 户 = f(0,y,z) 是 否 半 定 . 为 此 ， 进 行 下 面 4 个 子 过 程 : 

(1.1) 考虑 far = f(0,0,z) = 2z? +1. 显然 fir 无 实 根 ; 

(1.2) 考虑 f2 = f(0,y,t) = 2y? + (2-27 )y + 2-7 二 1， 由 于 判别 式 
A= ~12t-? + 8t! — 4 < 0, AT fi2 无 实 根 ; 

(1.3) 同 子 过 程 (1.2), fis = f(0,y, -t-1) 也 无 实 根 ; 

COREKAN fu = FE = 0 这 里 he = frt att EAE Ta fre E) 
的 Grébner 基 为 {1}. 因此 ， 该 方程 组 无 实 解 . 
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(2) 确定 fo = f(c,t,z) 是 否 半 定 . 为 此 ， 进 行 下 面 4 个 子 过 程 : 

(2.1) 考虑 for = f(0,t-1,z) = 22? 一 2t-1z + 227? 十 2t-! + 1 由 于 判别 式 
A= ~12t-? — 16t-? —8 < 0, Ait for 无 实 根 ; 

(2.2) 考虑 for = f(w,t-1, ty") = 14+ (1+ t3 ')a?— (20-2 +2)0-+2t-? — 2M + 
2 好 2 + 2-141. 计算 多 项 式 foo 的 Sylvester 矩阵 的 偶 次 顺序 主子 式 ， 获 得 该 序列 
的 符号 表 如 下 ， 


有 一 二 


上 面 符号 表 的 (修订 ) 变 号 数 为 2 由 定理 2.5.4 知 ， foo 的 实 零点 个 数 为 4- 
2 x 2 = 0. 从 而 fon 无 实 根 . 

(2.3) 同 子 情况 (2.2), 可 判定 fos = f(z,t-!, -好 1) 也 无 实 根 ; 

(2.4) 考虑 方程 组 Ju = 222 =0. 由 计算 ， 生 成 理想 (Ps Z) 的 Gröbner 基 为 
(1). 从 而 该 方程 组 无 实 解 

由 此 可 知 ， fo 是 半 定 的 . 

(3)~(5) 由 类 似 过 程 (2) 的 计算 可 知 ， fs = f(z,y,t-), fa = f(z,-t-1,z) 和 
fs = f(z,y-t-!) 都 是 半 定 的 . 


(6) 考虑 方程 组 fo = = =o, 这 里 fo = ftt 通过 计算 知 ， 生 成 理 


想 (Jt x o ) 关于 字典 序 > < y < z 的 Gröbner 基 为 {g1, 92, 93}, 其 中 gs = 


9(2? + 3z + 1)? +24tz? + 3t +16t?. HF t> 0, 从 而 gs 无 实 根 ， 这 样 ， 该 方程 组 无 
实 解 . ae 
因此 ， 根 据 命题 9.3.8, 多 项 式 f 是 半 (IE) 定 的 . 

例 2 MESARA: f= 户 = 0 是 否 有 实 解 ， 这 里 fi = 2z2 - zy —2y?- 
2yz - z? -1, f = 1? -rz +y? +yz +2? +1. 

计算 过 程 ”通过 计算 知 ,理想 了 = Id( 户 , 户 ) 关于 字典 序 z <y < e hy Grobner 
基 为 {91, 92, 93, h}, XH h = 1 Ty + 33y32 + 37y2z? + 25y? 十 19yz3 + 23yz 十 7z4 十 
122°+9. 由 此 可 知 ，z 是 模 于 了 的 一 个 极 大 无 关 未 定 元 组 . 计算 在 Qele, y) 中 
的 拓展 理想 7e 关于 字典 序 y < z 的 Gr5bner 基 如 下 ， 


Ge = {(272? + 3)x — 17y3 — 67y?z — (632? + 13)y — 372° — 372, h}. 
这 表明 I 关于 变量 y 处 于 正规 位 置 .根据 命题 9.3.9, 我 们 只 须 进行 如 下 三 个 推理 
过 程 : 
O) 方程 组 f= fp=u=0 BRAM, 其 中 = 1 是 hh 作为 Q[z] 上 含 单 变量 
y 的 多 项 式 的 所 有 系数 的 最 大 公 因 式 . 
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2) Anbar N= 户 = Ft =F =0. 由 计算 知 ， 理 想 laf, SE) 


关于 字典 序 z <y < z hy Grébner Peay 
{9x? — 9zz + 2, y — 2z, 1 + 92°}. 


由 于 1+ 9z2 无 实 根 ， 从 而 该 方程 组 无 实 解 . 

(3) 判定 h = hly, 2) 是 否 是 半 定 的 .为 此 ， 进 行 如 下 子 过 程 : 

(3.1) 考虑 hi = h(y,0) = 17y4 + 25y? +9. BIR, hi 是 半 定 的 ; 

(8.2) 考虑 ha = h(t-1,z)， 计算 多 项 式 ha 的 Sylvester 矩阵 的 偶 次 顺序 主子 
式 ， 获 得 该 序列 的 符号 表 如 下 

1,-1,-1,1. 

上 面 符号 表 的 (修订 ) 变 号 数 为 2 由 定理 2.5.4 知 ， j 的 实 零点 个 数 为 4 一 
2x2= 0. 从 而 ， hs 无 实 根 ; 

(3.3) 同 子 过 程 (3.2) 一 样 ， 可 知 hs = NM- 1z) 也 无 实 根 ; 

GA BENEA h= FE = 0, Rh 二 h+t 由 计算 知 ， 生 成 理想 (has Sy 
关于 字典 序 z <y 的 Grobner 基 为 {1}. 因而 ， 该 方程 组 无 实 解 . 

根据 命题 9.3.9 可 知 ， 所 给 的 方程 组 fi = fo = 0 无 实 解 . 
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多 项 式 理想 的 实 根 是 实 域 论 和 实 代数 几何 中 一 个 重要 的 研究 对 象 ， 多 项 式 理 
想 的 实 根 不 仅 在 理论 上 有 重要 的 研究 价值 ， 而 且 许 多 实际 问题 都 可 归结 于 多 项 式 
理想 的 实 根 的 计算 . 

H (F, P) 是 一 个 序 域 ，I 是 多 项 式 环 FX] := Flen ,zn] 的 一 个 理想 . 正如 
在 定理 7.4.4 的 推论 1 的 证 明 中 ,我们 可 以 得 到 FA 的 如 下 一 个 包含 1 的 理想 : 


Vi:={f € F[X]| Bén +++, Em € PAR gi, +++ gm € F(X], 
使 得 天 十 sat € 1, 其 中 Fe N}. 


上 面 的 理想 YI 称 作 理想 工 的 实 根 . 理想 了 称 作 是 F[X] 的 一 个 实 理想 ， 若 
Vi=I. 

由 实 零点 定理 (定理 7.4.4 的 推论 1) 以 及 定理 7.4.4 的 推论 2 可 知 ， 不 仅 可 通 
过 多 项 式 理想 的 实 根来 判定 多 项 式 方程 组 是 否 有 实 解 ， 而 且 可 用 于 检验 实 多 项 式 
GRAZ AMMAR. 因此 ， 有 序 几 何 中 的 许多 自动 推理 问题 都 可 演变 成 求 多 项 
式 理 想 的 实 根 以 及 检验 相应 的 “成 员 ” 关 系 . 

在 本 节 中 ,始终 设 (F, <) 是 一 个 可 计算 序 域 ， 已 是 序 < 的 对 应 正 锥 , HRW 
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(F, S) 的 实 闭 包 ， 对 于 F[X] 中 一 个 子 集 H, 仍 用 Id(H) 表示 F(X) PATR H E 
成 的 理想 ， 此外， 假定 域 尺 具 有 一 个 分 解 单元 多 项 式 的 有 效 算法 .从 而 域 RA 
一 个 分 解 多 元 多 项 式 的 有 效 算法 (参见 文献 [197], 84.2 中 定理 1). 作为 一 个 熟知 事 
实 ， 有 理 数 域 Q 符合 本 节 的 要 求 . 

为 建立 本 节 的 主要 结果 ， 我 们 需要 准备 一 些 引 理 . 

引 理 9.4.1 设 (F<) M FAFE, (K,Q) 是 序 域 (F,P) 的 一 个 序 扩张 ， 且 
J K(X] 的 一 个 实 理想 ， 则 JNF) 是 F(X) 的 一 个 实 理想 . 

证 明 由 实 理想 的 定义 可 知 .证 毕 . 

引 理 9.4.2 i (F, P) 是 一 个 序 域 ，p 是 FIX) 中 一 个 不 可 约 多 项 式 , 且 Id(p) 
表示 FA 中 由 了 生成 的 主 理想 ， 则 下 列 叙述 等 价 ; 

(1) Id(p) 是 F(X] 的 一 个 实 理想 ; 

(2) P 可 拓展 为 K 的 一 个 正 锥 ， 这 里 K 是 FIX]/Id(p) 的 分 式 域 ; 

(3) p 在 (FP) HEA R 上 不 是 半 定 的 . 

„TA OSOD: 由 定理 1.1.2 知 , 只 须 证 明了 是 K NEER, 这 里 了 一 

(D ae? |mEN, & € PEeie K,i=1,---, m}. BË -1ET, M1+> ge? =0, 


i=l i=l 
其 中 6 EP 且 ei €K,i=1,---,m. 由 KK 的 构造 A f,g1,…, gm © FIX), 使 得 


f ¢ld(p), He = k 其 中 页 := gi + ld(p), F := f + Id(p) € FE 四 /Idlp) C K,i = 


1,…,m. BEH, +Y Gig? € Id(p). 由 于 Id(p) 是 一 个 实 根 理想 , AT f E Id(p)， 


i=l 
FA. 因此 ， 了 人 是 K 的 一 个 亚 正 锥 . 

(3) 一 (3): 设 正 锥 己 在 天 上 有 一 个 拓展 Q. id Rk 为 (K, 9) 的 实 闭 包 . 不 失 
一 般 性 ,假定 变 元 z1 真正 出 现在 多 项 式 p 中 . 易 见 ，p(z1, 而 ,… ,而 ) 是 Kle] 中 
一 个 不 可 约 多 项 式 , Hep T= ri + 1d(p) E€ K,i= 2,…,n. 由 于 pla Tn) 
在 Rk 中 有 根 Ty, 从 而 p(z1,55,… Tn) 在 Rk 上 不 是 半 定 的 ， 即 了 在 Rx 上 不 是 
半 定 的 ， 由 转移 定理 (定理 7.3.7) TA, pe R 上 不 是 半 定 的 ， 其 中 RR 是 (FP) 
的 实 闭 包 . 

(3) 一 (1): 设 p 在 RR 上 不 是 半 定 的 , HF RE (F, P) 的 实 闭 包 . BR, pe 
Fler ,zn-1] 上 含 zn 的 一 个 本 原 多 项 式 . 由 引 理 9.3.2 M1, Am, t M E Rin 
E plm, tm) = 0, E m, +++, m-i 在 环 上 代数 无 关 ， 这 里 记号 Rn) 的 意义 同 
引 理 9.3.2. 


设 S> +S Go? €ld(p), HH G € P, T f, 9: € FIX) i=1, +, m. 此 时 ， 显 
i=l 
RA 
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fm Mn Mn) + D> ig? (Mm, M15) = 0. 
i=1 

由 此 有 f(m, M151!) = 0. 令 g(y) = p(Th,… »m—1,y). BR, BHR gly) 在 
域 Fm ,mn-1) 上 是 不 可 约 的 ， 从而， 在 多 项 式 环 F(m,---,m—r)ly] 中 ，g(y) 
是 f(m，… ,mm-1,9) 的 因 式 .注意 到 m, -m-i y 在 域 上 是 代数 无 关 的 ， 且 
gly) 是 Fm, ,mm-1] 上 含 y 的 本 原 多 项 式 . 于是， 在 多 项 式 环 Flm,- m1, 9] 
中 ，g(y) 是 f(m ,7m-1,9) WAR. 这 意味 着 。 f e Id(p). 根据 定义 ，Id(p) 是 
F(X) 的 一 个 实 理想 . 证 毕 . 

引 理 9.4.3 设 了 是 F(X) 的 一 个 理想 ，{z1,…, zm} 是 模 于 工 的 极 大 无 关 变 
死 组 ， 且 记 I H IH F(t, Em)[Em+ t ,zn] 上 的 扩 理想 . 如 果 G 是 工 关于 
某 个 满足 {z1,… ,zm} < zm+1 < {zm+2,… ,zn} 的 字典 序 的 简化 Gr5bner JE, H 
么 F(z1… ,zm)[zm+1] 是 由 gm+l 生成 的 主 理想 ， 其 中 gm+1 是 G 中 这 样 一 
个 成 员 ， 其 首 项 低 于 G 中 的 其 他 成 员 . 

证 明 由 于 F(zi,…,zm)[zm+l] 是 一 个 主 理想 整 环 ， 从 而 可 设 /为 理想 Pen 
FE(za，…zm)[zm+l] 的 一 个 生成 元 . 由 所 设 知 ，Tn Flen Em Emy] # {0}, 
因为 {z1, …, zm} 是 模 于 7 的 极 大 无 关 变 元 组 . 由 文献 [22] 中 命题 6.15 知 ， 
GN F|t1, + Im, m41] Æ IN Flz1,… ,zm,zm+1l] 的 一 个 Gröbner Æ. 因而 ， 
GNFlz1… ,zm,zZm+1l] # D. 由 于 gm+l 的 首 项 在 G 的 全 部 成 员 中 是 最 低 的 ， 从 
而 gm+1 € [zi …zmzZm+l]. 必然 ， 变 元 zm+1 真正 出 现在 gm+1 P. 

注意 到 gm+1 € GN Fler, ,zm, zmti] E T° N F(z ,Tm)[zm+1], 我 们 有 
gm+1 = uh, 对 于 某 个 u € F(z1,… ,zm)[zm+1]. Ait, h #0 A deg(h;zm+1) < 
deg(gm+1;Zm+1), 其 中 deg(h;zm+t1) 和 deg(gm+1;Zm+1) 分 别 表示 h 和 gm+l 关于 
变 元 zm+t1 的 次 数 ， 由 7* 的 构造 ， 有 非 零 的 we Flz1,… ,zm], 使 得 wh eT. A 
而 , BEF Grobner Æ G, wh 可 以 被 简化 为 0. 假若 deg(h; zm+1) < deg(gm+1; m41), 
则 deg(wh;zm+1) < deg(gm+1; zm+1). AR, wh 的 首 项 低 于 gm+1, 因而 低 于 G 中 
每 个 成 员 . 根据 文献 [22] 中 定义 5.18 知 ，wh ERF G 的 一 个 规范 形 , 矛盾 . 从 而 
deg(h; zm+1) = deg(9gm+1;Zm+1). XRH. AA gm+l 在 F(z1,… ,zm)[zm+1] 中 是 
相伴 的 . 因此 ， gm+1 也 是 理想 IN F(z1,… ,zm)[zm+1] 的 一 个 生成 元 ， 证 毕 . 

引 理 9.4.4 设 了 是 F(X) 的 一 个 理想 ，{z1,…, zm} 是 模 于 工 的 极 大 无 关 
变 元 组 ， 且 G 是 了 关于 某 个 满足 (01, … ,zm} < Emy < Zzm+2 < … < zn 的 
字典 序 的 简化 Gr6bner 基 . 若 工 在 F(z, ,Tm)[zm+1,… ,Zn] 中 的 扩 理 想 I* 是 
下 (zzm)[zm+l ,Zn] 的 一 个 根 理想 ， 则 T° 关于 zm+1 处 于 正规 位 置 ， 当 且 
仅 当 对 于 上 = m+2, +++, n, 存在 一 个 ge € G, 使 得 gk = urzk + ve, 其 中 wk 是 
lz1,… ,Zm] PERLAR, H vk € Fler- ,zk_1]. 

证 明 充分 性 : 设 gk = ukzk tre E€ G, 其 中 up 是 Flz1,… ,zm] PIRES 
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MR, H ue € Fle- ,Zk 上 二 m 十 2，,…,n. 记 2 为 域 F(z1,… ,zm) 的 代 
数 闭 包 ， 显 然 ， gk elt, k=m+2,---,n. 因而 ,对 于 I ER 中 的 任意 零点 
(CE 
上 三 mm 十 2，…,n. 因而 ，mm+2, …， Mn 都 是 由 Nme 惟一 确定 的 . 根据 文献 [22] 中 
定义 8.67 A, I 关于 变 元 zm+1 处 于 正规 位 置 . 

必要 性 : 设 I* 关于 变 元 zm+1 处 于 正规 位 置 . 显然 ， T° 是 一 个 零 维 理想 .由 
文献 [22] 中 命题 8.77 知 ， 关 于 任意 一 个 满足 rn+l < {Zm+2,… tn} 的 字典 序 ， 
Ie 的 简化 Grobner Æ Ge 具有 如 下 形式 : 


= {ħm+1,Zm42 — hm+2, ee Tn — hn}, 


其 中 hk E€ F(21,--+ ,2m)[2m4i], k= m+1,.…,n. 

由 T° 的 结构 知 ， 有 非 零 的 wk < Flz1,… ,zm], 使 得 wk(zk — he) € I, k = 
m+2, +++, n， 由 [22] 中 的 命题 5.38 知 ， wx(zk — hx) MF G 是 首位 可 约 的 ， 
大 = m 十 2,…, n. 注意 到 wk(zk 一 Ae) 的 首 项 式 是 wkzk, 其 中 wh 是 wk 的 首 项 
式 ， 上 =m 十 2,.…,n. ser EREC, 使 得 gk 的 首 项 式 HM (gr) 整除 wzk， 
AL ek := wk(zk — he) 一 me AM" E IN Flxi,-++ tea], k = m+2, +++, n. 假若 
变 元 xy 不 出 现在 g; 的 首 项 ， 其 中 Je {m+ 2,---,n}, W gj € Ffens gj]. 记 
Go := GĦ N F(ai,+** ,Em)[Em+1, t 25-1), WA 


Go = {ħm+1, m42 — hm4iy*** ,£77-1 — hj-1}. 


由 [22] 中 命题 6.15 BI, Go Æ I'N F(ai,+++ ,zm)[zm+1,… ,2j-1] 的 简化 Gröbner 
Æ. BR, ej gj € TENF(z1 ,Em)[Em+ *** szj-1). 因而 ， 9; BF Go 是 可 约 
的 . 由 等 式 zj- hy = wj (aM +e) 可 见 ， 作 为 F(z1,… zzm)lzm+i yzn] 
中 一 个 元 素 ，z; —hy MF Go 是 可 约 的 . AFATE: I 的 Grobner I Ge 是 
简化 的 . 因而 ， 变 元 zk 真正 出 现在 g AM, k= m+2,---,n. 此 时 ，gk 必 可 
表 为 gk = wkZk 十 vk, 其 中 uk 为 下 [za Em] 中 非 零 元 ， 且 wk € Flz1… pT- 
k=m+2,---,n. 证 毕 . 

引 理 9.4.5 BHC F(X), 1 F(X) 中 由 五 生成 的 理想 ，{z1,…, om} 是 
模 于 了 的 一 个 极 大 无 关 变 元 组 ， 且 I 是 了 在 F(Z1,… ,zm)[zm+1,… ,Zn] 上 的 扩 
理想 . MRF k= m+2,---, n, 有 gk © H, 使 得 gk = ukzk 十 vk, 其 中 un 是 
Flz1,… ,zm] 中 非 零 元 ， 且 ve € Fler Eki], 那么 {gm+1,9m+2,… ,9n} 是 天 
的 一 个 Gr5bner W, 其 中 gm+1 是 主 理想 NF(z1,… ,zm)[zm+1] 的 一 个 生成 元 . 

证 明 记 J 了 为 F(z1… ,zm)[zm+1,… ,Tn] 中 由 {gm+1,9m+2,… ,9n} 生成 的 
理想 . BR, JCI. 由 [22] 中 定理 5.68 知 ， {gm+1,9m+2,… ,gn} 是 J 的 一 个 
Grobner 基 ， 因 为 {gm+1,9m+2,"… ,gn} 中 任意 两 个 成 员 的 首 项 是 不 相交 的 . 对 于 
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任意 %e 1°, 通过 相继 地 用 gn, …, gm+2 除 G, 可 得 如 下 等 式 : 
$= gngn +`: + qm+29m+2 +T, 


HP r € F(z, ,zm)[lzm+], Hoge € Flz ,2m)[Em41 zh k = m+ 
2,… ,n， 显然 re IN Fl, ,zm)[zm+i, 即 有 7 = gm+lgm+l, 这 里 amir € 
天 (zl……,zmj[zm+l]. 因而 9 € J, WA I = J. 证 毕 . 

引 理 9.4.6 设 J 是 下 (ZI,… ,zm)[zm+1,… ,Zn] 中 由 如 下 子 集 生成 的 理想 : 


{Im+1, Um+1Tm+2 — Um+2)°** ,UnTn — Un}, 


其 中 gm+1 是 Fler ,zm+1] 中 一 个 不 可 约 多 项 式 ， wk 是 Flz1,… ,zm] PARE 
Te, Hvr € Flr tei], k= m+2, +++, n. 若 gm+1 在 (FP) 的 实 闭 包 上 不 是 
半 定 的 ， 且 变 元 dmy 真正 出 现在 gm+1 中 ， 则 对 于 正 锥 PE F(t, Em) 的 某 
AYER, JHE F(z1,… ,zm)[zm+1,… ,zn] 的 一 个 实 素 理想 . 

证 明 iE K A Flea, ,tm41)/Id(am4i) 的 分 式 域 AA nm+1 表示 K 中 元 
Zm+1+Id(gm+1). 由 引 理 9.4.2, 已 在 天 上 有 一 个 拓展 Qk. 很 清楚 ，Flz1,… ,zm]n 
Id(gm+1) = {0}. 从 而 有 


下 2m) + Id(g9m41)/Id(g9m41) S Fl zm]. 


因而 ，Flz1,… ,zm] 可 看 作 Kler ,zm+1]/Id(gm+1) 的 一 个 子 环 . 于 是 ,可 认定 
(zl 2m) CK. 令 Q=QkKNF(T1… ,zm), 则 Q@ 是 在 F(z1,… tm) 上 的 


Me = Up Vk (Mm M1) k= M42, +++, n. 


BR, FE F(t ,zm)[zm+1,… tn] 到 天 中 的 一 个 F(z1,… ,zm)- 同 态 T, 
使 得 "(Zk) = my k= m 十 1,…, n. 此 时 ， J C ker(r)， 另 一 方面 ， 对 于 任意 
gs ker(7), 相继 地 用 unzn 一 vn，…, tm+2Tm+2 一 Um+2 BRO AL, b= gn(unzn 一 
Un) + + gm+2(um+lZm+l 一 vm+2) +r, 其 中 7 € F(z1,… ,zm)lzm+l, A ge € 
下 (zi yzZm)[zm+i Tk 二 m 十 2,…,n. 通过 代 换 zk = Tk 有 二 m 十 1,…， 
n, 有 "Tr(nm+t1) = 0. 从 而 有 某 个 amar € F(T1,… ,zm)[zm+1], 使 得 > = gmpigm+i. 
于 是 ye J, 即 有 ker(r) = J. 因而 ，F(z1,… ,zm)[zm+1,… ,zn]/J 同 构 于 KK 的 
一 个 子 环 ， 从 而 是 F(z1,… ,zm)[zm+1,…… ,zn] 的 一 个 素 理 想 . 


B P+ SOG? E J, EH SEN, f, hi € F(z ,zm)lemti pn], & EQ, 
i=1 
i 二 1，…, s. 在 同 态 r 的 作用 下 ， 我 们 有 关于 K 中 元 素 的 如 下 等 式 : 


RZ 
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af) + 二 &n(hi)? =0. 
i=l 


由 此 可 知 ， x(f) = 0, 即 f E ker(r) = J. 因此， 对 于 P H F(t ,zm) 的 拓展 
Q, J 是 一 个 实 理想 . 证 毕 . 

根据 上 面 诸 引 理 ， 现 在 我 们 可 以 着 手 考虑 多 项 式 理想 的 实 根 的 计算 问题 . 

I F(X) 的 一 个 由 有 限 子 集 H 生成 的 真理 想 . 对 此 ， 我 们 有 效 地 进行 如 
下 运算 : 

(1) 对 于 任意 一 个 字典 序 ， 计 算 了 的 一 个 Gr6bner Æ G. 根据 引 理 9.3.6, RH 
模 于 了 的 一 个 极 大 无 关 变 元 组 5. 

(2) 对 于 每 个 ze X\S, 关于 某 个 满足 5 <z <X\5 的 字典 序 , 计算 了 的 一 个 
Grobner Æ Gz, ARH Gz 中 首 项 最 低 的 成 员 gz- (由 引 理 9.4.3 知 ， gz € F[S, 2], 
但 gz ¢ F[S].) 

此 外 ， 计 算出 每 个 gz 的 无 平方 部 分 he, HA G1 := GU {he |x € X\S}. (此 
时 , 由 [22] 中 引 理 8.13 知 ，I* 是 F(S)[(X\ S] 的 一 个 零 维 根 理想 , 其 中 T° 是 Id(G1) 
在 F(S)[X \ S) 上 的 扩 理 想 . ) 

(3) RÆ X\ S = {zk，… ,Zkm}. (根据 [22] 中 定理 8.81, 通过 有 限 次 测试 ， 可 
找到 c2, +++, cm € F, 使 得 经 过 变换 T: zk — Tk, + Cote, 十 … 十 cmZThms Io 关于 
变 元 zk, 处 于 正规 位 置 . ) 鉴于 引 理 9.4.4, 可 找到 co, +++, cm E K 和 相应 的 变换 T, 
使 得 Id(r(Ga)) 关于 任意 一 个 满足 S < zu <X\ S 的 字典 序 的 Gröbner 基 G2 包 
会 如 下 形式 的 成 员 : 


Iki = Uk, — Vi, T= 2, +++, M, 


HP wi 是 FIS] 中 非 零 元 , H vi € F|S, £k, Enah i52, o m. 

(4) 找 出 Ga 中 首 项 最 低 的 成 员 gi. (由 引 理 9.4.3 知 ， gi € 下 [S, zt].) 同时 将 
91 分 解 成 不 可 约 因 式 之 积 g = wis wrp pa RP wj € F[S], = 1 r, H 
Pr € F|S, 2r], k =1,---, 8. 

(5) MF k= 1,…, s, 判定 pk 在 (F, P) 的 实 闭 包 R 上 是 否 为 半 定 的 . 设 
Pl,… ,Pt 在 (F, P) 的 实 闭 包 RR 上 是 半 定 的 , 但 pe+1,…, ps 在 R 上 不 是 半 定 的 ， 
其 中 0<t<s. 

(6) 构造 F(X) 的 如 下 新 理想 : 

(6.1) MF j =1,---, r, $ Ij = Id(G2 U {w;}); 

(62) HF b= 1-5 & J = 1G {FE lzs Se= mm) ); 

(6.3) i A = {i |2 < i < m, Hu ¢ F}; WF A € A, S Ly = Id(G2 U {uy}). 

(6.4) MF k=t+1, ---, 9, > Ey = Id(G2 U {pk}). 并 根据 [22] 中 命题 6.37 或 
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推论 6.36, 计算 出 理想 Dk, 使 得 De = Qk : u°, 其 中 心 是 uz, …, ur 的 最 小 公 倍 
式 . 

为 叙述 方便 ， 上 面 的 全 过 程 称 作对 了 的 一 次 n- 化 简 . 由 (6.1), (6.2) 和 (6.3) 
所 得 的 新 理想 都 称 作 未 确定 的 输出 理想 ， 而 由 (6.4) 所 得 的 新 理想 都 称 作 确定 的 输 


注 E 了 是 如 上 所 得 的 一 个 未 确定 的 输出 理想 ， 则 PX) 中 有 这 样 一 个 严格 的 理 
想 升 链 I = d(H) C nJ), 其 中 n 是 7 的 逆 变 换 : Zk 一 ， zh 一 CoE ky 一 
Cm@kem + 

现在 ， 我 们 可 以 建立 如 下 主要 结论 . 

定理 9.4.7 设 记号 同上 ， 则 有 

Ja = (A vi) "(A vi) n(n xn 人 A bs): 
j=) k=1 AEA k=t+1 
证 明 首先 ， 我 们 证 明 下 面 三 个 断言 . 
A 


显然 ，7(1) CUG) C (A 中 (A, a) a (Ma) 因而 有 


"hn (hs) 
M5)n (A a)n (BM). 


BRE (FP) 的 实 闭 包 ， 且 a € R", 使 得 对 于 每 个 he nrl), h(a) = 0. 由 
Go 的 构造 知 ， 对 于 每 个 9 E Gz, g(a) = 0. 因而 ， g(a) = 0， 从而， 对 于 某 个 
Jo € {1,… ,7}, wla) = 0; 或 者 对 于 某 个 ko € {1,… ,s}, prola) = 0. 对 于 任意 

ef 人 让 可 n (A x) n ( A z); 考虑 如 下 可 能 情形 : 
j=l k=1 k=t+1 

情形 1 对 于 某 个 jo € {1, r}, wiola) = 0. 此 时 ， 由 于 fE Lj, = Id(G2U 
{wj.}), 从 而 f(a) = 

情形 2 koa 0 且 1< ko gt. HF pr EREEFEN, 从 而 对 于 每 个 ze 
Suiza h FZ Fela a) = 0. 此 时 ， WF fet, = 14 (Gau {Re |se Sita = an }), 
从 而 RE 

情形 3 EE RTT 此 时 ， 由 于 f € Er = Id(G2 U {pko})， 


yr(I) 


In 


qm 


REN 


J Va 
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:零点 定理 知 ， 了 e Vm). 从 而 (A 4) n (A 4) a( Å a) c 
j=1 k: k 


YT). 于 是 (A vi) "(A oh) o( A ve) c / Va = ya). N 
j=1 k=1 k=t+1 
而 ， 断 言 1 成 立 . 

断言 2 (ovm) VDk C YEr, k =t+1, +, 5. 

H R E (F, P) WAE, H a € R, 使 得 对 于 每 个 he Er, h(a) = 0. 对 于 
任意 fe (9,44) N Dr, f € De = Ek : u”, BIH © € N, 使 得 wf e Ey. 于 是 
ula) f(a) =0. AT f(a) = 0 BK u(a) = 0. 4 u(a) = OF, 由 于 4 是 A 中 全 部 成 员 
的 最 小 公 倍 式 , 从 而 必 有 某 个 Ae A, 使 得 ula) = 0. 由 于 f e Ly = Id(GzU {wu}), 
从 而 仍 有 fla) = 0. 由 实 夫 点 定理 知 ， fe VE: 从 而 ， (1) ta) o Dec VE 
因此 ， 断 言 2 成 立 . 

断言 3 Dk 是 F(X) 的 一 个 实 素 理想 ， 大 一 上 十 1， s. 

用 Ek 表示 Ex 在 F(S)[X \ S) 上 的 扩 理想 . 假若 1 e Es, 则 有 某 个 非 零 的 
w € F[S], 使 得 w € Ek. Ẹ h := tw…wrp1…Ppk-1wpk+1.…ps， 很 清楚 ，h e 
Ti+ ++ lp + IA(G2 U {p1}) -+ -Id(G2 U {ps}) S Id(G2). 因而 ，h BEF Gz 是 首位 可 简 
化 的 . 然而 的 首 项 低 于 g1, 自然 低 于 G 中 每 个 成 员 ， FA AT, 1¢ Eg, 即 
BENF(S)lzk] 是 F(S)[zk,] 的 一 个 真理 想 . 注意 到 pi 在 下 (5)[zx,] 中 是 不 可 约 的 ， 
Am € Ek NF(S)[zk]. iff, BEN F(S)lex,] 是 F(S)lzk,] 中 由 pk 生成 的 主 理 
想 ， 由 引 理 9.4.5, {Prs gka + Gem} 是 Eg 的 一 个 Grobner 基 ， 由 引 理 9.4.6, Ee 是 
F(S)[X \ S] 的 一 个 实 素 理想 . 

很 清楚 ， pk € EEO F(X]. 对 于 任意 ge EEN FIX), 相继 地 用 gn, gu BR 
$9 可 得 


WG = qmgkm +--+ g2gks + hs 


HH CEN, we F[S,2x,], H qi € FIS,zh Ek], i= 2,---,m. BR, WE 
Ek AO F(S)[zk,]， 因而 ,在 F(S)(ci,] 中 mx 整除 u 注意 到 F[S] 是 一 个 惟一 分 解 
整 环 ， 且 pk 是 F[S] 上 一 个 本 原 的 单元 多 项 式 . 由 熟知 的 Gauss 引 理 易 见 ， 存 在 
di € F|S, 2m], E u = pe. 于 是 wp € Ex, Bl o € Ey : ue = Dy. 因而 ， 
EEO F[X] = Dy. 根据 引 理 9.4.1, Dk 是 F(X] 的 一 个 实 素 理想 . 

由 上 面 的 断言 ， 立 即 可 推出 


(A vi) ‘ (å wh) 2 (9, m) a (4. na) Sn 
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此 外 ， 显 然 有 


于 是 有 


vans a. Goth) 
- (he) (h(a) A a) 
证 毕 . 


定理 9.4.8 TE F(X) 中 一 个 由 有 限 子 集 H 生成 的 理想 ,， 则 通过 有 限 次 化 
简 后 ， 可 计算 出 了 的 实 根 VT, 使 得 VI 被 表示 为 有 限 个 实 素 理想 的 交 . 

证 明 我 们 的 计算 过 程 如 下 . 

作为 始 步 ， 计 算 工 关 于 任意 字典 序 的 一 个 Grobner Æ G. # FNG #0, WE 
止 计算 ， 而 获得 浅显 结果 VT = Id(1). 24 FG =0, B de F(X) 的 一 个 真理 想 ， 
我 们 将 执行 对 工 的 第 一 次 化 简 ， 若 每 个 输出 理想 是 确定 的 或 浅显 的 ， 我 们 的 计算 
终止 否则， 我 们 对 每 个 未 确定 的 输出 理想 再 次 执行 化 简 . 一 般 说 来 ， 在 执行 一 次 
化 简 后 ， 若 每 个 输出 理想 是 确定 的 或 浅显 的 ， 则 计算 终止 . 否则， 我 们 对 每 个 未 确 
定 的 输出 理想 再 次 执行 化 简 . 

假若 我 们 的 化 简 会 无 休止 地 进行 下 去 ， 则 由 上 面 的 附注 可 知 ， 将 获得 F[X] 中 
一 个 由 无 限 多 个 理想 组 成 的 严格 升 链 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 F[X] 是 一 个 Noether 
环 . 因而， 我们 的 化 简 必 在 有 限 次 后 终止 . 换 句 话 说 ， 在 有 限 次 化 简 后 ， 所 得 的 输 
出 理想 都 是 确定 的 或 浅显 的 

记 为 整个 化 简 过 程 中 所 得 的 全 部 确定 的 输出 理想 . 对 于 每 个 De D, 用 rp 
a 了 简化 到 D 的 过 程 中 所 有 变 元 变换 的 乘积 ， 由 定理 9.4.7 可 知 ， VT = 
心 np (D), 其 中 1p (D) 是 FIX] 的 一 个 实 素 理想 .证 毕 . 


作为 上 面 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 用 软件 Maple 来 处 理 如 下 实例 . 

例 设 Q[z,y,z] 是 有 理 数 域 Q LAMAR, fi = (2? — 244 2?)(2? - 1), 
fo =2(2? -2 +27), H fs =r- +z. 计算 理想 了 的 实 根 HP I Æ Q[z,y,z] 
中 由 fi, fo M fs 生成 的 理想 . 

计算 过 程 ”根据 定理 9.4.7 及 其 证 明 ， 我 们 进行 如 下 计算 . 

(1) 执行 如 下 一 次 对 工 的 化 简 : 

(1.1) 对 于 满足 z <y <z 的 字典 序 ， 计 算出 工 的 简化 Gröbner Æ G 如 下 : 
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G = {z -y? +2, yê — 3zyt — zy? + 427y? + 24 — 223, 
z?yt — yt — 2z5y? + Qzy? — 2 + 224 + 23 — 227}, 


根据 引 理 9.3.6 可 知 ， {z} 是 模 于 I 的 极 大 无 关 变 元 组 . 

(1.2), (1.3) 注意 到 g := 2—y? +z EG. 51944 WM, I Q(z)[z,y) EH 
扩 理 想 [< 关于 变 元 y 处 于 正规 位 置 . 

(1.4) 在 G 中 , 首 项 最 低 的 成 员 是 g2 := 2?yt@—y*—225y? 422y2— 2542244 23222, 
分 解 92 为 不 可 约 因 式 的 乘积 g = (z 一 1)(z + 1)ply, z), 其 中 p(y,z) = yt — 2zy? 一 
23 十 2z2. 

(1.5), (1.6) 注意 到 ， g 作为 一 个 含 co 的 单元 多 项 式 ， 它 的 首 项 为 1. 因而 ,我 
们 获得 如 下 两 个 未 确定 的 输出 理想 : 


n=IdGU{z-1}), =IdGU{z+1}). 


显然 ， p(0,z) = -2° + 227 不 是 半 定 的 因而 ， p(y,z) 不 是 半 定 的 . 令 E= 
Id(G U {p(y, z)}) = Id(g1,p(y,z)), 则 得 确定 的 输出 理想 Dy = E :1= E. 

(2) 执行 一 次 对 五 的 如 下 化 简 : 

(2.1) 对 于 满足 2 <y <z 的 字典 序 ， 计 算出 五 的 简化 Gr5bner 基 G, WMF: 


Gi = {z - y? + 1,y® — 3y4 + 3y? —1,z—1}. 


(2.2), (2.3) 由 [22] 中 定理 5.68 知 ， Gi SiR bh 关于 字典 序 r <z <y 的 
简化 Grobner Æ. 很 清楚 ， n 关于 y 处 于 正规 位 置 . 

(2.4) 分 解 G1 中 首 项 最 低 的 成 员 ， 有 y® — 3y* + By? -1 = (y 一 1)3(y + 1)3. 

(2.5),(2.6) $ Ez = Id(x—y?+1,2-1,y—1), H Es = Id(c—y? +1, 2-1, y+), 
则 获得 如 下 两 个 确定 的 输出 理想 : 


Di=B:1=B=1(sy -1,z-1), 
Ds = Es : 1 = Es = ld(z,y +1,z— 1). 
(3) 执行 一 次 对 I 的 如 下 化 简 : 
对 于 字典 序 2 <y < z, 计算 出 D 的 简化 Gröbner Æ Gz 如 下 : 


Go = {x -y —1, yf + 3y* + 5y? +3, z+ 1}. 


注意 到 yê + 3y4 + 5%2 十 3 无 实 根 ， 从 而 VEz = Id(1). 
由 上 面 的 定理 , 我 人 有 VT = Di n Da n Ds. 注意 到 Dy C Di, i = 2, 3. FE, 
VI = Dy, BP VT Æ Ql, y, 2] PH r- y? +2 RI yt — Q2y? — 23 4.22? 生成 的 实 素 理 
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$9.5 ”正定 齐 次 多 项 式 的 有 效 表示 


由 84.2 中 定义 4.2.1 知 , 序 域 上 每 个 半 正 定 多 项 式 都 可 表示 成 若干 个 有 理 函数 
的 平方 和 ， 只 要 这 个 域 具有 弱 Hilbert 性 质 ， 作 为 一 个 相应 的 构造 性 问题 ， 自 然 会 
问 , 是 否 存在 一 个 有 效 的 方法 , 使 得 (RAR Hilbert 性 质 的 ) 可 计算 序 域 上 每 个 半 正 
定 多 项 式 都 可 表 成 若干 个 有 理 函 数 的 平方 和 . 本 节 将 考虑 一 种 特殊 情形 : 阿 基 米 德 
序 域 上 正定 齐 次 多 项 式 的 平方 和 的 有 效 表示 . 本 节 的 主要 结果 是 由 W. Habicht[85] 
首先 获得 的 . 

设 (F, <) 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 . 根据 定理 1.4.5, 可 认定 FCR, E< RH 
惟一 序 在 已 上 的 限制 . 因而 ， (F,<) 上 每 个 半 正 定 多 项 式 都 可 看 作 实数 域 民 上 的 
半 正 定 多 项 式 . F E-A n 元 齐 次 多 项 式 f WEE (F, <) 上 是 (严格 ) 正定 的 ， 
如 果 对 于 F 中 任意 一 组 不 全 为 零 的 元 素 a1,…, an, f(a1,… ,an) > 0. 上 一 个 n 
元 d 次 齐 次 多 项 式 f 称 作 是 系数 全 为 正 的 ， 如 果 它 的 所 有 ("+41!) 项 的 系数 都 为 
F 中 正 元 素 . 

Habicht 的 结果 立足 于 Pólya 所 获得 的 一 个 结论 (参见 文献 [148]). 因而 ， 我 们 
首先 证 明 Pólya 所 获得 的 如 下 结论 . 

命题 9.5.1 设 (F,<) 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 ，f := f(z1,… ,zn) 是 已 上 一 个 
n RIKER, 使 得 对 于 F 中 任意 一 组 元 素 a, ---, an, f(a1,… ,an) > 0, 只 要 
Dai > 0, 且 ai >0,i=1,…,n, 则 存在 某 个 充分 大 的 自然 数 7, 使 得 


i=1 


(21+: + En)" f =g, 


这 里 9 是 域 上 一 个 系数 全 为 正 的 齐 次 多 项 式 . 
证 明 将 了 看 作 一 个 实 多 项 式 函数 ， 且 记 


f= > Gjijajn Il a 
万 十 … 十 加 一 mm i= 7 
其 中 m 为 的 次 数 ， 坟 为 非 负 整数 ，i = 1,…, n. 
由 条 件 知 ， f 在 如 下 有 界 闭 区 域 上 是 连续 的 且 取 正 值 : 


D= foo vn) ER" | a = 1, Ha > 0,821 - 中 
从 而 ， 了 72D 上 有 正 的 最 小 值 u- 
构造 F 上 如 下 多 项 式 : 
二 II ilti — t)-+- (zi — (ji — 1)t) 


j! 


+tin=m izi 
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显然 ，9 E€ Flz1*… Ent] C RIz1,… Ent], H G(T1,.… ,Tn,0) = f. 注意 到 ， 
o 在 如 下 有 界 闭 区 域 


i=l 


r= fn amber osos Èu a0, i= 1-an) 
上 是 一 致 连续 的 . 从 而 有 某 个 正 元 素 5 F, 使 得 只 要 0<b< 5 H (a ,an) € 
D, 恒 有 

Gan amb) > Wan sam0) = Zu = lan: san) = Fu > Eu > 0. 


同时 ， 对 于 每 个 大 于 m 的 自然 数 7, 我 们 有 


a 


(rtrt tan) ™=(r—m)! E Ie. 


hypothyr i- 


HF ki >0,i=1,---,n 
由 此 有 


(zl + za +--+ En) Sf 
nS 
pith 
= (r-m! > 3 TI eT! 
tin=m ht kn rm iar JOM 
令 s =fitky ial n, WE 
(zl +22 +: +n) f 


m E LE -eii 


二 an jit y 1 


t-m S (2,2) zë 
r rir} ag sil 


site tense as 


由 上 面 的 讨论 知 , <6 > Fat, (24T) > 0, 其 中 


r rik 
(s1,… ,5n) 取 遍 所 有 满足 > si = r 的 非 负 整 数组 .证 毕 . 


i=l 
根据 上 面 的 命题 ， 有 理由 给 出 如 下 定义 . 


定义 9.5.1 所 设 同 命题 9.5.1. 使 得 齐 次 多 项 式 (zi + …: +2) f 的 系数 全 为 
正 的 最 小 指数 r 称 作 f 的 Polya 指数 . 


由 命题 9.5.1 及 其 证 明 可 知 ， 在 命题 9.5.1 的 所 设 条 件 下 ， (zi 十 …+znjr 是 
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域 上 一 个 系数 全 为 正 的 齐 次 多 项 式 ， 只 要 7 不 小 于 f 的 Pólya 指数 . 然而, 命 
题 9.5.1 只 表明 这 样 的 白 然 数 7 的 存在 性 ， 并 未 给 出 寻求 它 的 一 个 有 效 算法 . 为 寻 
找 这 样 一 个 有 效 算法 ， J. A. de Loera 和 F. Santos 进行 了 如 下 讨论 . 

设 (F<) 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 ， f := f(z1,… ,zn) 是 下 上 一 个 次 数 为 d 
的 n 元 齐 次 多 项 式 ， 使 得 对 于 F 中 任意 一 组 不 全 为 零 的 非 负 元 素 a, +--+, an, 
f(a1,… ,an) > 0. BR, f 可 表 为 了 = f+ 一/-, Re ft Mf REP LR 
有 非 负 系 数 的 齐 次 多 项 式 . 此 时 , 4 fo := f+(z1,… an) — fo (21 +d, En +d), 
则 fo € lz ……，zn]. 

引 理 9.5.2 ”所 设 同 上 ， 则 

(4A:={ ,yn) ER” | yi > 0,i=1,.…,n, Hfoly ,yn) <0} 是 有 
界 闭 区 域 ; 

(2) 车 m 为 >)zi EER A 上 的 最 大 值 ， 则 对 于 任意 不 小 于 m + dn 的 自然 


i=l 
数 m (zi 十 … 十 Zn)"f 是 域 上 一 个 系数 全 为 正 的 齐 次 多 项 式 . 
证 明 显然 ，fo 的 最 高 次 部 分 即 为 f, 而 其 他 低 次 项 的 系数 均 为 负 ， 用 D 记 
作 如 下 有 界 闭 区 域 : 


D= T san) ER" | Da = 1, Has > 0, i51 oon 
i=l 

于 是 ， 对 于 每 个 a = (a1,… ,an) € D, 单元 多 项 式 ha(z) := fo(a1z,… ,anz) 的 首 
项 系数 为 正 ,而 其 他 项 的 系数 为 负 ， 由 中 间 值 定理 和 Descartes 引 理 ( 即 命题 2.4.7) 
知 ， ha(z) 有 惟一 的 正 根 ， 记 hala) 的 惟一 正 根 为 (a), 则 得 D 到 R 的 一 个 映射 
n, 使 得 对 于 每 个 a € D, a nla). SA, n 是 一 个 连续 映射 由 于 DD 是 及 的 
一 个 有 界 闭 区 域 ， 从 而 9 在 D 上 可 达到 最 大 值 。. BR B= (a1,…,an) € A BL 
b=) a RAF, 则 a:= (F T) eD. 4 fo(8) =0 即 holb) =0 时 ， 显然 

i=l 
有 6b< e. 当 fo(B) < 0 即 ha(b) < 0 时 ， 由 于 hala) 的 首 项 系数 为 正 ， 从 而 hala) 
有 一 个 根 , 使 得 5 < c. 此 时 ，5 < c < e. 因而 ， 氢 述 (1) 获 证 . 

再 记 

f= E onii [2f 
i=l 


t+jn=d 


n 
(zl +--+ zn)" f = D2 bie ka--kn TIz*. 
i1 


kitetkn=d+r 


dene 
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1 
则 系数 hepa kn = r! 


pa og A in IO 
著 点 > d,i= 1 n 则 可 得 如 下 不 等 式 ; 


rt kh. > rt 
Bekal a (Ry al (Bn jn)! 


! 
Rok ia 一 -+ (kn — dy. 


2 


由 此 有 


Kile kn! 
bk > Ft (br d skn =d) — (Ray sn) 


= fo(ki —d,--- ,kn — d). 


Fi hay kn 中 有 不 大 于 d 的 数 ， 则 不 妨 设 三 ,… ,ks > d> kopi, sees kn. 此 
时 可 得 如 下 不 等 式 : 


l P 
Pare a dh 
ls Real 


rl 
(ki — j1)! ++ (kn — jn)! 
7 (ky — d)" «++ (ky — d)sQtetit tin, 


2 


2 


Kyle kn! 
这 里 约定 Pitti 一 0 或 1 根据 js+1 十 … 十 jn 为 正 或 为 零 而 定 ， 由 此 有 
nUn 
T: 


> ft(khi—d, ,ks— d,0,--+-,0)— fo (ki ,ks,d,...,d) 


= fo(ki —d,--- ,ks —d,0,--- ,0). 


故 总 有 (aisan) < R", 使 得 > ai > r-d, 且 
i=1 

fo(a1,… Qn). 由 自然 数 7 的 假定 知 ， (a1,… ,an) ¢ A, 即 有 fola: ,an) > 0. 
因此 ， 全 部 系数 bk,k2.…k,, 都 为 正 . 证 毕 . 

定理 9.5.3 设 (F, <) 是 一 个 阿 基 米 德 序 域 ，f := f(z1,… ,zn) 是 已 上 一 个 
次 数 为 的 n 元 齐 次 多 项 式 , 使 得 对 于 F 中 任意 一 组 不 全 为 零 的 非 负 元 素 a1,…， 
an, f(a1,… ,an) > 0. 若 上 是 一 个 大 于 2 以 及 f 中 所 有 系数 的 绝对 值 的 数 ， 且 上 
是 了 在 如 下 有 界 闭 区 域 上 的 最 小 值 : 


kil- kn! 
7 T bkikakn > 
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n 
D= r ,an) ER" |J ai =1, Ha; >0,i=1--- 中 


i=l 


则 对 于 任意 大 于 22 tdn 的 自然 数 (1+ tS ERF LPR 
正 的 齐 次 多 项 式 . 
证 明 由 引 理 9.5.2 知 ， 仅 需 证 明 ME wee 是 oa 在 区 域 A 上 的 一 个 上 界 . 


i=l 
将 区 域 4 分 成 如 下 两 部 分 : 
4i:=a4n fon Yn) ER" | Èu > nd(d— 1) \ 


A2 = an fn em | Pou <nd(d—1) >. 


显然 ，ndtd- 1) 是 Èa 在 区 域 A 上 的 一 个 上 界 . 由 于 p< f(1,0,… ,0) < 4 


从 而 nd(d — 1) < 2nd? < EË, 


BR, FER fo < 0 等 从 于 


i< F- (tı +d,- ,£n +d) — f- _ 三 (zi+d tn +d) - f- 
~ 和 = 大 f í 


因而 有 


Ay := {ion Yn) E R” | nd(d — 1) <y yw 
i=l 


(Sf +d,- syn +d) f(y Yn) 
i=1 
7 FQ ,yn) : 
Hy 20,i=1,---,n>. 


注意 到 ，L(》 r) - 广 是 一 个 具有 非 负 系数 的 齐 次 多 项 式 . 从 而 4 zi > 0 
i=1 


(= 1, n) Bt, A za4 - 广 ETE. F, 当 z; > 0 
i=l 
(i=1, +++, n) Bt, 


ff" (ai +d,--- tn +d) — f7 <n tnd)! — ADs) 
i=1 i=l 
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因而 ， 对 于 每 个 (v ,yn) © An, 我 们 有 
LAD) (Dy + nad) = (Y v) 


izl i=1 


Flur Yn) 


Dus 
i=l 


z(bz + nd)? — x(ba)? 
zi i 


对 于 (w yn) € Ar, £b = J w H Yz) = 注意 


i=l 
到 ， Mo) 的 分 子 是 一 个 系数 均 为 正 且 次 数 为 d 的 多 项 式 . 因而 ， Ve) 在 开 区 
fa Jo. EBR. AT, wa) < y (ZAE), m Ondt- HF < nda- 


w (Gra) -1) 


此 外 ,由 u MEK, f(y ,yn) =b f(y, yn) > btp. 根据 上 面 
的 不 等 式 ， 于 是 有 


Lnd(d — 1)04 (a + I - 1) 


Lu < T 
£ sedu ) (a $ Im- 1) 
_ ned? 1 a- d-i 
= (zmn) 


易 知 ， 当 d > 4 时 ， ln- < 2718+- 3 = 1968.... 因 


而 ， 对 于 大 于 1 的 自然 数 a, (a tz- 2) <2. 从 而 ， 定 理 获 证 . 


现在 ， 我 们 可 以 建立 Habicht 的 如 下 结论 . 


定理 9.5.4 设 (F <) 是 一 个 可 计算 的 阿 基 米 德 序 域 ， f := f(z1,… ,zn) 是 
五 上 一 个 正定 的 n 元 齐 次 多 项 式 ， 则 可 有 效 地 把 表示 为 如 下 形式 : 


Las 
f=, 
DY deh 
k=1 
JOP a, 和 bk 为 下 中 正 元 素 ，g; 和 hi 是 玉 上 的 齐 次 多 项 式 ，j = 1 yk = 
Leys. 


证 明 kf 的 次 数 为 24. 我 们 的 计算 过 程 分 成 如 下 步骤 : 
(1) 引进 辅助 变量 z, 而 考虑 n+ 1 元 齐 次 式 (21 ,zn,2) := 274+ f. 显然 ， 
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E F EWEEK. 记 4:= {A= (AD Angi) | 和 = 或 -1,i=1,… ,n+1}， 
且 构 造 上 如 下 齐 次 式 : 


$= Il (A171, +> , ÀnTn, Àn412). 
AEA 

(2) 通过 展开 可 将 $ 表 为 : = P(r, ,2,z?), HY € Fler En, z]. 
显然 ， 齐 次 式 满足 定理 9.5.3 中 的 条 件 . 根据 定理 9.5.3, 可 计算 出 一 个 自然 数 7， 
使 得 (zi +…' 十 Zn 十 z)7 的 全 部 系数 均 为 正 . 记 e 为 齐 次 式 (21+ + an +z)" 
的 次 数 ， 则 有 

(z +--+ +02 4 27)'b = > ci 
itditetin=e 

其 中 所 有 的 系数 cij,…j, 均 为 F PIER. 

注意 到 ， 9 是 多 项 式 (z +… +02 + 22)r6 的 一 个 因 式 .于 是 有 齐 次 式 ye 
下 [z1,… tn, 2], 使 得 如 下 等 式 成 立 : 

= È EAE 
itjit o tjnse 

通过 整数 的 带 余 除 法 有 ，i = 2dgi + ki, 其 中 q 和 ki 均 为 非 负 整数 ， 且 0 < 
ki < 24 一 1 SATE zi = [(z2d)w 一 (=f) eh 十 (一 有 wz、 注意 到 ， (224) 一 (— fa 
可 被 $ 整除 .于 是 有 


TY ai Zt = bij, jn + Wij Zs 


其 中 wp = 开交 (js 而 un 为 下 [ca …,znyzl 中 齐 次 式 . 
把 这 些 关系 代入 前 面 等 式 的 右 端 ， 并 将 可 被 $ 整除 的 部 分 移 往 左 端 ， 则 得 


2d-1 
= 2 2k 
spa > 2 Cin Wij jn |Z 
k=0 iit tina 
Balik 


其 中 5 是 Flz1,… ,zn,z] 中 一 个 齐 次 式 . 


将 9 和 & 都 看 作 F[z1,… ,zn] EE > 的 单元 多 项 式 ， 则 ER z 的 最 高 指数 不 
超过 2d 一 2. 记 9 为 上 中 零 次 项 2 的 系数 ， 且 比较 上 式 两 端 中 z 和 z2 的 系数 ， 
则 有 


fg= > Cif jn WH, jn Lg = ye Ci. jn Wen 


tito tinae ith t--tin=e 
Bale alia 


由 此 可 将 f 表 为 所 求 的 形式 . 证 毕 . 
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应 该 注意 ， 本 节 的 方法 不 适用 于 非 阿 基 米 德 序 域 的 情形 .其 原因 是 因为 命题 
9.5.1 对 于 非 阿 基 米 德 序 域 不 成 立 ， 见 下 例 . 

例 设 下 =Q(e, 其 中 e 是 有 理 数 域 Q 上 的 一 个 未 定 元 . 根据 定理 2.6.4 A, 
RF AE <, 使 得 在 Q 上 是 正 的 无 限 小 元 素 . 令 f(z,y) = (2- y)? +ery, 则 
fley) 是 严 上 一 个 二 元 齐 次 式 . GIR, 对 于 a, be F, BH flab) > 0, HE a>d0, 
0 > 0, Hatb>0. 然而 ， 可 断言 ， 对 于 每 个 自然 数 >, FKR (z +y) f(e, y) 中 都 
有 系数 为 负 的 项 . 

事实 上 ，(z+2jf(z,y) 中 项 cy? 的 系数 为 负 元 素 € z 1 4 if = 2k 为 偶数 时 ， 
Baby RRA (F) — (2-9) = Ge- ga (7 - gta) <0: 
7 = 2k+1 为 大 于 1 的 奇数 时 , 项 zk+lyk+2 ay aR (1) + EH) (2) (AA) = 

2k+1)! 1 1 
(ke t DE } DI 人 加 7s) an 
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柱 形 代数 分 解 是 G. E. Collins 在 20 世纪 70 年 代 中 提出 的 一 个 有 效 方法 ， 它 
适用 于 实 闭 域 的 量词 消去 .这 一 方法 在 实用 方面 具有 比 Tarski-Seidenberg 原理 更 
高 的 效率 ， 因 此 ， 柱 形 代 数 分 解 可 作为 工具 来 处 理 一 些 实际 问题 . 

在 介绍 柱 形 代数 分 解 之 前 ， 我 们 需要 一 些 预 备 知识 . 设 下 是 一 个 域 .给 定 域 
上 如 下 两 个 非 零 多 项 式 : 


F(z) = aozm 十 alzm-1 +--+ am, 
g(x) = boz” + yx"! + +++ + bn, 


其 中 ao 和 bo 不 全 为 零 . 
XIF i=0,---, min{m,n}, 规定 F LMF (m+n -— 2i) x (m+n — i) 和 矩阵 : 


ao a o Om 
ao a … Om 
ey in E n— itt 
Mi= a a an 
bo bi o bna 
bo by bn | 
m- T 
bo! byt by 


进一步 ， 用 Mio 表示 矩阵 Mi 中 前 m+n- 2i 列 所 组 成 的 子 矩 阵 、 此 外 ， 用 


330 第 九 章 ”一 些 构造 性 结论 


Psci(j 9iz) 表示 矩阵 Mio 的 行列 式 ， 且 称 Psci(f,g;z) 为 f(x) 和 g(z) 关于 z 的 
第 i 个 主子 结 式 系数 . 
命题 9.6.1 设 f(z), g(z) 同上 ， 则 f(z) 和 g(z) 的 最 大 公 因 式 的 次 数 为 上 当 
FAL Psco(f, g; £) = Pscl(f,giz) = --- = Psck-1 (f, 932) = 0, {E Psce(f, g; £) # 0. 
证 明 由 矩阵 Mi 的 规定 ， 显 然 有 


aray a e 
g™tn-i-2 : 
PP sian Vd 
i amt ate) 
T 
1 
so) 
设 dz) 是 f(z) 和 gle) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 则 pe (2) - a doe) = 0. 着 
de) 的 次 数 为 ST 的 次 数 不 超 过 - k 而 LE 的 次 数 不 超 过 mm- 大 当 
PO Lo kT, MER Eo - Loa) = 0 知 ， 有 不 全 为 零 的 元 
Cl.… ,cmt+n-2i € F, (E4 
21 f(a) 
f 
(ca, +++ ,Cm+n-2i) wee =0, 
9(z) 
即 
gmtn-i-1 
gmtn-i-2 
(ci, +++ ,cm+n-2i) Mi : =0. 
T 


从 而 有 (ca，…… ,cm+n-2i)Mi = 0. 
这 表明 矩阵 Mi 的 秩 小 于 m+n—2i, 从 而 Psci(f, 932) 作为 Mi 的 一 个 m+n-2i 
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级 子 式 必 有 零 . 
假若 Pscx(f,g;z) = 0, WIERE Mio 的 秩 小 于 m+n—2k. 从 而 有 不 全 为 零 的 
cu …， cm+n-2k E F, 使 得 


(c1,-++ ,cm+n-2k)Mko = 0. 


显然 ,矩阵 Mi 可 分 块 为 Mk = (Mro, MT), XE MT 是 已 上 一 个 (m+n—2k)xk 


矩阵. 
构造 域 上 的 如 下 多 项 式 : 
gmtn—k-1 
grtn 大 一 2 
w(x) = (cl ,cm+n-2k)AMk : y 
T 
1 
则 
k-11 


w(z) = (cb ，cm+n-2k)MT 
1 
从 而 w(z) HARE k - 1. 另 一 方面 ， 由 上 面 的 矩阵 等 式 知 ， 


etfs) 


f(z) 


w(2) = (ch ,cm+n-2k) am-k-1 g(x) 


= u(z) f(z) + o(z)9(z). 


g(x) 
其 中 u(x) 和 w(z) Æ F LALASHSAR, ule) 的 次 数 不 超 过 n 一 k 一 1, 而 v(x) 
的 次 数 不 超 过 mm 一 上 一 1. 
此 时 , 显然 d(x) 整除 w(z). 由 于 d(z) 的 次 数 超过 w(z) 的 次 数 , 从 而 wa) = 0, 
由 此 有 w(z)7(z) = -v(z)g(z). 从 而 可 知 ，u(z) 和 v(z) 都 是 非 零 多 项 式 . 由 条 件 ， 


不 妨 设 oo £0. 注意 到 u(z) x = wo, 且 与 ae 互 素 ， 从 而 ia 


332 第 九 章 ”一 些 构造 性 结论 


整除 v(z); 这 是 不 可 能 ,因为 pa 的 次 数 大 于 v(z) 的 次 数 . 因而 Psck(f, g; 2) #0. 
从 而 ， 命 题 的 必要 性 获 证 . 

现 设 Psci(f,g;7) = 0, i = 0, 1, ---, k — 1, {E Psce(f,g;z) #0. MR f(z) 和 
9g(z) 的 最 大 公 因 式 的 次 数 为 k. 由 必要 性 的 证 明知 ，Psco(f, 9g;z) = Psea(f,gix) = 
+++ = Pscp-1(f,9;z) = 0, 但 Psce(f,g;z) #0. 从 而 必 有 kr =k. 因而， 充分 性 成 
立 . 证 毕 . 

设 (F, <) 是 一 个 序 域 ， 已 是 下 的 一 个 实 闭 扩张 ， 使 得 RR 的 惟一 序 是 下 的 序 
< 的 一 个 拓展 ， 且 R 的 惟一 序 也 记 作 ， <. 对 于 ne N, 用 R" 表示 REH m 维 仿 
射 空 间 ， 由 81.2 HI, RIPE < 的 区 间 拓 扑 诱导 出 R 的 一 个 所 谓 的 乘积 区 间 拓 
扑 ， 使 得 R" 成 为 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 ， R 的 一 个 半 代 数 子 集 S 称 作 是 半 代 
数 连通 的 , 如 果 5 不 能 表 为 两 个 不 相交 的 非 空 半 代数 子 集 5S1 和 So 的 并 ， 使 得 S 
和 So 在 S 中 都 是 闭 的 . 根据 文献 [25] 中 命题 2.4.3, Rn 中 开 的 超 立方 体 ]0,1[" 是 半 
代数 连通 的 。 因此， 每 个 半 代 数 同 胚 于 ]0, 1[" 的 半 代 数 子 集 都 是 半 代数 连通 的 . 

设 5 是 R 的 一 个 非 空 子 集 对 于 5 到 RR 的 一 个 映射 称 ， 在 S 上 恒 有 
Y <0, 如 果 对 于 所 有 a E S, EA pla) < 0. 在 完全 类 似 的 意义 下 ， 我 们 可 称 ， 在 
5S 上 恒 有 =0, 类 0, >0 或 少 < 0 等 等 在 如 此 任 一 情况 下 ,统称 在 S 上 
是 不 变 的 .对 于 域 EEA n 元 多 项 式 f, 了 可 看 作 S 到 RR 的 一 个 映射 ， 从 而 狼 
R SES 上 是 不 变 的 ”有 明确 的 意义 ， 对 于 由 域 En 元 多 项 式 组 成 的 一 个 非 
SRA 称 4 在 3 上 是 不 变 的 ， 如 果 4 中 每 个 多 项 式 在 5 上 是 不 变 的 . 

设 Flz1,… ,zn] 是 域 下 上 nn 元 多 项 式 环 . 对 于 每 个 非 零 多 项 式 f(z1,… ,zn) € 
下 [zzn], f(z1,… ,zn) TRH 


Í (21, ,Tn) = Amt + hz} +--+ + ho, 

其 中 hi € Ffei, ,zn-1],i=0,1,…,m, 且 hm 关 0. 此 时 , 称 m 为 关于 变量 zn 
的 次 数 ，hmzm 为 了 关于 zn 的 首 项 ，hm 为 了 关于 zn 的 首 项 系数 , 且 它 们 分 别 用 
deg(f; £n), ldt(f;zn), lde(f; 2n) 表示 . 而 且 , 称 多 项 式 f 一 ldt(f; zn) 为 了 关于 zn 的 缩 
简 , 且 记 之 为 red(f;zn). 为 方便 起 见 , 约定 ，ldt(0;zn) = ldc(0;zn) = red(0; £n) = 0, 
而 deg(0; £n) = 一 oo. 

借助 于 归纳 定义 ， 对 于 上 述 的 非 零 多 项 式 f 以 及 非 负 整数 k, 规定 

red°(f;2n) = f, red*t!(f;zn) = red(red* (f; an); £n). 

此 时 , 称 red*(f;zn) 为 了 关于 rn 的 第 次 缩 简 , 其 中 大 > 0. 显然 ,red*(f;zn) =0, 
只 要 大 > deg(f;zn) +1. 

定义 9.6.1 HSER 的 一 个 子 集 . 对 于 Fler ,zn] 中 一 个 非 零 多 项 式 
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f, 称 f 的 根 在 5S 上 是 可 描绘 的 ， 如 果 存 在 S 到 R 中 的 连续 半 代数 映射 Yi …， 
tbe, k > 0, 使 得 下 列 条 件 成 立 : 

(1) 存在 自然 数 el, …， em m > k, 使 得 对 于 每 个 (a1,… ,an-1) < S, 
f(a1,… ,an-1,7) TA m 个 相 异 的 根 ， 且 这 些 根 的 重 数 分 别 为 e1,…, emi 

(2) 对 于 每 个 (a1,… ,an-1) E€ S, Ypi (a1, ++: ,an-1) < … < rlar an-1); 

(3) 对 于 每 个 (a1,… ,an-1) € S, pilar ,an-1) 是 fa ,an-1,7) 的 一 个 
重 数 为 ei 的 根 ，i= 1,…, k; 

(4) Æ f(a1,… ,an-1,b) = 0, 其 中 (a1,… ,an-1) E S H b E€ R, 则 对 于 某 个 
GE {1, +- k}, b = (0 ,an-1). 
此 时 ， 我 们 称 Vies wi 在 5 上 描绘 f Æ R PRIR, Hie 为 vi 的 重 数 ，i= 
1，…… k. 

更 一 般 地 ， 设 及,…, fe 是 Flz1,… ,zn] 中 有 限 个 多 项 式 , 且 fis fr ES 
上 不 恒 为 零 , 但 fr+1,…, fe 在 S 上 都 恒 为 零 RATA fi fr WRES E 
是 可 描绘 的 ， 则 称 {f , fa} 的 根 在 S 上 是 可 描绘 的 . 

定理 9.6.2 设 feFlzi,… ,zn], 且 5 是 Rn-l 的 一 个 半 代 数 连通 子 集 ， 如果 
ES E, EA lde(fizn) 关 0, E 的 相 异 根 个 数 保持 不 变 ， 则 S 的 根 在 S 上 是 可 
描绘 的 . 

证 明 RE SAO A deg(f;zn) > 0. 由 条 件 可 设 ，f ES 上 的 相 异 根 个 数 
便 为 m. 对 于 i= 1,…, m. 可 构造 5 的 如 下 子 集 : 


Si = {(o ,an-1) E S|f(a1,… ,an-1,7) 在 R 中 恰 有 i 个 相 异 根 }. 


显然 ，5 = ÜS AA S 是 RN 的 一 个 半 代数 于 集 ，i=1,…, m. 

H (a1, ,an-1) E Si, R f(a, ,an-1,7) E R PREA i SAR o <… < 
ai. 由 条 件 知 ， f(a1,… ,an-1,7) 还 有 m -i MASUR R(V=1) 但 不 属于 R, 
这 些 根 记 作 ， «igi, +++, Om. 记 ej 为 根 a; WER, j=1,---,m. 4m=1 
时 , $ 6 = 1 SM, $ ô= 二 minfla —a;||1 <i <j <m}, 这 里 | .| 表示 
R(V-1) LAFEE R 的 绝对 值 ， 作 为 Flz1,… ,zn_1] 上 含 未 定 元 tn 的 一 个 多 
项 式 ， / 的 全 部 系数 都 是 在 S 上 的 连续 函数 ， 且 ldc(f;zn) 在 S 上 保持 不 为 零 . 
根据 引 理 4.2.3 可 知 ， 存 在 F 中 一 个 正 元 素 6, 使 得 对 于 任意 (a1,… ,a_1) ES, 只 
E |, —a,|<¢,r=1,---,n—1, EHR f(a4,… ,ah_1,7) 在 R(V=1) PRA ej 
个 根 y, 满足 ly 一 aj| < 5. 由 条 件 知 ， f(a4,… anna) 恰 有 m 个 相 异 根 . 因此 ， 
f(a4,… anna) 在 R(V-1) 中 仅 有 一 个 相 异 根 yj, 使 得 |y; 一 Qj| < 6, j=l, 
m. 这 表明 y 的 重 数 也 为 ej j = 1, …, m. 此 时 可 断定 ， ye R,j=1,…, 事 
KL, 若 对 于 某 个 jo € {1,… i}, Yio E R, W f(a, ,ah_1,7) Æ ROVI) 有 另 一 
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根 , 使 得 | 六 ,一 Qjo| < 5, KB Djo X Yj Æ R LAST, 矛盾 . 又 假若 对 于 某 个 
Jo € {i+1, +: mM}, Yio € R, W lujo — O01 = yio — Biol < 5. 由 此 有 lajo —ãjol < 25, 
FE. 因而， yj ¢R j=itl,---,m. 于 是 由 Si 的 规定 知 ， (a4,… ah) € Si, 
只 要 (al,… 4,1) E S H lap -a| <6,r=1,…,n 一 1. 这 表明 5; 是 5 的 一 个 
开 子 集 ，i = 1,…,m. 

由 所 设 知 ，$ 是 半 代 数 连 通 的 . 从 而 , 对 于 某 个 E {1,… ,m}, 5 = Sk. 因而 ,对 
于 每 个 (a1,… ,an-1) e S, f(a1,… ,an-1,7) TE R PRA k AHRR a < … < ay. 
据 此 ， 对 于 j = 1,…, k, IHE S 到 RAR oy, 使 得 内 (a1,… ,an-1) = aj. 
借助 于 引 理 4.2.3 可 知 ， Yj 是 一 个 连续 的 半 代 数 映射 ，j = 1, …, k. 由 上 面 的 讨 
HA, TES Edn, +++, de 描绘 了 在 R 中 的 根 . 证 毕 . 

现 设 A = {fn fo} C Flen an], 其 中 fi 关 0,i = 1,…, s, 则 可 构造 
下 [z1,… ,zn] 的 如 下 子 集 : 


B = {red (f; £n) | f € A, 0 < k < deg(f;zn) F. red*(f;zn) £0}. 
AUR, ACB. 在 此 基础 上 ， 可 进一步 构造 lz1,… ,zn-_1] 的 如 下 子 集 ， 


L = {lde(g; £n) | g € B}; 

E, = {Pees (ogm) |gEB H 0< k< deg (总 ;=)}: 

Ez = {Psck(g,h;zn)|g, he B F 0 < k < min{deg(g; £n), deg(g; £n)}}- 
于 是 ， 我 们 得 到 F[z1,… ,zn] 的 一 个 有 限 子 集 LUE N E. 所 得 的 这 样 一 个 子 集 
称 作 A 关于 zn 的 投影 , 上 且 记 作 :， Proj(4; zn). 

下 面 定 理 反映 出 上 面 所 规定 的 投影 Proj(4; zn) 的 重要 作用 . 

定理 9.6.3 设 4 同 上 , 且 5 是 R"! 的 一 个 半 代 数 连通 子 集 . 如 果 Proj(A; zn) 
在 83 上 是 不 变 的 ， 则 4 的 根 在 S 上 是 可 描绘 的 ， 且 存在 5 到 RR 的 连续 半 代数 映 
MY Day, wi, 使 得 如 ,…, wi 在 S 上 描绘 4 在 忆 中 的 根 ， 且 对 于 每 个 fe 4, 在 


S 上 f 在 民 中 的 根 可 通过 澳 ,…, de 中 某 些 映射 来 描绘 . 
证 明 首先 证 明 ， 对 于 每 个 EA, f 的 根 在 S 上 是 可 描绘 的 


Wh =Y hish 显然, hi e L, MIRO <i <r E h £0. 因此 , hi 在 S 土 不 变 ， 
i=0 
i=0 r 着 在 S 上 了 恒 为 零 , 即 hi = 0,4 = 1, …;m, 则 上 面 的 结论 显然 , 否则, 存 
在 最 大 的 指标 m, 使 得 在 S LER hm £0. 令 9 = 》 入 za, TURF HEME HER r, 


i=0 


g= red" (f) € B. 于 是 ,Psc; (o aiim) eB 在 S 上 是 不 变 的 , j=0,…, m1. 
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注意 到 ,在 S LEE Psem- (o mi) = mhm # 0. 从 而 存在 非 负 整数 及 使 得 在 
S EEH Psc; (g, E im) = 0,7 =0,---,k- 1,48 Psc (a, mej 由 命题 


9.6.1 可 知 ， 对 于 每 个 (a1,… ,an-1) € S, g(a1,… ,an_lz) 与 AOR ++ ,Qn-1, 7) 
的 最 大 公 因 式 的 次 数 恒 为 k. 因而 ， g(a1,… ,an-1,7) 的 相 异 根 的 个 数 恒 为 m- k. 
由 定理 9.6.2 知 ， 9 的 根 在 S 上 是 可 描绘 的 .由 于 在 S 上 恒 有 f= g, 从 而 f 的 根 
在 S 上 是 可 描绘 的 . 

现在 ,我 们 来 证 明定 理 中 结论 . 为 此 , 令 4 = {frf} HA 中 每 个 
多 项 式 在 S 上 人 恒 为 零 ， 则 定理 显然 成 立 . 下 设 户 , …, fr ES 上 不 恒 为 零 ， 
而 frr1,…, fe ES 上 恒 为 零 ， 这 里 1 < 7 < s. 由 上 面 讨论 可 见 ， 有 g; €B, 使 
得 在 S 上 , WA fi = gi A lde(gisan) # 0,i=1,---,7. 41 Si<g<r mt, 
Psck(gi,9;; tn) € E2 C Proj(A; £n), 其 中 0<k < min{deg(gi; £n), deg(gj; zn)}. 类 
似 于 上 面 的 讨论 可 知 ，9 和 g 的 公共 根 个 数 在 S 上 是 不 变 的 ,只 要 1 <i<j<r. 
对 于 任意 取 定 的 (a1,… ,an-1) E€ S 以 及 Flz1,… ,zn] 中 两 个 非 零 多 项 式 u, v, 
用 #(u) 表示 w(a1,.…an-1,7) 的 相 异 根 个 数 ， 而 #(w,v) 表示 wu(a1,… ,an-uz) 和 
ular: ,an-1,7) 的 公共 根 个 数 ， 此 时 ， 如 下 递 推 关 系 式 显然 成 立 : 


(1)#(g1.…9k-1,9k) = #l + gk-2, 9k) +#(gk-1, gk) 
—#(91 +++ gk-2, 9-1); 
(2)4#(g1 …9k) = #(g91.…… gk-1) + #(Gk) — Hl gei, gk). 


借助 于 上 面 递 推 关系 ， #(g1… gk) 可 通过 #(9i) 和 #(gi,9j) 来 表达 ， 这 里 
1 < i<j<r. 由 上 面 的 讨论 可 见 ，#(gi) 和 #(gi,9;) 在 S 上 是 不 变 的 ， 因 此 ， 
#(g1 +++ gk) E S 上 也 是 不 变 的 . 由 定理 6.9.2 M1, gi- g 的 根 在 S$ 上 是 可 描绘 . 
从 而 fiee fr 的 根 在 S 上 是 可 描绘 的 . 

Bpi <o < pk È S 到 有 的 上 个 连续 半 代 数 映射 , 且 它们 在 5 上 描绘 
ff TER PR. 另 一 方面 , 由 首先 证 明 的 事实 , 可 设 fi E RR 中 的 根 可 通过 连 
续 半 代数 映射 ba < … < din, TE S ERR, i=l,- r. iE on e, be 是 (diy. | 
1 < i < 7 而 1 < ji < 后} 中 全 部 相 异 的 映射 对 于 任意 取 定 的 (a1,… ,an-1) € S, 
Vilar: ,an-1) Æ filar nat) folar, +: sana.) 在 忆 中 的 一 个 根 从 
而 也 是 fila ,an-1,2),…, 所 (a1,… ,an-1,7) 中 某 个 多 项 式 的 根 . 由 定义 9.6.1 
中 条 件 (4), 可 设 yilar, ,an-1) = Qi (a1, -+ ,an 

作 5 的 如 下 两 个 子 集 : 


Si = fp E S| be Yn) # DY Yr), 7 = 2, ke}; 
Sa = {V1 Yn) E€ S | dy Yn) Z Val Yn)}- 


336 第 九 章 ”一些 构 造 性 结论 


假若 办 F Or, WTF (bi, ,bn-1) e S, 我 们 有 
1 (b1,-++ bn) # Pa(br, +++ , bn-1). 


此 时 显然 有 ， (a1,… ,an-1) € Si, 但 (bi,…,bn-1) € So. BRM, Si A Sp HES 
的 两 个 不 相交 的 半 代 数 开 子 集 ， 且 S= S U 52; 这 矛盾 于 3 的 半 代数 连通 性 . 因 
T y =p. 重复 这 样 的 讨论 可 知 ，4 = 上, 且 适 当地 调整 下 标 后 ， 有 oi = ,i = 
1,… ,k. 至 此 定理 证 毕 . 
定义 9.6.2 设 S 是 R"-1! 的 一 个 非 空子 集 ， 必 ,…, wi 都 是 5 到 RR 的 连续 

BUN, HE SEER 加 <… < Up. HIG Sx REF th, +++, Ue 的 分 解 是 指 Sx R 
的 这 样 一 个 分 块 {51,… Sah 其 中 

Sı ={(GallaeS, Ba< (6))}; 

S2 = {(@,a)|@ES, Ha = y (ā)}; 

Soj-1 = {(ã,a) |@ES, Avj-1(&) < a < pj(ā)}]; 2 <j <k 

Saj = {(ã,a) |& € S, Ha = 4;(ā)};2 <j < k 


S2k+1 = {(ã,a) |& € S, Ha > yy(a)}. 


现在 ， 我 们 给 出 “ 柱 形 代数 分 解 ” 的 定义 如 下 . 

定义 9.6.3 设 n 是 一 个 自然 数 。 Rr 的 一 个 柱 形 代 数 分 解 是 R 的 一 个 分 块 
D, 它 可 以 这 样 归纳 地 定义 如 下 : 

(1) 4n=18t, D={R}, RH 


D = {] - œ, ai[, {a1}, Jor, a2[, {a2}, ++- ,Jar-1, arl, {ar}, Jar, tool}, 


HR a <…< ar ERP F ERAT, H Joy 表示 端点 为 6 和 7 的 开 区 间 . 
(2) 如 果 {51,… ,Sr} FER 的 一 个 柱 形 代数 分 解 ， 那 么 i. D; dé R” W 


一 个 柱 形 代数 分 解 ， 这 里 Pi = {5; x R}, 或 者 对 于 有 限 个 5; 到 R 的 连续 半 代 数 映 
St Win < … < Wik Di 是 柱 形 Si x REF Wa < … < Wiks MAR, i=l, r 

对 于 R" 的 一 个 柱 形 代数 分 解 D = {51,… , Sp}, D 中 每 个 成 员 Si(i =l, o, 
r) 称 作 D 的 一 个 胞 腔 . 容易 证 明 ， 在 柱 形 分 解 中 ， 每 个 胞 腔 都 半 代数 同 胚 于 超 立 
方 体 ]0,1[, 其 中 d > 0 从 而 每 个 胞 腔 都 是 半 代数 连通 的 . 此 外 ， R" 的 一 个 有 限 
FH 4 称 作 性 形 代数 分 解 D 的 一 个 样本 ,如果 A = {G1,… ap}, 其 中 a E Si, 
1 二 1,…,7. 此 时 ， 称 ai 是 Si 的 一 个 样本 点 ,i= 1,…, 7. 

定义 9.6.4 设 4 是 Flz1,… ,zn] 的 一 个 有 限 子 集 . R" 的 一 个 柱 形 代数 分 
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解 D 称 作 是 4- 不 变 的 ， 如 果 在 D 的 每 个 胞 腔 上 ， 4 是 不 变 的 . 

定理 9.6.4 设 A 是 Flz1,… ,zn] 的 一 个 有 限 子 集 ， 则 有 一 个 有 效 方法 ， 可 计 
算出 

(1) Re 的 一 个 A- 不 变 的 柱 形 代数 分 解 Dn; 

(2) Dn 的 一 个 样本 An. 

证 明 对 n 施用 归纳 法 . n= 1, AC Fla). 若 4 中 所 有 非 零 多 项 式 在 
RR 中 无 根 ， 则 Di = {R} 是 RR 的 一 个 柱 形 分 解 ， 而 {0} 为 Pi 的 一 个 样本 点 . 若 4 
中 所 有 非 零 多 项 式 在 RR 中 的 全 部 相 异 根 为 a1 < … < ar, 则 RR 有 如 下 柱 形 分 解 : 


Dı = {] — œ, a|, {a1}, Jar, aa[, {a2}, -> ,]ar—1, oarl, {ar}, Jar, +00]}. 


显然 ， Di 是 A 不 变 的 . 同时 ， Di 的 一 个 样本 可 取 为 


a2 Qr-1 + Oy 
aa a 


41 = {ay ~ 1a, 2S ,onor+1). 

假定 定理 对 于 Flz,… tra] 中 每 个 有 限 子 集 都 成 立 ， 现 对 于 Fler ,zn] 
的 有 限 子 集 A, 首先 可 计算 4 的 投影 Proj(4; zn). 由 归纳 假定 , 可 有 效 地 计算 Re- 
的 一 个 Proj(4,zn)- 不 变 的 柱 形 代数 分 解 Da 和 它 的 一 个 样本 Ani. 根据 定理 
9.6.3, 对 于 每 个 Se Dai, A 的 根 在 S 上 是 可 描绘 的 ， 且 存在 S 到 RR 的 连续 半 代 
数 映射 Vi < … < de, 使 得 定理 9.6.3 中 的 要 求 被 满足 ， 令 Ds 是 柱 形 5 x RAF 
Di <… < de 的 分 解 . A An NS = {as}, 则 构造 R* 的 如 下 子 集 : 


4s = {0 = 1), (ãs, a1), (as, 2 52) , 


元 ai ra + 
AEA (as, cater) 


(Gs, ar), (Gs, Or + 小 
这 里 oa < … < or 为 {f(as,z) | f € A} 中 所 有 非 零 多 项 式 在 R 中 的 全 部 相 异 
根 . 
此 时 易 证 ， UU Ds R 的 一 个 4- 不 变 的 柱 形 代数 分 解 , AU As 
SEDn_1 SED, 


是 它 的 一 个 样本 ， 由 归纳 原理 ， 定 理 获 证 . 

应 该 指出 ， 在 上 面 定理 证 明 中 ， 我 们 还 使 用 这 样 一 个 前 提 条 件 ， Ro 上 单元 多 
项 式 的 实 根 ( 即 在 Ro 中 的 根 ) 都 可 有 效 地 求 出 , 这 里 Ro 是 F E R PRAAG. 
实际 上 ， 当 (F, <) 是 一 个 可 计算 序 域 时 ，Ro 上 单元 多 项 式 的 实 根 都 具有 某 种 有 效 
表示 . 因而 ， 上 面 定理 特别 适用 于 F 为 有 理 数 域 这 一 情形 . 

柱 形 代数 分 解 具有 许多 方面 的 应 用 ,尽管 它 不 可 避免 地 会 涉及 到 繁杂 计算 , 下 
面 的 简单 例子 表明 ， 柱 形 代数 分 解 可 用 来 判定 序 域 语 言 中 一 个 语句 是 否 适 合 实 闭 
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域 . 
例 证 明 ， 对 于 任意 实 闭 域 R， 
(RSE (Wo (i -4c > 0 — Ir(2? +br +c = 9), 
这 里 < E R eF. 
证 明 由 转移 定理 (定理 7.3.7) 知 ， 只 须 证 明 如 下 事实 ， 
(Ro, <) E (Wo) (8? -4c > 0 — az(z2 +bz+c=0)), 
这 里 ， Ro 是 有 理 数 域 Q@ 关于 其 惟一 序 的 实 闭 包 . 


& A= {bY 一 4c,z? 十 bz 十 c), 则 和 4 是 多 项 式 环 QIz,b,d 的 一 个 有 限 子 集 . 根 
据 多 项 式 集 的 投影 的 定义 ， 可 计算 出 


Ai = Proj(A;x) = {b? — 4c, b,c,2, ê}, 

Ag = Proj(A1;b) = {1,2,¢,c?, 4c}, 
显然 ， A 中 所 有 多 项 式 在 R 中 只 有 惟一 根 c= 0. 从 而 ， Ro 的 一 个 42- 不 变 的 
柱 形 代数 分 解 的 样本 为 {-1,0,1}. 当 c= -1 0, 1 时， A 中 多 项 式 在 Ro 中 的 根 
集 分 别 为 {0}, {0}, {0,4}. 从 而 R3 的 一 个 Ar- 不 变 的 柱 形 代数 分 解 D 的 样本 为 

= {(-1,-1),(-1,0),(-1,1), (0, —1), 
(0,0), (0, 1), (1, —1), (1,0), (1,2), (1,4), (1, 5)}. 
4 (cb) 依次 取 A 中 的 点 时 ， 计 算 刀 - 4c 的 值 ， 同 时 用 Sturm 定理 (或 其 他 

方法 ) FUE 2? + bz +c 在 Ro 中 是 否 有 根 ， 从 而 获得 下 表 . 


由 上 表 可 见 , 4b -4c>0Rt, 2? +bc+c7 Ro 中 有 根 BWM, x? +brt+e 
在 Ro 中 无 根 . 由 于 在 D 的 每 个 胞 腔 上 ， 2? + bz 十 c 在 Ro 中 的 根 是 可 描绘 的 . 
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因而 ， 多 项 式 2? + 好 +c 在 了 的 某 个 胞 腔 上 是 否 有 在 Ro 中 的 根 ， 完 全 取决 于 当 
(cb) 取 该 胞 腔 的 样本 点 时 ， 2? +bz 十 c 是 否 在 Ro PRR. 注意 到 ， 刀 一 4c 在 了 
的 每 个 胞 腔 上 保持 不 变 . 于 是 ， 上 面 欲 证 的 事实 成 立 ， 因而， 例题 的 结论 获 证 . 
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